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Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir die 
Geometrie der Curven dritten Grades. 


Von Axen Harnack aus Dorpat. 


Nachstehende Untersuchungen sollen dem Zwecke dienen, den 
fundamentalen Zusammenhang zwischen der Theorie der elliptischen 
Functionen und der Geometrie der Curven dritten Grades zur Bildung 
und Lésung neuer geometrischer Probleme zu verwerthen. Um dieses 
zu erreichen, erschien es nothwendig, zunachst die von Aronhold*) 
und Clebsch**) gegebene Darstellung der Curvenelemente durch die 
Werthe eines Parameters ins Einzelne auszufiihren und die Einfachheit 
dieser Werthevertheilung zu deutlicher Anschauung zu bringen. Letz- 
teres gelingt indess in vollstindiger Weise erst dann, wenn eine Ueber- 
sicht tiber das gesammte Gebiet der Curve durch reelle Repriasentation 
der complexen Elemente hergestellt wird, worauf Klein in seiner Ab- 
handlung: ,Ueber eine neue Art der Riemann’schen Flichen“***) 
hingewiesen hat. An diese Auffassung kniipft der zweite Abschnitt 
des vorliegenden Aufsatzes an, woriiber das Niihere in der zugehdrigen 
Einleitung gesagt ist. Im ersten Theile sind die wesentlichsten allge- 
meinen Siitze iiber die Perioden des mit der Curve verbundenen Inte- 
grales und iiber die Parameterwerthe insonderheit der reellen Curven- 
elemente aufgestellt worden. Eine getrennte Behandlung der zwei- 
theiligen (§ 1.) und der eintheiligen (§ 4.) Curven ging aus der Ver- 
schiedenheit der Periodenwerthe fiir die elliptischen Functionen hervor; 
die Vermittelung beider Betrachtungen ergab sich jedoch vermége 
eines Uebertragungsprincipes, das durch die zwischen einer Hesse’- 
schen und einer Cayley’schen Curve bestehenden Relationen, oder, 
was das Niimliche besagt, durch eine Art der quadratischen Transfor- 
mation des elliptischen Integrales gewonnen wurde. 


*) Monatsberichte der Berliner Academie, 25. April 1861. 

**) Ueber einen Satz von Steiner und einige Punkte der Theorie der Cur- 
ven dritter Ordnung“, Borchardt’s Journal Bd. 63. ,,Ueber diejenigen Curven, 
deren Coordinaten sich als elliptische Functionen eines Parameters darstellen 
lassen“, ebendas. Bd, 64. 

***) Math. Annalen Bd.. VII, p. 558 ff. 
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Die Begriindung dieser Beziehungen durch die drei Arten corre- 
spondirender Elementenpaare ist in den §§ 2. und 3. eingehend aus- 
einandergesetzt. 

Ueberhaupt hielt ich es in der zusammenfassenden Darstellung 
aus mancherlei Griinden fiir geboten, dieselbe Aufeinanderfolge im 
Gedankengange zu bewahren, die sich wihrend des Entstehens dieser 
Arbeit entwickelte, und betrachte als abschliessenden Gesichtspunkt fiir 
dieselbe: die geometrische Interpretation der allgemeinsten zuldssigen linea- 
ren Beziehung zwischen den Parameterwerthen. Diese Relation umfasst 
die Theorie der ein- und mehrdeutigen algebraischen Transformationen 
der Curve in sich selbst und erliutert damit auch die functionen- 
theoretischen Betrachtungen iiber die Transformation eines elliptischen 
Integrales; zugleich lést sie ein Integrationsproblem, welches mit der 
Theorie der terniiren cubischen Form aufs Engste verbunden ist. — 
Auf die allgemeine algebraische Formulirung der gewonnenen Resul- 
tate bin ich dabei noch nicht eingegangen, doch gedenke ich das 
Wesentlichste hieriiber demnichst zu verdéffentlichen*). 

Herrn Klein, mit dem ich wihrend der Ausfiihrung dieser Un- 
tersuchungen in stiitem Verkehre stand, bin ich fiir Anregung und 
Férderung in hohem Masse zu Dank verpflichtet. 


Absehnitt IL. 


§ 1. 
Die Darstellung der zweitheiligen Curven dritten Grades durch die 
Werthe eines Parameters. 


Das Biischel von Curven n— 2‘ Ordnung, welches von Clebsch**) 
zur Kinfiihrung der elliptischen Functionen bei Curven n'* Ordnung 
mit anos Doppel- oder Riickkehrpunkten verwandt ist, wird bei 
den allgemeinen Curven 3'* Ordnung durch die aus einem beliebigen 
Pankte derselben gezogenen Strahlen gebildet. Am zweckmissigsten 
wird dieses Strahlbiischel so gewahlt, dass sein Mittelpunkt in einen 
der reellen Wendepunkte fiallt, indem iiberhaupt das Coordinaten- 
system, zusammengesetzt aus der Tangente in diesem Wendepunkte 
(a, = 0), der zugehérigen harmonischen Polare (x, == 0) und einer 
vom Wendepunkte ausgehenden Tangente (7, =) zu Grunde gelegt 
wird. Die Gleichung der Curve erlangt zuniichst dadurch die Form: 


*) Vgl. hiezu eine vorliiufige Mittheilung in den Sitzungsberichten der physik. 
med. Societiit zu Erlangen vom 8. Febr. 1875; iiber die geometrischen Resultate 
eine kurze Notiz ebendaselbst vom 13. Juli 1874. 

**) Clebsch, a. a. O, Bd. 64. 
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Curven dritten Grades und elliptische Functionen. 


(1) Hy Xs? — Hy (Ay, £,? + 2ay%,%, + Ay, X,*) = 0, 

worin der quadratische Ausdruck das Product der beiden noch tibrigen 
Tangenten vom Wendepunkte (7, = 0, x, = 0) aus vorstellt. Zerlegt 
man ihn in seine linearen Factoren, so ist, wie als bekannt voraus- 
gesetzt werden darf, die gegebene Curve zweitheilig, wenn diese Fac- 
toren reell, eintheilig, »enn sie conjugirt imaginér sind. Wir fassen 
zunichst den ersten Fall ins Auge. Bezeichnet dann k? das Doppel- 
verhiiltniss der 4 Tangenten, die Wendetangente in das Quadrupel mit 
eingerechnet, so liisst sich bei geeigneter Wahl der Einheitslinie der 
obigen Gleichung die kanonische Form geben*): 


(2) &%,X;? — Ly (%,—2,) (€,—K?x,) = 0, 
fiir welche immer 0 < k? < 1 angenommen werden kann. Fiihrt man 
nun einen Parameter u so ein, dass: 
oz, =p, 
(3) O%, =U, 
ox, = V(1—w*) (L—F*p?) 





“ 
oe Sale 
Vii—wu?) (1— Fp?) 





wird, so sind, wenn u = { gesetzt wird, die Coor- 
dinaten jedes Punktes der Curve durch elliptische Functionen des Ar- 
gumentes u dargestellt, derart, dass: 


ox, = S(u)’, 
(4) ox, = S(u), 
ox, = C(u) - D(u) **). 


Wird die reelle Periode des Integrales mit 2@, die imaginire mit 
2'i bezeichnet***), so erhilt man, indem w das gesammte complexe 
Werthgebiet durchliiuft, siimmtliche Curvenpunkte, so zwar, dass be- 
reits w+ @ und w+ @'i denselben Punkt wie w liefern. Die Curve 
3's Grades besitzt also nach dieser Bezeichnungsweise die Perioden @ 
und wt. Wollte man die Perioden der Curve mit den Perioden des 
Integrales auch dem absoluten Werthe nach in Uebereinstimmung 
*) Clebsch und Gordan: Theorie der Abel’schen Functionen, 1866, p. 72. 
Salmon: Analytische Geometrie der hiéheren ebenen Curven, deutsch bearbeitet 
von Fiedler, 1873, p. 200. 

**) Ich bediene mich durchgehends der minder gebriiuchlichen, aber kiirzeren 
Schreibweise: sin am (u) = S(u), cos am (wv) = C(u), Aam (uw) = D(u). 

***) Unter der Bezeichnung ,,Perioden des Normalintegrales‘* ist hier das 
sogenannte ',,elliptische lementarperioden-Paar‘* verstanden. Vgl. Briot und 
Bouquet: Theorie der doppelt periodischen Functionen, bearbeitet von Fischer, 
1862, p. 125. 
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bringen, so ist fiir « in den Gleichungen (4) > zu setzen; doch ist 
damit im Wesen der Sache nichts geiindert, da eine bestimmte Be- 
zeichnungsweise jeder Periode immer rur in Hinsicht auf das Verhiilt- 


niss beider von Belang ist. 

Reelle Punkte der Curve werden dargestellt, indem erstlich u die 
reellen Werthe von 0 bis @ durchliuft, dann aber auch, da nach be- 
kannten Formeln der elliptischen Functionen die Relationen bestehen: 


&F : ot 1 at at Clu)+ Diu 
(6) S(u+S)=ggayr CCut+%')- Dut S)=- i 


oi : ; 
durch die complexen Werthe von der Form uw -+-,-, wobei u wie- 


derum alle Werthe von 0 bis @ erhalt. Die durch diese Gréssen ge- 
lieferten reellen Punkte der Curve sind, da S(w) und C(u) - D(w) einen 
bestimmten Werth innerhalb des von @ und ‘i gebildeten Perioden- 
parallelogrammes nur einmal annehmen, von den durch reelle « gelie- 
ferten verschieden, wiihrend andererseits keine weiteren Parameter- 
werthe existiren, fiir welche die Verhiltnisse der drei Coordinaten reell 
werden. Auf diesem Verhalten der elementaren elliptischen Functio- 
nen beruht die Eigenschaft, dass die Curven 3'*" Grades der gemeinten 
Art zwei reelle Curvenziige besitzen. 

Diesem Theoreme lisst sich indess einem Liouville’schen Satze 
gemiss eine erweiterte Fassung geben. Eine elliptische Curve n'e 
Grades mit reellem Modul wird, falls sie iiberhaupt ein einfach unend- 
liches reelles Gebiet enthilt, so dargestellt werden kénnen, dass die 
Coordinaten ihrer Punkte durch Polynome in S(uw) mit reellen Coeffi- 
cienten definirt sind, in denen der Factor sae) linear auftritt und 
deren Grad von dem der Curve abhiingig ist. Diese Curve ist alsdann 
durch den Parameterwerth u eindeutig auf eine Curve 3'" Grades mit 
gleichem Modul bezogen, wenn die Punkte der letzteren gleichfalls 
durch die elliptische Function gegeben sind; dann kann aber die Curve 
ne" Gradés, ohne dass die beiderseitige Beziehung aufhéren wiirde ein- 
deutig zu sein, keine weitere Kette reeller Werthe mehr als diese letz- 
tere enthalten; es geht also daraus der Satz hervor: 

Eine elliptische Curve mit reellen Coefficienten und reellem Modul 
besitzt zwei und nur zwei reelle Ziige. Werden die Perioden der Curve 
@ und wi genannt, so haben die Punkte des einer Zuges die Para- 
meterwerthe von 0 bis @, die des anderen die néimlichen Werthe ver- 
mehri um > . 


Durch diesen Satz ist jedoch die Méglichkeit nicht ausgeschlossen, 
dass die elliptische Curve ausser den beiden Ziigen auch noch eine 
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bestimmte Zahl isolirter reeller Punkte enthalt*). Solchen Punkten 
entsprechen alsdann zwei conjugirt imaginire Punkte der Curve 3'" Gra- 
des, die im Uebrigen eindeutig auf die gegebene Curve bezogen ist. 

Aus den Untersuchungen von Mébius**) ergiebt sich dann weiter 
in Folge dieses Satzes: Die zweitheiligen elliptischen Curven von un- 
gerader Ordnungszahl bestehen aus einem paaren und einem unpaaren, 
die Curven von gerader Ordnungszahl aus zwei paaren oder zwei un- 
paaren Ziigen. — 

Die Vertheilung des Parameters auf den beider Ziigen der Curve 
3% Ordn. ist durch das Abel’sche Theorem im Zusammenhange mit dem 
zu Grunde gelegten Coordinatensysteme bestimmt. Sind die Parameter- 
werthe von 3 auf einer beliebigen Geraden liegenden Curvenpunkten 
durch w,, ,, u, gegeben, so herrscht bekauntlich die Relation: 
(6) u, + uw + u, = C|mod@ und o't|. 
Bei Zugrundelegung der obigen kanonischen Form (Gleichung (2)) wird 
die Constante C= 0, weil der dem UCoordinatensysteme angehdrige 
Wendepunkt den Werth «0 besitzt. Die Punkte des unpaaren Zuges 
erhalten also in diesem Falle reelle, die des paaren complexe Argu- 
mentenwerthe. Insbesondere ist auch noch zu erwiihnen, dass, da 
0 < k*? <1 gewihlt ist, 2, — x,—0 diejenige Tangente bezeichnet, 
welche vom Wendepunkte aus an den unpaaren Zug gezogen werden 
kann, wihrend dem Beriihrungspunkte der Tangente x, = 0 das Argu- 

v 


@ os 
ment u == ——, dem Beriihrungspunkte von x, — k*?x, = 0 der Werth 


u zugetheilt werden muss. 


Ke o+ai 
oo 2 


Um ein geometrisches Bild von der Vertheilung der Perioden zu 
gewinnen, gehe man, nachdem man einem der beiden noch iibrigen 


reellen Wendepunkte den Werth >) dem anderen “2 gegeben hat, 


vermittelst fortgesetzten Tangentenziehens auf der Curve weiter. Von 
dem Wendepunkt © beginnend erreicht man so die Punkte: 


o o't o+a% 
3? 7° ‘ or 


Dabei ist es zufolge der eben gemachten Bemerkung nicht mehr will- 


kiihrlich, welchem Punkte der Werth te und welchem ° + nc ertheilt 


wird. Indem nimlich die Beziehung besteht, dass die von einem 
*) So liefert z. B. die quadratische Transformation, angewandt auf eine 
zweitheilige Curve 3. Ordnung, eine zweitheilige Curve 4. Ordnung mit 2 isolirten 
reellen Punkten, wenn das Fundamentaldreieck der Transformation so gelegt ist, 
dass 2 seiner Ecken auf der gegebenen C, liegen, und 2 Seiten dieselbe in con- 
jugirt imaginiiren Punktepaaren schneiden. 

**) Abhandlungen der k. siichsischen Gesellsch, der Wissensch., Bd. 1, 
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Punkte der Curve an den paaren Zug ausgehenden Tangenten beide 
innerhalb des niimlichen von den Tangenten an den unpaaren Zug 
gebildeten Winkelraumes liegen, — der Beriihrungspunkt der- 


jenigen Tangente den Werth | © 4+ °* vzuertheilt, welche bei der 
Drehung von z,=—0 zu z,—2,=0 a. zweite Linie erreicht wird. 


@ 
Von dem Punkte = gelangt man alsdann zu den Punkten 


o 30 o oi 3a ot . 

;i- << eae: + _.: = - , => f. 
Auf diese-Weise wird das reelle Gebiet der Curve mit Parameter- 
werthen iiberdeckt, und es ist ersichtlich, dass die Aufeinanderfolge 
Fig. la. Fig. 1b 


hn a 


der Punkte von 0 bis @ auf dem unpaaren, und von 0 + 


a+ = auf dem paaren Zuge in entgegengesetzter Richtung sini 


wie es beistehende schematische Zeichnungen veranschaulichen sollen. 
Imaginére Punkte der Curve erhalten complexe Parameterwerthe 


o ai i tad ‘ 
von der Form “= dp und conjugirt imagindre Punkte sind nach den 


fiir S(u-+ iv), C(u+iv) - D(w+ iv) bestehenden Summenformeln 
durch die Werthe =~ + <> dargestellt. 


In analoger Weise gestaltet sich die Parametervertheilung bei den 
zweitheiligen Curven dritter Classe. Von den beiden Ziigen dieser 
Curve ist der eine in dualistischem Sinne ungerade, da von jedem 
Punkte der Ebene eine oder drei reelle T'angenten an ihn ausgehen. Die 
Elemente dieses Zuges sind daher, mit Beibehaltung des dem friiheren 
entsprechenden Coordinatensystemes, die Triger der reellen Periode, 
wiihrend den Elementen des anderen zugleich die halbe imaginire 
Periode angehért. Im Folgenden sollen diese beiden Theile mit dem 
Namen ,dreispitzig und ,oval“ unterschieden werden. Beistehende 
Zeichnung Jisst die Vertheilung der Parameter iibersehen; dabei ist 
der Argumentenwerth einer reellen Tangente ihrem Beriihrungspunkte 
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zugeschrieben und es ist ersichtlich, dass die Aufeinanderfolge der 
Tangenten auf dem einen Zuge in entgegengesetztem Drehsinne wie 
auf dem anderen erfolgt. 


Fig. 2. 
at 
28 
* 
4 : \ 
4at / / \sg oe 
Oe gd Nine 
/ rf St \ 
/ x & \ 
3 
\ \ 
x 
(0) 2. 
A 5 + 4 “ig ) 
@ at + ¥ oe a? 
3° 2 Tay ay iia 
@,@t 
2°23 
g§ 2. 


Die involutorischen Systeme der drei Correspondenzarten und der Zusam- 
menhang zwischen den Cayley’schen und den Hesse’schen Curven. 


Die Einfiihrung der Parameterdarstellung gestattet eine einfache 
Uebersicht tiber die correspondirenden Punkte auf der Curve. Fiir die im 
Nachstehenden durchgefiihrten Untersuchungen kommen diese Punkte- 
paare vor allem desshalb in Betracht, weil dieselben zu den im geo- 
metrischen Sinne einfachsten Zuordnungen unter ‘den wechselseitig ein- 
deutigen Verbindungen der Curvenelemente gehéren. Des weiteren aber 
kniipfen sich an diese Correspondenz einige naheliegende, fiir die Er- 
zeugung und fiir die Transformation der Curve wesentliche Siitze, welche, 
soweit mir bekannt ist, explicite noch nicht ausgesprochen sind. In 
den folgenden Paragraphen habe ich daher diese Betrachtung den spi- 
teren, verallgemeinerten gesondert vorangestellt, und die gewonnenen 
Resultate zugleich dazu verwerthet, die Perioden und die Parameter- 
darstellung der eintheiligen elliptischen Curven zu discutiren. 

Zu einem Punkte uw gehdren drei correspondirende Punkte, das 
heisst drei Punkte, die den nimlichen Tangentialpunkt wie w besitzen. 
Das Argument des Tangentialpunktes von w werde mit v bezeichnet, 


alsdann ist: 
2u+v=0 | mod. @ und ot |, 
also 
v= —2u 


und die correspondirenden Punkte von w erhalten somit die Parameter- 
werthe 


(1) ot 2, up St, wo SESE. 


Unterscheidet man, derselben Reihenfolge entsprechend, Correspondenz 
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erster, zweiter und dritter Art, so ist nach den oben gemachten Be- 
merkungen auch aus diesen Werthen ersichtlich, dass durch die Corre- 
spondenz 1 Art reelle Punkte desselben Zuges, durch die Correspon- 
denz 2'** und 3' Art Punkte, die auf verschiedenen Curvenziigen liegen, 
combinirt werden. Diesen Correspondenzarten gemiss kann eine Curve 
3' Ordn. nach Schréter*) auf dreierlei Weisen durch zwei involu- 
torische Strahlsysteme erzeugt werden, die in halb perspectivischer 
Lage projectivisch auf einander bezogen und deren Mittelpunkte in 
in einem Paare correspondirender Punkte der Curve gelegen sind. In 
einem solchen Strahlsysteme gehéren eben diejenigen beiden Linien zu- 
sammen, von denen die eine die Curve in 2 Punkten schneidet, die den 
beiden Schnittpunkten der anderen in der nimlichen Ari beziiglich cor- 
respondiren. Die Doppelstrahlen dieser drei Involutionen liefern die drei 
Cayley’schen Curven 3'* Classe, welche der C,, aufgefasst als Hesse’- 
sche **), zugeordnet sind. Jeder dieser Doppelstrahlen schneidet dig 
Curve in zwei einander correspondirenden Punkten und es soll zunachst 
die Realitét dieser Schnittpunkte und damit die Art der Involutionen 
ermittelt werden. 

Zieht man von einem Punkte mit dem Parameter u, die Strahlen, 
deren jeder die Curve in 2 correspendirenden Punkten erster Art 
schneidet, so ist, wenn uw, das Argument des auf einem solchen Strahle 
gelegenen Schnittpunktes sein soll, erforderlich, dass 


mM+m+u+>=0, 
also 


Ay o ma+ nai 
Uy to etre 2 Bb oes 4 + » 2 .. 


(m und » beliebige ganze Zahlen). 
Aus dieser Gleichung ergeben sich 4 Punkte, die paarweise auf den 


beiden von w ausgehenden Doppelstrahlen gelegen sind, und deren 
Parameterwerthe die Form haben: 


u (a) u 3@ 
a)— tT ieee ert 


u o wi u 3@ oi 
b— 84 Se5i, —84 2848. 


(2) 


Ist wu, ein Punkt des unpaaren Zuges, so sind diese 4 Punkte reell; 


*) Math. Annalen Bd. V, p. 50. Siehe auch Durége, ebendas. p. 83. 

**) Mit dieser Bezeichnung ist die Eigenschaft gemeint, dass die correspon- 
direnden Punktepaare jeder unter den drei Arten als zusammengehirige Polaren 
in Bezug auf je eine Fundamentalcurve aufgefasst werden kénnen. 
chen Paare ist der eine Punkt der Doppelpunkt desjenigen zerfallenen Polarkegel- 
schnittes, welcher dem anderen iu Bezug auf die zugehérige Fundamentalcurve 
angehért, Salmon a. a. O. p. 186, 


In eimem sol- 
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fiir einen Punkt des paaren Zuges sind sie imagindr; es lisst sich 
mithin der Satz formuliren: 

Bei der Correspondenz erster Art ist die Involution in den Punk- 
ten des unpaaren Zuges hyperbolisch, in allen Punkten des paaren Zuges 
elliptisch. 

Fiir. die Correspondenz zweiter Art sind die Durchschnittspunkte der 
beiden Doppelelemente der Gleichung 


U, + uU, + U, + <* =0 . 
zu entnehmen, woraus sich die Argumente der gesuchten, zu je zwei 
auf einer der Geraden liegenden Punkte darstellen: 
- 3a0'k 
a eae ~pere 
Uy 7) oi 

b) i ey 2 + ie ee 

Damit ist der Satz geliefert: 
Bei der Correspondenz zweiter Art ist die Involution in Punkten 

des unpaaren wie des paaren Zuges hyperbolisch; die Doppelelemente 


_des unpaaren Zuges schneiden jedoch die Curve in conjugirt imagind- 
ren Punkten. 


(3) 


Fiir die Correspondenz dritter Art erhalt man als Argumente der 
4 gesuchten Punkte: 


“er oO ot Pay. 8 @ sot | 
7 oe ee era Fo 


u o 38 a@'t u 30 ot 
oF +2458, ~ pee. 


Fir Correspondenz dritter Art ist also die Involution in Punkten 
des unpaaren Zuges elliptisch, in Punkten des paaren Zuges hyperbolisch. 

Betreffs der eintheiligen Curven, auf deren Darstellung durch Para- 
meterwerthe im Nachfolgenden noch besonders eingepangen’ werden 
soll, lisst sich hinsichtlich der involutorischen Systeme jetzt schon Fol- 
gendes aussagen. Es findet auf denselben nur die Correspondenz 1' 
Art derart statt, dass reelle Punkte mit reellen combinirt werden, da 
zwei der vier von einem Punkte ausgehenden Tangenten imaginir sind. 
Von den Doppelelementen dieser Involutionen schneidet der eine Strahl 
die Curve in zwei reellen Punkten, mithin ist der andere Strahl eben- 
falls reell, doch fiihrt derselbe zu imaginiren, und also conjugirt ima- 
giniren Punkten. 

Aus dieser Unterscheidung der Arten von Involutionen geht ein 
Criterium fiir die Beurtheilung dariiber hervor, ob eine durch 3 Paare 
correspondirender Punkte gegebene Curve ein Oval besitzt oder nicht, 
und welchem der beiden Ziige jeder dieser Punkte, sowie jeder andere 


(4) 
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aus ihnen construirte angehdrt. Sind die projectivisch auf einander 
bezogenen involutorischen Strahlsysteme, die durch die Verbindungs- 
linien eines Punktepaares mit den beiden anderen festgelegt werden, 
beide elliptisch, so liegen ihre Mittelpunkte auf dem paaren Zuge der 
Curve, die also zweitheilig ist. Ist ferner die eine Involution elliptisch, 
die andere hyperbolisch , so wird die Curve gleichfalls zweitheilig pnd 
zwar ist der Mittelpunkt des elliptischen Systemes auf dem unpaaren,- 
der andere auf dem paaren Zuge gelegen. Nur in dem Falle, dass 
beide Involutioaen hyperbolisch sind, kann Correspondenz erster Art 
fiir eine ein- oder zweitheilige Curve, oder auch Correspondenz zweiter 
Art vorliegen. 

Die Entscheidung iiber diese diei Méglichkeiten hingt davon ab, 
ob eutweder auf den Doppelelementen der einen Involution conjugirt 
imaginire Punkte liegen- (Corresp. 2'" Art), oder aber ob je eines der 
Doppelelemente beider Involutionen ein conjugirt imaginires Paar enthiilt. 
(Corresp. 1' Art einer eintheiligen C); im Falle, dass simmtliche 
auf den 4 Doppelstrahlen gelegenen Punkte reell sind, liegt die Corre- 
spondenz 1 Art fiir eine zweitheilige Curve vor. 

Bezeichnet man die Gerade, welche nach der Schréter’schen 
Bestimmungsweise*) die eindeutige Beziehung der beiden Strahlsysteme 
aus den Mittelpunkten O und P vermittelt, mit A, den Schnittpunkt 


Fig. 3a. Fig. 3b. Fig. 3c. 
| / 
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Corresp. zweiter Art. Corresp. erster Art (mit Oval). Corresp. erster A rt (ohne Oval). 


der Doppelelemente aus O mit dieser Geraden durch o und o’,, die ent- 
sprechenden Punkte von P aus mit p und p’, ferner den Durchschnitts- 
punkt der Geraden OP mit A durch R, so findet die Correspondenz 
2'er Art statt, wenn man von R beginuend die Punkte in der Reihen- 
folge oppo’ durchlauft; der Punkt P liegt alsdann auf dem unpaaren 
Zuge. Der Reihenfolge oo'pp’ gehdrt die Correspondenz 1'* Art einer 


*) A. a. O. p. 64. 
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Curve mit Oval, der Reihe opo’p’ die namliche Correspondenz einer 
Curve ohne Oval an. 

Die reciproke Beziehung, die zwischen einer Hesse’schen Curve 
und den Cayley’schen besteht, ist, wie bekannt, dadurch vermittelt, 
dass die Doppelelemente der in den Punkten der Hesse’schen Curve 
construirten involutorischen Strahlsysteme correspondirende Tangenten 
der Cayley’schen Curve, und umgekehrt die Doppelelemente der auf 
einer Cayley’schen Tangente gelegenen involutorischen Punktreihen 
correspondirende Punkte der Hesse’schen Curve sind. 

Betrachtet man also auf den Tangenten der Cayley’schen Curve 
zunichst die Correspondenz 1'* Art, so erhilt man auf éiner Tangente 
des dreispitzigen Zuges zwei reelle, auf einer Tangente des ovalen 
Zuges zwei imaginire Punkte der Hesse’schen Curve. Von den bei- 
den reellen Punkten liegt der eine, da zufolge der obigen Parameter- 
bestimmung zwei reelle Tangenten an den dreispitzigen Zug von ihm 
ausgehen, innerhalb dieses Zuges, der andere aus dem analogen Grunde 
ausserhalb des Ovales. Auf jeder der Tangenten, welche von diesem 
-letzteren Punkte ausgehen, sind jedoch, da sie Tangenten an das Oval 
sind, zwei weitere imaginiire Punkte der Hesse’schen Curve gelegen; 
mithin sind die erhaltenen Punktepaare correspondirende Punkte der 
2'en Art auf der C,. In gleicher Weise sind die Untersuchungen fiir 
die Correspondenz 2'* und 3'" Art bei einer zweitheiligen Classencurve 
durchzufiihren; dieselben bieten keine Schwierigkeit und leiten zu fol- 
genden Resuliaten : 

1. Correspondenz erster Art auf einer Curve 3'** Classe fiihrt zu einer 
zweitheiligen Hesse’schen Curve, deren paarer Zug innerhalb des 
dreispitzigen Zuges gelegen ist; der Riickgang erfolgt vermittelst 
Correspondenz zweiter Art. Die Doppelelemente des paaren Zuges 
umhiillen den dreispitzigen, die des unpaaren den oyalen Theil. 
Die drei reellen Beriihrungspunkte beider Curven gehéren dem 
dreispitzigen und dem paaren Zuge an. Ist also der dreispitzige 
Zug der Cayley’schen Curve im Endlichen geschlossen, so gilt 
das Gleiche fiir den paaren Zug dieser einen zugehérigen Hesse’- 
schen Curve. 

. Correspondenz zweiter Art fihrt zu einer zweitheiligen Hesse’- 
schen Curve, deren paarer Zug zwischen dem dreispitzigen und 
dem ovalen Theile gelegen ist; der Riickgang erfolgt vermittelst 
Correspondenz erster Art. Diejenigen Doppelelemente, welche, 
von Punkten des unpaaren Zuges ausgehend, nach correspondi- 
renden Punkten auf dem paaren Zuge gezogen werden, umhiillen 
den dreispitzigen, die anderen den ovalen Theil. Die drei reellen 
Beriihrungspunkte der beiden Curven gehéren dem ovalen und 
dem unpaaren Zuge an; ist also das Oval der Cayley’schen 


s 
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Curve im Endlichen geschlossen, so besitzt der unpaare Zug dieser 
Hesse’schen Curve drei reelle Asymptoten. 


. Correspondenz dritter Art fiihrt zu einer eintheiligen Hesse’ schen 
Curve; der Riickgang von dieser erfolgt durch Correspondenz erster 
Art. Diejenigen Doppelelemente, welche conjugirt imaginire 
Punkte enthalten, umhiillen den dreispitzigen, die anderen den 
ovalen Theil. Betreffs der Beriihrungspunkte und der Realitit 
der Asymptoten gilt dasselbe wie im Satz 2. 


Fiir eine Cayley’sche Curve ohne Oval erhilt man schliesslich 
durch reciproke Uebertragung des letzten Satzes: 


4. Bei einer Cayley’schen Curve ohne Oval fiihrt die Correspondenz 
erster Art zu einer zweitheiligen Hesse’schen Curve; der Riick- 
gang von dieser erfolgt durch Correspondenz dritter Art. Betrefts 
der Beriihrungspunkte gilt dasselbe wie sub 1*). 


Auf diese Weise ist eine bemerkenswerthe Umkehrbarkeit der Bé- 
ziehungen zwischen den Correspondenzen 1'** und 2'' Art und ebenso 1! 
und 3'*" Art ausgesprochen, wihrend fiir die 2'° und 3'* Art ein analoges 
Verhalten nicht stattfindet. Zugleich schliesst sich an diese Betrach- 
tungen eine einfache Uebersicht iiber die Lage der Polygone, welche 


einer Hesse’schen Curve eingeschrieben und einer der drei Cayley’- 
schen umgeschrieben sind**), Zu einer gegebenen zweitheiligen C, giebt 
es 3 reelle Arten solcher Polygone. Bei der einen Art liegen die Ecken 
auf dem unpaaren Zuge und umbhiillen das Oval der einen Cayley’schen 
Curve. Die Polygone der 2'" und 3'" Art sind dem paaren Zuge der 
C; eingeschrieben, wiihrend die Seiten jedesmal den dreispitzigen Zug 
der zweiten oder dritten Cayley’schen Curve tangiren. 


*) Die hinsichtlich der Realitit der Asymptoten beider Curven iiberhaupt 
méglichen Fille werden vermittelst der Schnitte einer beliebigen Geraden aus 
den hier mitgetheilten vier Lagenbeziehungen vollstiindig tibersehen. 


**) Man erhilt, wenn » die Eckenzahl des Polygones bedeutet, als Anzahl der 

Lésungen immer eine endliche Zahl, und zwar ist die Anzahl der reellen Polygone 
v v 

jeder Art: eee cs — wobei bereits die drei reellen Wendepunkte, die als 
uneigentliche Lésung iiberall auftreten, in Abzug gebracht sind. Ist » keine Prim- 
zahl, so ist von dieser Zahl noch die Anzahl aller der reelien Polygone, deren 
Eckenzahl v’ ein Theiler von » ist, dividirt durch w zu subtrahiren, wenn pv =v. 
Fiir die rationalen C, ist dieses Problem in allgemeiner algebraischer Behandlung 
durchgefiihrt von Rosenow: ,,Die Curven dritter Urdnung mit einem Doppel- 
punkt“. 1873. 
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g 3. 


Die geometrisch einfachste quadratische Transformation des eiliptischen 
Integrales und die Modulargleichungen der Hesse’schen und 
Cayley’schen Curve. 


Die abgeleiteten Siitze iiber die Arten des Ueberganges von der 
Cayley’schen zur Hesse’schen Curve und umgekehrt ergeben sich in 
gleicher Weise, wenn beide Curven durch Parameter dargestellt und 
diese in Beziehung zu einander gesetzt werden. 

Auf einem Doppelstrahle der Hesse’schen Curve, welcher durch 
die Correspondenz erster Art geliefert wird, liegen, wie oben gezeigt 
wurde, zwei Punkte mit den Argamenten: 


o> ta —> + %. 
Giebt man dieser Linie, als der Tangente einer Curve 3. Classe den 
Parameterwerth -— * ao 7 , betrachtet also ; bereits als eine Periode 
dieser Classencurve, so nehmen diese Doppelstrahlen, indem w alle 
Werthe von 0 bis @, oder was dasselbe ist von — ; bis + . durch- 
lauft, in der That nur die Werthe von 0 bis - an. Die correspon- 


dirende Tangente aus dem niimlichen Punkte w erhilt den Werth: 


u o ai Uy 3a at 
al He i he Mit Wace am We ait a ot 


; ; , wi ; 
unterscheidet sich demnach von der vorigen um —— und es wird daraus 


ersichtlich, dass die Werthe 3 und @'t als Perioden der Cayley’schen 
Curve gewihlt werden diirfen. Auf gleiche Weise erkennt man, dass 


: ‘ . oi . 
die Perioden der zweiten Cayley’ schen Curve durch o und —, die der 


2 
dritten durch @ und © a * dargestellt werden kénnen. Dabei ist in 
diesem letzten Falle @ als diejenige Periode zu betrachten, welche auf 
dem allein reell vorhandenen dreispitzigen Zuge zur Vertheilung ge- 
langt. Aus diesen Relationen ist aber evident, dass durch den Ueber- 
gang von der Hesse’schen zur Cayley’schen Curve die 3 Classen der 
,quadratischen Transformation des lings der Hesse’schen Curve hin 
erstreckten elliptischen Integrales gewonnen sind; denn nach der von 
Kénigsberger*) gebrauchten Bezeichnung sind die Reprisentanten 


*) Kénigsberger: Die Transformation, die Multiplication und die Modular- 
gleichungen der elliptischen Functionen, 1868, p. 59. Fiir die durch Correspondenz 
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der drei nicht aquivalenten Classen einer solchen Transformation durch 
die Schemata: 
1 0 
oe 
charakterisirt. 

Allgemein algebraisch lisst sich dieses Resultat, indem man die 
bekannten Darstellungen der Cayley schen Curve benutzt*), ‘so for- 
muliren: ; 

Ist f (a, %,2,) = a,5 =0 die Gleichung einer Curve dritter 
Ordnung, so sind die 3 Arten der quadratischen Transformation des 
liings der Curve erstreckten Integrales dadurch gegeben, dass man 
von f= 0 zu den Curven: 


» =PS, — TIS, = 0 
iibergeht, wenn in den Formen S, und S 


schen Gleichung G, = x — * 


“x . ° 
2 q eine Wureel der cubi- 


x A? — 4 A® = 0 bedeutet. 

Der dualistisch entgegenstehende Uebergang von einer Classen- 
curve zu drei Ordnungscurven ist durch die Gleichungen TT (u, u.u,)=0 
und gp = AG,—fG, unter der Bedingung 8, =Sx#°+3 Tx? a 
+ £S*%*x4?+ 4ST = 0 dargestelit. 

Die Transformation selber von der Hesse’schen zur Cayley’ schen 
Curve ist durch die Hauptcoincidenz des Connexes 0 = (abu)*a,b, 
vermittelt, wobei a und b Symbole der Grundcurve bedeuten. Denn 
durch die Hauptcoincidenz entspricht jedem Punkte von A die Ver- 
bindungslinie mit seinem correspondirenden doppelt geziihlt, jeder 
Tangente von = die beiden auf ihr liegenden correspondirenden Punkte 
von A. Die Zuordnung zwischen den Elementen beider Curven ist 
also eine ein-zweideutige. Umgekehrt liisst sich = auf die Curve 
3. Ordnung zwei-eindeutig beziehen, wenn jedem Punkt x die beiden 
Linien des ihm durch die Gleichung a,a,? = 0 zugeordneten zerfallenen 
Polarkegelschnittes, jeder Geraden uw der Mittelpunkt des im Connexe 
© ihr angehérigen Linienpaares entsprechend gesetzt wird**). 


dritter Art gelieferte Periodenbeziehung ergiebt sich zuniichst das Schema | ay . pf 


welches jedoch durch Multiplication mit F i! auf die obige Form gebracht wird. 


*) Die Bezeichnungen sind die von Clebsch und Gordan im VI. Bd. der 
Mathem. Annalen gewibhlten. 

**) Die hinsichtlich der Transformationsgleichungen einfachsten drei Typen 
hat Gundelfinger aufgestellt: ,,Quadratische Transformation des elliptischen 
Differentiales“‘, Math. Annalen, Bd. VII, p. 449. Die zusammengehérigen Elemente 
(Punkt und Linie) der einzweideutig zugeordneten Curven treten daselbst als 
Polaren in Bezug auf eine Curve dritter Classe auf, deren Bestimmung innerhalb 
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Die Modulargleichungen, welche zwischen der C, und den K, be- 
stehen, lauten zu Folge dessen in kanonischer Form: Ist c? der Modul 
der urspriinglichen, k,?, k,?, k,? die Moduln der drei durch die Trans- 
formation erhaltenen Curven, so ist 


k Ve 1 1-Vi-e , 2Vect 
sn _ : as 27 98 


= » = —- a 2 ar c 
ite’ 2 1+Vi—e’ 3 e+ci (¢ +c 1) 


Diese Formeln,- welche direct aus der quadratischen Transformation 
des elliptischen Differentiales sich ergeben, kénnen geometrisch aus 
der Schréter’schen Construction in einfacher Weise abgeleitet werden. 
Kurz gefasst stellt sich dieselbe folgendermassen dar. Bezeichnen wie 
oben O und P die Mittelpunkte der beiden projectivisch auf einander 
bezogenen involutorischen Strahlsysteme, 0, 0’ und p, p’ die Durch- 
schnittspunkte der beiden Doppelelementenpaare mit der Geraden A, 
y den Durchschnitt dieser Geraden mit der Linie OP, so werden die 
Punkte der Curve so construirt, dass ein Punkt 2 auf der Geraden A 
laufend gedacht und jedesmal in O das Strahlenpaar bestimmt wird, 
welches zu den Strahlen O(0, 0’) und O(r, x) harmonisch liegt. Dieses 
wird alsdann mit dem Strahlenpaare, harmonisch zu P(p, p’) und 
P(r, «) zam Durchschnitte gebracht. Dabei ist ersichtlich, dass die 
Linie A eben eine Tangente der Cayley’schen Curve ist, und dass 
die Punkte 0, 0’, p, p' die 4 Punkte bedeuten, in denen diese Tangente 
die K, ausser in ihrem Beriihrungspunkte noch schneidet. Um also 
die Modulargleichung zwischen den beiden Curven zu entwickeln, ist 
das Doppelverhiltniss der vier von O ausgehenden Tangenten — es 


werde mit (¢,t,t,t,) = a fa “ bezeichnet — za dem Doppelverhiltniss 
14° %3%2 


(00'pyp’) in Beziehung zu setzen. 


des Biischels x7T + 4P ebenfalls von der cubischen Gleichung G, = 0 abhingt. — 
Eine entwickelte Darstellung der oben im Texte gegebenen Transformation erhilt 
man in geeigneter Form, wenn die Coordinaten des Linienpaares a,a,? = u,v, , 
gebildet fiir einen Punkt x der Hesse’schen Curve in Bezug auf die Fundamental- 
curve f= a,3=0 bestimmt werden. Es ergiebt sich daraus das Gleichungssystem: 


ety = Ly; fy + rV fa® — fu fee — ysViis* — fu fas 
Qu, = 24; he; + ¥3V fos? — fee fs3 — Vio — fe fas (¢=1,2, 3) 
Qu; =2y; fs; + Vf? a Fates me ¥2V fas® — fos fee 


in denen die Gréssen y willkiihrliche Constanten bedeuten, wiihrend fiir simmt- 
liche Quadratwurzeln gleichzeitig entweder das positive oder das negative Vor- 
zeichen gewihlt werden kann. Auf diese Weise sind zu jedem Punkte a die 
zugehérigen Werthe wu und v bestimmt, und die Substitution dieser Gleichungen 
in die Cayley’sche Curve liefert das Quadrat der Hesse’schen. Die reciproke 
Umkehr, durch welche letztere zwei-eindeutig auf die erstere bezogen ist, gewinnt 
man dadurch, dass in diesen Gleichungen u mit « vertauscht und fiir f die con- 
jugirte Form TT eingefiihrt wird. 
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Die Tangenten von O werden dadurch erhalten, dass der Punkt x 
in die Punkte p und p’ hineinriickt. Es bestehen also die Gleichungen: 
. (rt, pt) =—=—1, (ri,p t)——1. 

(2) (ot, 0 t,)—=—1, (ot, 0 t,)—=—1., 
Wiahlit man die Punkte o und o’ zu Anfangspunkten, r zum Einheits- 


punkt eines Coordinatensystems “_ der Linie A, ertheilt ihnen also 
die Gleichungen: 


(3) 0 =(z,=0), 0 = (x,=0), r= (@,—2,=9), 
so mdgen die Punkte p und p’ die Gleichungen erhalten: 
(4) “,— px, = 0, “, —pu, =O, 


wobei jetzt p und p’ nur bestimmte Zahlen vorstellen. Ebenso seien 
die Durchschnit:spunkte der 4 Tangenten auf A gegeben durch 


(5) a, —t,2,=0, 2,—t,2,=—0, 2, — ta, =—0, 2, — t,x, =—0, 
alsdann gelten nach den Gleichungen (2) die Bedingungen: 

i, -—— 6, i—=——t, 
t=—Vp~p, t=—Vp, h=Vp, tt=—=—YP. 


Bildet man nun das Doppelverhiltniss: 


(6) 


(t, ty tty) _ (pe— 7% 


7 und setzt (opo'p’) = a a= k?, 
so ist: 


(7) (é, t, tt.) = c? = oder k= 


hs 
eo 1+ : } +e “iy 
Die Doppelverhiiltnisse der beiden anderen Cayley’schen Curven 


ergeben sich, wenn fiir ¢ die conjugirten Werthe // 1 — c? und ve= 


eingesetzt werden; iibereinstimmend mit der oben (Gleich. 1) getroffe- 
nen Anordnung sind also entsprechend der Correspondenz !. 2. und 3. 
Art die Werthe gewonnen: 


i— 1-Vi-e , —Ve—i , 
(8) ky = 535) Re ie + a= 7) (+R). 


Die Werthe fiir k,, k,, k, sind so geschrieben, dass, wenn man in , 
denselben ¢ durch das zugehérige k ersetzt, diese Aenderung den Fort- 


*) Der Beweis fiir die Constanz des Doppelverhiiltnisses der vier von einem 
Punkte der Curve ausgehenden Tangenten folgt nach dieser Construction aus dem 
Nachweise, dass dasselbe in den beiden correspondireuden Punkten O und P 
gleich ist, und dass es ferner daaselbe ist in dem Punkte s, welcher mit r corre- 
spondirt. Durch diesen Fortgang auf der Curve von einem Punkte mit dem Para- 
meterwerth «w zu dem Punkte mit dem Parameterwerth —2w ist alsdann das 
Behauptete fiir alle Punkte erwiesen. 
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schritt von der Cayley’schen zur Hesse’schen Curve durch Corre- 
spondenz derselben Art bedeutet. Die Kigenschaft der sogenannten 
»Landen’schen Transformation“ findet demnach ihren geometrischen 
Ausdruck fiir das syzygetische Biischel in dem Satze: 


Geht man von einer Curve dritter Ordnung mit Oval durch 
Correspondenz erster ode, zweiter Art zu einer Curve dritter Classe 
iiber, von dieser durch die niimliche Correspondenz weiter, so con- 
vergirt dieser Process nach einem der Wendepunktsdreiseite. 


Dieser Process liisst sich nach den im § 2 gefundenen Siitzen noch 
niher in seinem Verlaufe verfolgen. Das einem syzygetischen Biischel 
zu Grunde liegende reelle Wendepunktsdreiseit (7, 2,2, =) theilt in 
Verbindung mit derjenigen Linie, auf welcher die drei reellen Wende- 
punkte gelegen sind (%,-+ %,-+2%,=—0), die gesammte Ebene in 
drei Vierecke und vier Dreiecke ein. Der Durchschnittspunkt der 
drei reellen harmonischen Polaren, wel- 
cher als Einheitspunkt, zugeordnet der 
Linie z, + 7, -+ x, =O construirt wird, 
liegt alsdann in demjenigen Dreiecke 
(es werde mit D, bezeichnet), fiir wel- 
ches die Einheitslinie keine Seite bildet 
und das Oval aller zweitheiligen Curven 
des Biischels muss also innerhalb dieses 
Dreieckes, den Kinheitspunkt umschlies- 
send, gelegen sein. Indem man nun 
die Curven des Biischels a(a,3-+ a,°+2,°) + 6b2,2,%, =O als con- 
tinuirlich aus dem Durchschnitt der beiden genannten Tripel entstan- 
den denkt; folgt fiir die Gestalt und Lage derselben der Satz: Alle 
eweitheiligen Curven verlaufen in den vier Dreiecken, alle eintheiligen in 
den drei Vierecken. Denn es ist zuniichst evident, dass ein Curvenzug 
niemals aus einem der Dreiecke in eines der Vierecke oder umgekehrt 
gelangen kann, und es ist ferner ersichtlich, dass jeder unpaare Zug 
einer zweitheiligen Curve, bei Verzerrung des Ovales in die Seiten des 
Dreieckes D,, gleichzeitig in die noch fehlenden Strecken auf den 
Linien x,2,x, tibergehen muss, mithin wie penta 095 wurde nur in 
den drei Dreiecken gelegen sein kann. 


Denkt man sich nun auf eine zweitheilige Curve, deren paarer Zug 
als ganz im Endlichen gelegen vorausgesetzt werden mége, den durch 
Correspondenz 1'* Art vermittelten Process angewandt, so liegt der 
dreispitzige Zug der auf diese Weise gewonnenen Ky, innerhalb des 
paaren Zuges, und es convergiren, indem man durch die niamliche 
Correspondenz weiter fortschreitet, siimmtliche paare und simmtliche 
dreispitzige Ziige immer mehr gegen den Einheitspunkt. Umgekehrt 


Mathematische Annalen. IX, 2 
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liefert die Correspondenz 2' Art Curvenziige, die immer weiter um 
den Kinheitspunkt sich lagern und schliesslich mit den Seiten des 
Dreieckes D, zusammenfallen. Den oben gefundenen Satz kénnen wir 
demgemiiss noch praciser dahin formuliren: 
Geht man von einer zweitheiligen Curve durch Correspondenz 
1 Art oder durch Correspondenz 2 Art zu einer Curve 3" Classe 
tiber, von dieser immer durch die niimliche Correspondenz weiter, so 
convergirt in der Gleichung des syzygetischen Biischels 
a(x,°+2,>+2;°) + 6 bx,x,2, = 0 
im ersten Falle der Coefficient b, im zweiten Falle der Coefficient a 
gegen 0. 


§ 4. 


Die Darstellung der eintheiligen Curven dritten Grades durch die 
Werthe eines Parameters. 


Das im vorigen Paragraphen iiber den Zusammenhang der Hesse’- 
schen und Cayley’schen Curven erhaltene Resultat ist von weiterem 
Interesse fiir die Periodenvertheilung auf Curven, deren Modul complex 
mit dem absoluten Betrage gleich 1 ist. Denn die durch Correspondenz 
3’ Art aus einer zweitheiligen Curve abgeleitete ist eintheilig, und da 


die Perioden derselben von der Form @ und °+°* sind, wobei @ die 


auf den reellen Punkten vertheilten Argumente liefert, so lisst sich 
aus der eindeutigen Beziehung aller elliptischen Curven mit gleichem 
Modul der Satz folgern: 

Die elliptischen Curven mit complexen Moduln, deren absoluter 
Betrag gleich 1 ist, besitzen, falls sie iiberhaupt reell sind, nur einen 
reellen Zug. Auf demselben kinnen die Werthe einer reellen Periode 
@ vertheilt werden, wihrend alsdann die zweite Periode bei ihnen 


complex von der Form ° wt ist. 
Auch hierbei ist jedoch selbstverstiindlich die Miglichkeit einzelner 


isolirter Punkte nicht nur nicht ausgeschlossen, sondern auch leicht 
nachweisbar. 


Betrachtet man auf der K, eine reelle Tangente, die den Parameter- 
werth « hat, so ist auf demselben Curvenzuge eine “zweite Tangente 


mit dem Werthe u + > gelegen, wofiir zu Folge der zweiten Periode 


auch « + 4 gesetzt werden kann. Wird diese Tangente, der sowohl 


der Werth u + ; als u + = zukommt, den beiden Punkten auf der 


Hesse’schen Curve mit denselben Parameterwerthen zugeordnet, so 
ist dadurch die ein-zweideutige Beziehung zwischen den Punkten der 
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C, und den Tangenten der K, festgelegt. Dreien auf.einer Geraden 
liegenden reellen Punkten sind im Allgemeinen drei durch einen Punkt 
gehende reelle Tangenten angehérig und es entsprechen also auf diese 
Weise den reellen Geraden der Ebene reelle Punkte. Es miissen also 
auch denjenigen reellen Geraden, welche conjugirt imaginiére Punkte 
der C, enthalten, reelle Punkte, von denen conjugirt imaginire Tangen- 
ten an die K, ausgehen, zugeordnet sein. Durch diese Beziehung der 
doppelt periodischen Function mit complexem Modul auf eine eben 
soleche mit reellem Modul ist dann die Frage nach den Parameter- 
werthen conjugirt imaginirer Elemente gelést. Liefert der Werth von 
0 bis @ die reellen Elemente der Curve, so erhalten die imaginaren 


im Allgemeinen complexe Werthe,. zusammengesetzt aus = + < ; 
conjugirt imagindre Punkte besitzen auch conjugirt imaginaére Argumente, 
sofern dieses nicht durch Hinzufiigung der complexen Periode verdeckt 
ist. — Kine Bestiitigung des hiermit gefundenen Resultates ist durch 
die Betrachtung der correspondirenden Punkte gegeben, die auf einem 
der Doppelstrahlen der fiir eine eintheilige Curve bestehenden Corre- 
spondenz 1” Art liegen, und von denen friiher (§ 2.) nachgewiesen 
wurde, dass sie conjugirt imaginiir sein miissen. Die Parameterwerthe 
derselben sind nach der dort gegebenen Gleichung zu bilden aus: 


uy + uw +u, + 2 =0 (mod. @ und 2f=*) 


und werden demnach: 


Uy @ at u @ ot 
7 i + 2 + “4 und — 2 Fo ere 


was mit dem allgemeinen Resultate iibereinstimmt. Der obigen kano- 
nischen Form entsprechend (Gleich. 1, § 1.) setzen wir hier die Curven- 
gleichung: 

(1) @X,? — Ly (x, — 20%, x, + (a? + B*)2,”) =(Q. 

z,=0 ist die Wendetangente, 7,0 die reelle vom Wendepunkte 


ausgehende Tangente, x, = die harmonischen Polare. -Zerlegt man 
den quadratischen Ausdruck in seine beiden linearen Factoren, so folgt: 


(2) &, 5,2 — ay (ar—(a-+ Bi) a) (x,—(a— Bi) a) =0, 


oder indem fiir 2, der Werth —“‘.. substituirt wird: 


a+ pi 


(3) paar sie 2»(a,—2,) (x,—25 5 x) =0. 


Q* 
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ex, = S(u, k)® 
(4) ert, = S(u, k) 
ex, = (a+ Bi)? C(u, k) Diu, k), 


wobei iiber das Vorzeichen der Quadratwurzel eine beliebige Festsetzung 
zu treffen ist. Nennt man die beiden Perioden des Integrales mit dem 
Modul k? 2@ und @ + @’i, so bestehen also, wenn @ die lings des 
reellen Zuges vertheilte Periode darstellt, die Identititen: 


S(u+ 2) =s(u4 “ey, } 
C(u -{- S) D(w 4. +) i. C(u fe 2") D(u + =), 
Sut 4 atk | ae 





Absechnitt LI. 
Einleitung. 


Wie die Gesammtheit der reellen Curvenelemente durch diejenigen 
Parameter geliefert wird, deren imaginiirer Theil gleich 0, oder im 
Falle der zweitheiligen Curven auch gleich dem halben Werthe der 
imaginiren Periode ist, miissen sich gleichfalls die imagindren Elemente 
in Gruppen zusammenfassen lassen, so dass jedesmal der reelle oder 
der imaginiire Theil der den Punkten einer solchen Gruppe angehiri- 
gen Argumente éinen bestimmten constanten Werth erhilt. Wenn 
nun zunachst diese imaginiiren Gebiete eine unmittelbare geometrische 
Anschauung ihrer Gestalt und Lage nicht zulassen, so wird dieses 
dennoch vermittelst der Reprisentation derselben durch ihre reellen 
Trager geleistet. Durch die zweifach unendliche Anzahl dieser Traiger 


entsteht eine Flaiche, welche, wie Klein im oben genannten Aufsatze**) _ 


gezeigt hat, als das vollstindige Bild der durch die Curve definirten 
algebraischen. Function zu betrachten ist, und durch deren Einfiihrung 
der Zusammenhang klar gelegt wird, welcher zwischen der einen Ab- 
bildung dieser Function auf einer mehrblittrigen Riemann’ schen 


*) Die Vermittelung zwischen den eintheiligen und zweitheiligen Curven wird 
gewissermassen durch die Curven. mit harmonischem Doppelverhiiltniss geliefert, 
- wie denn auch die Curven mit dem Modul k* = -+- 1 als Specialfille eintheiliger 
oder zweitheiliger Curven auftreten kinnen. Diese Eigenschaft harmonischer Curven 
iibertriigt sich in gleicher Weise auf alle ellipiischen. In den vorstehenden For- 
meln ist a = 0 zu setzen, wenn die harmonische Curve eintheilig, in den friiheren 
k* = }, falls sie eweitheilig ist. 

**) Math. Auualen, Bd. VII. p. 558. 
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Fléche und der anderen durch die algebraischen Curven gebildeten Dar- 
stellung bestehen muss. 

Die im Nachstehenden gefiihrten Untersuchungen haben ihren Aus- 
gangspunki von der Betrachtung einer solchen Fliche genommen, wie 
sie durch eine Curve dritter Classe gebildet wird. Der Schwerpunkt 
aller hierher gehérigen Discussionen ruht dabei auf der Bestimmung 
der eingangs erwihnten Gruppenbildung imaginirer Elemente. Dieselbe 
liefert die sogenannten Meridian- wnd Breitencurven, die zugleich die 
einfachsten Formen der auf der Riemann’schen Fliche zu ziehenden 
Querschnitte begriinden*). Und zwar habe ich die Discussion der 
anschaulicheren Uebersicht halber zuerst auf der durch eine zweitheilige 
Curve gebildeten Ringfliche gefiihrt (§ 1. und § 2.) und nach Gewin- 
nung aller wesentlichen Sitze diese auch fiir die eintheiligen Curven 
ausgesprochen (§ 4.). Durch die Darstellung der Breitencurven wird 
man indess (§ 3.) iiber die Ringfliche hinaus zu einem Systeme von 
Curven 6'* Ordnung geleitet, welches in bemerkenswerthen covarianten 
Relationen zu der gegebenen Classencurve steht. Aus der naheren 
Bestimmung der Higenschaften dieses Systemes erwuchs die Darlegung 
der wechselseitig eindeutigen (§ 5.) und der mehrdeutigen (§ 6.) Ver- 
bindungen der Curvenelemente, unter denen die im vorigen Abschnitte 
untersuchten Correspondenzarten wesentliche specielle Fille bilden. 


Schliesslich ergab sich die Integration der Hauptcoincidenzcurven fiir 
die Connexschaar xQ? + 40° =O als einfache Folgerung aus der 
allgemeinen linearen Beziehung zwischen den Parametern der Curven- 
elemente. 


§ 1. 
Die Gleichungen der Meridian- und Breitencurven. 


Bei der zweitheiligen Curve dritter Classe, fiir welche, was ohne 
Kinschrinkung der Allgemeinheit gestattet ist, beide Ziige als durchaus 
im Endlichen gelegen vorausgesetzt werden mégen, erfiillen die reellen 
Punkte der imaginiren Tangenten den ringformigen Raum zwischen 


*) Fiir die zur Darstellung der doppelt periodischen Function gewéhnlich 
iibliche Riemann'sche Fliche sind die entsprechenden Curvensysteme behandelt 
worden von Siebeck: ,,Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades, welche 
mit den elliptischen Functionen zusammenhiingen“, Borchardt Journal, Bd. 57 u, 59. 
Durch eine Abhandlung von-Schwarz: ,,Ueber ebene algebraische Isothermen“ 
(Ebendas. Bd. 77), ist der Nachweis erbracht, dass diese Problemstellung nur noch 
bei den doppelt periodischen Functionen mit reellem Modul oder mit einem com- 
plexen, dessen absoluter Betrag gleich eins ist, auf algebraische Systeme fiihrt. 
Auf der durch eine allgemeine imaginiire Curve dritten Grades gebildeten Flaiche, 
so wie auf denjenigen, welche Curven mit héherem Geschlechte angehéren, ge- 
stalten sich demnach die analogen Gebilde transscendent, 
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den beiden Curvenziigen doppelt; denn von allen anderen Theilen der 
Ebene lassen sich drei reelle Tangenten an die Curve ziehen. Ertheilt 
man jedem reellen Punkte einer imaginiiren Tangente als bestimmen- 
des Argument den Parameterwerth der beiden von ihm ausgehenden 
conjugirt complexen Tangenten, so erhiilt er gemiiss der in Abschnitt I, 


- : rn) ‘¢ 
§ 1. gewonnenen Uebersicht zwei Argumente von der Form: — < 


Einer reellen Tangente wird tbereinstimmend mit dieser Fest- 
setzung der ihr angehdérige reelle Beriihrungspunkt zugeordnet; mithin 
gewinnen die Argumente reeller Curvenpunkte, je nachdem sie Punkte 
des dreispitzigen oder des ovalen Zuges repriisentiren, die Form 


o w ot 
weedy od. oder 4 = — + —- 


Fixirt man nun einen auf der Ringfliche gelegenen Punkt: Ist w der 
Parameterwerth der einen reellen von ihm ausgehenden Tangente, x+ yi 
und  — yi die Werthe der beiden conjugirt imaginiren Tangenten- 
linien, so besteht unter diesen Gréssen die Relation (Abschnitt I. § 1. 
Gleich, 6): 


(1) u + (@+yi) + (e@—yi) =0. 


Das heisst x muss den Werthen — oder — > + > gleichgesetzt 


werden. Die reellen Tangenten des dreispitzigen Zuges sind also 
innerhalb des ringformigen Raumes diejenigen Curven, auf denen 
Punkte liegen, deren reeller Argumententheil constant ist. Fiir diese 
Curven werde die Bezeichnung: ,,Meridiancurven“ festgehalten. Jede 
Tangente, deren Parameterwerth u ist, repriisentirt dann zwei Meridian- 


curven, entsprechend den beiden getrennten Theilen, die auf der Ring- 
fliche gelegen sind. 


Den Meridiancurven stehen diejenigen Curven gegeniiber, deren 
Punkte sich durch den reellen Theil ihrer Argumente unterscheiden, 
wahrend der imaginiire constant bleibt. Dieselben sollen mit dem 
Namen- ,,Breitencurven‘‘ bezeichnet werden. Solche Curven sind die 
beiden reellen Ziige der Curve 3'** Classe selber, da den auf ihnen 


: ai 
gelegenen Punkten die Argumente u oder u-+- — zukommen, wenn 


u alle reellen Werthe von 0 bis @ durchliuft. Des Weiteren ergiebt sich 
aus den friiheren Betrachtungen eine neue Curve gleicher Eigenschaft. 
Fasst man nimlich die vorliegende Curve als Cayley’sche auf, so ist 
(Abschnitt I. § 2.) nachgewiesen worden, dass von dem Oval derjenigen 
Hesse’schen Curve, zu welcher man vermittelst der Correspondenz 
2 Art gelangt, conjugirt imaginére Tangenten ausgehen, deren 
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Parameterwerthe von der Form u + “ und wv — “ sind. Demnach 
lasst sich der Satz formuliren: " 
Das Oval der Hesse’schen Curve, welche durch Correspondenz 


ater Art aus der Cayley’schen construirt wird, ist fiir diese eime 
Breitencurve, auf der sdimmtliche Punkte den constanten imagindren 


Theil °* bdesitzen. 


Die Werthe + = und — = oder allgemein: +- = und — “ 
gehéren, wie nochmals hervorgehoben + werden soll, der namlichen 


Curve an, die nur auf der anderen Seite desselben Blattes oder auch 
auf einem zweiten Blatte beschrieben gedacht wird. 


Um jedoch die Frage nach der Gestalt der Breitencurven vollstin- 
dig zu beantworten, muss auf die Gleichungen niaher eingegungen 
werden, welche die Coordinaten der Tangenten als doppelt periodische 
Functionen eines Parameters darstellen. Mit Beibehaltung des dem 
friiheren entsprechenden Liniencoordinatensystemes lauten dieselben : 


ou, = S(u + iv) 
(2) ou, = S(u + iv) 
ou, = C(u+iv)- D(w+ iv). 


Aus diesen Gleichungen hat man den Schnittpunkt zweier Tangenten 
mit den Argumenten u + iv, und w — iv-zu bestimmen und diejenigen 
Punkte zusammenzufassen, denen bei reellem variabelem Werthe von 
u derselbe zwischen 0 und ‘i gelegene Werth von vi angehort. Zer- 
legt man die auf der rechten Seite stehenden Ausdriicke nach den 
fiir dieselben geltenden bekannten Summenformeln in ihre reellen und 
imaginiren Theile, so nehmen die Gleichungen (2) die Form an: 


ou, = U,+ 7), 
(2") gu, = U, + iV, 
ou, = U, +7073. 
Der reelle Triger dieser imaginiren Geraden, zugleich ihr Schnittpunkt 


mit der conjugirt imaginiiren Tangente, ist zu Folge dessen durch die 
Werthe bestimmt: 


ox, = U,V, — U,V, 
(3) ex, = U,V, — U,V; 

oz, = U,V, U,V, 
und die Entwickelung dieser Ausdriicke nach « und iv lést also das 
gestellte Problem, Durch Ausrechnung der Gréssen S(u-iv), S(u-+- iv)’, 
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Nenner 1 + #’a*4? fortliisst, das Gleichungssystem: 


a bei (bc? l?@—3 ay? v*) wn oe aw (3b% ct d?— a???) 
1 (1-+- ka? at)? ’ 1 (i Bateye ? 
(4) U, = bed, auyv, 
ae beur(1 — k*a*i?) V. —ai(ctv? +k? b? un?) ; 
Aiea i+Raz ? _—— 1+ ka? 2? 


Aus diesen Gleichungen folgt zuniichst: 





N 





: —2abclurv(atu?r? + b2c? 22) 
(5) yes “G+ Batit : ? 
und zufolge der Identitit: 
. a? pn? v?-+ B22 12 “ 2 . . e+ 

(6) seers = S(u--iv) - S(u—iv) = fie 
ist also: 

Fes 9¢e . , ¥ ' ’ S(u)?+S(v)? 

5 4 == — 2S(v) © D(v) S( D : ——— ° 
©) 01 = — 2610) G1) DO) SW) Cl) DO) eae 
‘ aun Ist: 
(7) hi om abel? (ce? xv? +k)? 2?) abeu? vy? (1— ka? ?) 

\ ye ae keg a 


i+eatit 1+/? a?2? 


Nach den fiir abc, d4uv bestehenden Identitiiten reducirt sich dieser 


Ausdruck auf die Form: 


Ox, coe mee abe { v2? A2u?} = — abe { | < -k? as} 
(7°) oder | 
9x, = — S(v) C(v) D(v) {1—A?* S(w)'} . 


Um schliesslich den Werth fiir x, zu finden, lasst sich, da die noth- 


wendigen Reductionen bei Bildung der Form U,V, — U, V, 
ganz leicht erkannt werden, zweckmiissiger die Gleichung: 


sonst iibliche Bezeichnung einfiihren: 


S(u=1, S (tv) =t S(v) =t-a, 
C(u=p, Cliv)= C(v)= |, 
D(iu)=v, Diiv)= D(w)— ce, 


so dass also die Identititen bestehen: 


w+e=—i, e--a—1, 
v+ReU2=m1, &—Kar=—1. 


Die Gréssen G(v), © (v), Ov) sind bekanntlich reelle Grisseu, die durch die 


Gleichungen definirt werden kénnen: 
S(v, ¥) 
C(v, Kk)’ 
wenn k? + hk? = 1. . 


Do, k= pe :*) 


5(v,k)= >= Ks 
wire) Cu, F) 


. 1 
& (v, k) at Clv ge)” 


C(u + iv) - D(u + iv)*) ergiebt sich, indem man den gemeinsamen 





*) Der Kiirze halber werde ich in den nothwendigen Ausrechnungen die auch 
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(8) ‘ we — M1 + ye 

2 rs | 
wihlen, in welcher 2,2, die eben bestimmten Gréssen, wu, u, us die 
durch Gleichung (2) definirten Werthe bedeuten. Man findet auf diese 
Weise: 


(8*) 92, —=GS(v)€(v) D(v) {2.8 (u) C(u) D(u) S(u—iv) C(u+-iv) D(u+iv) 
+ S(ufiv? (1—k S(u))}. 

Der Ausdruck in der Klammer darf, wenn fiir v(—v) substituirt wird, 

seinen Werth und sein Zeichen nicht andern und muss iiberhaupt eine 

reelle Grésse sein. Durch diese Bemerkung bietet sich ein Mittel zur 


Transformation des Klammerwerthes dar, indem statt desselben ge- 
schrieben wird: 


j [2 S(u)C(u) D(u) {S(u—iv) C(u+iv) D(u+iv) +S (u+iv) C(u—iv) D(u—iv)} 
+ (1B S(u)!) {S@uFiay + Suny} | 

{122 S(uiv)? S(w—iv)?} 
+ (1k S@H)') {SF ivy + Su ivy} |. 


r 4S(u)* C(u)? Dw)? 
1— k? S(u)! 


Mit Kinfiihrung der Identitat Gleichung (6) geht diese Form, wenn 
schliesslich auch die Ausdriicke S(u + iv) und S(u— iv) aufgeldst 
werden, in den Werth iiber: 
2 A2u2o*(1 — Rat) + (22b%e* — at? o*) (1 — heat) | 
{1 + ka? az} 


Beachtet man endlich, dass der Zihler dieses Quotienten den Factor 
1 + ka? 2? enthilt, so sind, nach Weglassung aller gleicher Factcren 
und nach Multiplication aller Ausdriicke mit 1 + kh? S(u)? S(v)?, die 


Coordinaten des auf der imagindren Tangente (u + iv) gelegenen reellen 
Punktes: 


ex,=—(1—K <a a S(u)? S(o)), 
IT; e2,—= 2C(u)?D(u)2(S (wj2—S (w)?) + (1—k2S(w)*)(S(u)?-+ Slo’), 
9x,;—=— 2 S(u) C(u) D(u) (Ss on + S(v)’). 


Das hiermit gewonnene Resultat lisst sich dadurch priifen, dass in 
diesen Gleichungen wu constant, v verinderlich gesetzt wird. Alsdann 
erhailt man die Punkte einer Meridiancurve, und es miissen, da die 
Meridiancurve mit dem constanten Werthe u von der Tangente mit 
dem Parameterwerth — 2u gebildet wird, wenn die Gleichungen (I) 
in der Form geschrieben werden: 
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Ox, = 9, (u) + ¥, (u) S(v)? ’ 
(1) Ox, = H,(u) + ¥,(u) S(o)’, 

OX, = —;(u) + ¥,(u) S(v)?. 
die Identitaéten bestehen: 


(9) — 9, (u) S(2u)> — gy, (u) S(2u) + (vu) C2u) Du) =0, 
— wv, (u) S(2u)> — o,(u) S(Qu) + wy (u) C(2u) D(2u) =0, 


was durch directe Ausrechnung in der That als giiltig erwiesen wird. 
Die geometrische Bedeutung dieser Identitiiten wird im Folgenden 
noch hervortreten. In Betreff des Grades der Meridiancurven wird also 
aus der Kigenschaft, dass die Punktcoordinaten linear in G(v)? dar- 


gestellt werden, nochmals bestiitigt, dass dieselben Curven ersten 
Grades sind. 


Die Breitencurven werden geliefert, indem wu als veriinderlicher 
Parameter, v als constante Grésse betrachtet wird. Dann ergeben die 
vorstehenden Gleichungen reelle Punkte eiger Curve, erstlich so lange 
u alle Werthe von 0 bis m annimmt, ferner aber, wenn fiir w complexe 


Werthe von der Form u + = eingesetzt werden. Soll dieses letztere 


System reeller Punkte ebenfalls der Ringfliiche angehéren, so muss 
dasselbe auch durch reelle Werthe von uw dargestellt werden kénnen, 
indem den von der Constante vi abhiingenden Coefficicnten andere 
Werthe beigelegt werden; denn siimmtliche Punkte der Ringfliche sind 
durch reelle « und rein imaginiire vi-Werthe erschépft. Sind die 
reellen Punkte so geartet, dass sie nicht durch einen reellen Werth u 
mit geianderter Constante v erhalten werden kénnen, so liegen dieselben 
iiberhaupt nicht auf der Ringfliiche; ihre geometrische Bedeutung wiirde 
dem zunichst gestellten Probleme fern liegen; die Breitencurven waren 
nur Theile von algebraischen Cufven. Aus der Eigenschaft der Coor- 
dinatengleichung (I) laisst sich indess der Satz folgern: Kine Aenderung 


des u in u-+ °* hat das niimliche Resultat, wie eine Aenderung des 


iv in tv+ > . Denn setzt man fiir « den Werth wu + ; und mul- 


tiplicirt die drei Gleichungen mit k' S(u)® so erhilt man die Gréssen: 
ex, — — F(K S(w)'—1)(S@P+E@), 


ox, = 20 (u)? D(u)?(1 —k? S(w)? S (w)?) + (2S (w)'— 1) (1-4 2? SQ? S)), 
ox, = 2S (u) C(u) D(u)(1+k? S(u)? S(w)*). 


Auf die gleichen Formeln wird man gefiihrt, wenn fiir vi der Werth 


vi+ -  substituirt und jede Gleichung mit — kh? S(v)* multiplicirt 
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wird. Damit ist also bewiesen, dass, mit Ausnahme der mdglicher- 
weise vorhandenen isolirten reellen Punkte, deren Lage alsdann noch 
nicht bestimmt wiire, das gesammte reelle Gebiet einer solchen Curve 
der Ringfliche angehért, und dass diejenigen beiden Breitencurven 
Theile derselben algebraischen Curve sind, auf welchen die constanten 
imaginiiren Periodenwerthe um 4’'i differiren. — Dieses allgemein 
gilltige Resultat erleidet eine Ausnahme fiir die Curve, lings welcher 


. 3o 
v= = ist; denn in diesem Falle ist v +- = 7 =, wofiir auch — @ 


4 
gesetzt werden kann, und dieser Werth muss also dieselben Curven- 


punkte liefern. Die Curve v = £ ist aber, wie gleich anfangs ander- 


weitig bestimmt wurde, das Oval der Hesse’schen Curve, die durch 
Correspondenz 2‘ Art aus der Cayley’schen folgt, und dieses Oval 
entsteht demnach doppelt ziihlend aus den beiden Ziigen eines Breiten- 


curvenpaares. In dem folgenden allgemeinen Satze ist daher diese 
Breitencurve vorerst auszuschliessen. 


Die imaginiren Punkte simmtlicher Breitencurven, deren geome- 
trische Bedeutung zuniichst noch nicht in Betracht kommt, erhilt man, 
indem bei constantem v fiir « complexe Werthe eingesetzt werden. 
Aus den Fundamentalgleichungen (I) lassen sich endlich folgende all- 
gemeine Schliisse ziehen. Dieselben sind erstlich rational in S(w) und 


in der Grésse C(u)- D(u) = er). mithin sind simmtliche Curven 


zweitheilige elliptische Curven mit dem Modul k?; jede von ihnen. ist 
auf die Fundamentalcurve eindeutig beziehbar. Faruct ist, wenn irgend 
eine lineare Combination der Coordinaten gebildet wird: u,2, + u,2, 
+ u,%, == 0, dieser Ausdruck vom 6'* Grade in S(u); es werden 
also die bisher gewonnenen Resultate in dem Satze zusammengefasst: 


Je zwei Breitencurven, die von dem Ovale der Hesse’ schen 
Curve gleichen Abstand haben (den — gemessen — die Diffe- 


renz der imaginiren Argumente vi und 2* — vi von‘ oy, bilden eine 


algebraische Curve, deren Ordnung —6, deren Geschlecht =1 und 
deren Modul = k* ist. 
Der wesentliche Inhalt dieses Satzes wird, fiir Curven 3'* Ordnung 
ausgesprochen, auch so formulirt werden kénnen: Die ‘reellen Trdger 
der imagindren Punkte einer Curve 3 Ordnung umhiillen eindeutig em 


System von einfach wnendlich vielen zweitheiligen Curven 6 Classe, deren 
Geschlecht p = 1 ist. 


Die Perioden der lings dieser Curven erstreckten elliptischen 
Integrale sind w und Py i, und jedes Breitencurvenpaar entspricht 
eindeutig den Elementen der Fundamentalcurve, wenn einem Punkte 
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« der erstgenannten Curve das mit demselben Parameterwerth u 
behaftete Element der Classencurve zugeordnet wird; die geometrische 
Lagenbeziehung entsprechender Elemente ist dabei evident. Auf gleiche: 
Weise sind auch die Breitencurvenpaare unter einander eindeutig trans- 
formirbar. 


Das Oval der Hesse’schen Curve macht auch hierin die Aus- 


nahme, dass es zwei-eindeutig auf die Curve dritter Classe bezogen | 


ist, indem das Element u des dreispitzigen Zuges und das Element 
w+ St des ovalen Zuges demselben Punkte der Hesse’schen Curve 


zugeordnet werden miissen. Ueberhaupt tritt diese Curve in dem be- 
handelten Systeme doppelt gezihlt als Curve 6'* Ordnung auf; aus 
diesem Umstande erkliren sich alle dem allgemeinen Resultate schein- 
bar widersprechenden Eigenschaften; insbesondere wird auch das Auf- 


treten eines reellen Gebietes ausserhalb der Ringfliiche dadurch er- 
moglicht. 


§ 2. 
Geometrische Relationen auf der Ringfliche. 


Den geometrischen Eigenschaften der gewonnenen Curven ist ein 
fiir die Lagenbeziehung der Breiten- und Meridiancurven wesentlicher 
Satz voranzustellen, der bei der Abbildung der gewoéhnlich itblichen 
Riemann’schen Fliache auf die hier vorliegende Ringfliiche in Betracht 
kommt. Derselbe bildet zugleich die Verallgemeinerung einer fiir die 
Cayley’sche und Hesse’sche Curve bekannten Relation. Aus der 
Schréter’schen Construction, wie dieselbe in § 2. des vorigen Ab- 
schnittes recapitulirt wurde, folgt nimlich: Die beiden von einem 
Punkte der Hesse’schen Curve an die Cayley’sche ausgehenden cor- 
respondirenden Tangenten liegen harmonisch zu der Tangente der 
Hesse’schen Curve in diesem Punkte und der dritten Tangentenlinie, 
welche an die Cayley’sche gezogen werden kann. Dieser Satz ist 
die reciproke Umkehr einer geliufigen Behauptung. Ausgedehnt fiir 
alle Breitencurven erhilt dieses Theorem die Fassung: 

Die von einem Punkte ausgehenden imagindren Tangenten liegen 
harmonisch zu den Richtungen der Breiten- und Meridiancurven in 
diesem Punkte. 

Der Beweis hierfiir scheint insofern Schwierigkeiten zu bieten, als 
er erfordert, von der Richtung imaginirer Linien auf der Ringflache 
za sprechen, die eben dadurch entstanden ist, dass die imaginiren 
Linien durch reelle Punkte ersetzt wurden. Analog jedoch, wie fiir die 
imaginaren Punkte der Breitencurven die urspriinglich reell gedachte 
Grésse u nachher wiederum complexe Werthe erhielt, bietet sich der 
Erweis der ausgesprochenen Behauptung wie folgt. 


] 
und « 
ridia1 
gegel 
geste 


(1) 
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Nennt man die Parameterwerthe eines Punktes der Ringfliche u, 
und v,, so ist die Gleichung der von diesem Punkte ausgehenden Me- 
ridiancurve durch: « — «), = 0, der Breitencurve durch v —- », =0 
gegeben. Die Coordinaten des Punktes sind durch die Relationen dar- 
gestellt: 


(1) 


wobei unter U V die im vorigen Paragraphen definirten Gréssen zu 
verstehen sind, wenn fiir w und v die bestimmten Werthe u, und », 
substituirt werden. Es handelt sich nun darum, einzusehen, welche 
Werthe die imagindren Punkte der beiden Tangenten erhalten miissen, 
denen die Parameterwerthe u, + iv, und u, —iv, angehdren. Dabei 
wird sich die Behauptung als richtig zeigen: Die auf den genannten 
Tangenten gelegenen Punkte besitzen complexe Parameterwerthe « und 
v, so jedoch, dass die Relationen bestehen: 


(2) (wu— %) +i(v—u)=0, 

(u — Uy) —t(v— vv) =0. 
Denn sétzt man den variabeln complexen Werth: 
usutuwi, twev+v'i, 


utivoeut+o+i(u’+o")=—u + iv,, 


so dass: 


oder: 
(3) u+tv=u, w+t+oe=y, 


so gehen durch diese Substitutionen die Coordinaten @2; in complexe 
Ausdriicke iiber, die zur Unterscheidung der reellen accentuirt werden 
mogen: . 
ez, = U,V; — US V,’, 
(4) OX, U,V,’ — U,V; ’ 
ox, = U,V, — U,V, 


und es ist der Nachweis zu erbringen, dass diese Gréssen der Relation 
u, = 0 geniigen, wenn fiir u; die Gleichungen bestehen: 
ou, = S (uy + iv)? = U, + iV, , 
(5) Qu, = S(u + ivy) = U,+1V,, 
ou; = C(uy + tv) + D (uy + im) = U; + 70;. 


Es muss also die Determinante identisch verschwinden: 


U,’ U, U; | |U/+iV, U+iV,' U;+iV, 
(6)| - Vy v, Ve leds RE V;; V, |=0. 
U,+iV, U.+iV, Us+iV; U,+iV, U,+iV, U,+1V; 
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Bestehen aber die Bedingungen (3), so ist auch: 
U, +i, =U, +i, 
(7) U,+iV,=— U,+iV.', 
U;+iV,= U; +iV;', 
woraus sich das Behauptete ergiebt. 
Aus der Zusammenstellung der Gleichungen (2) mit denen der Me- 
ridian- und Breitencurven: 
(u — uy) + t(v — %) =0, 
(8) (u — Uy) ites i(v hae U9) =0, 
, U — Uy == (), 
v0 — % = 0 
ist der Satz vom harmonischen Doppelverhiiltniss unmittelbar ein- 
leuchtend. 


Mit Zugrundelegung der beiden von jedem Punkte der Ringfliche aus- 
gehenden conjugirt imaginiren Tangenten kann, wenn u und v als Coor- 
dinaten betrachtet werden, eine Massbestimmung auf der Ringfliche ge- 
griindet werden. Ersetzt man niimlich die zu den unendlich fernen imagi- 
niren Kreispunkten der gewohnlichen Ebene gehenden Linien durch dieses 
Tangentenpaar und definirt als Entfernung zweier Punkte die Function 





V(u—w')? + (v—v’)* ihrer Argumente, so lisst sich mit Bezug auf 
diese Massbestimmung der obige Satz alsdann so formuliren: Die Rich- 
tungen der Meridian- und Breitencurven stehen in jedem Punkte zu 
eimander senkrecht. 


Wenn die Function 


dz 


w= 4 v= - 
thi Vi-—2#-1—k2 


0 


in gewohnlicher Weise geometrisch gedeutet wird, so dass x und y als 
die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes ¢ = x + iy in der einfachen 
complexen Ebene, u und v gleichfalls als rechtwinklige Coordinaten eines 
Punktes w auf einer zweiblittrigen Fliche mit vier Verzweigungspunkten 
interpretirt werden, so besteht bekanntlich die Beziehung, dass die Cur- 
vensysteme in der Ebene 2 sich ,,isogonal“ auf den beiden Blattern der 
Fliiche w abbilden. Das Analoge bleibt auch bestehen, wenn die Grisse w 
auf der Ringfliche aufgetragen wird, so dass uw und-v die Coordinaten 
eines Punktes in Bezug auf das System der Meridian- und Breitencurven 
bedeuten; nur muss als Winkel zweier Richtungen in dieser Ebene, wie 
oben geschehen, die bekannte Function des Doppelverhiltnisses dieser bei- 
den Linien mit den beiden imaginaren Tangenten an die Curve 3'*" Classe 
definirt werden. Durchliuft der Punkt z innerhalb des von @ und ot 
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gebildeten Elementarparallelogrammes eine gerade Linie parallel der 
y-Axe, so durchliuft auch der Punkt w eine gerade Linie, nimlich 
eine Meridiancurve; dagegen wenn z auf der x-Axe oder einer ihr 
parallelen Linie gefiihrt wird, bewegt sich w auf einer Breitencurve, 
also auf einer Curve 6' Ordnung; beliebigen geradlinigen Richtungen 


von 2 entsprechen Curven auf der Ringfliche, die transscendent auf 
derselben verlaufen*). * 


§ 3. 


Untersuchung des vollstindigen Systemes der Curven sechster Ordnung, 
zugleich als Hauptcoincidenzcurven des Connexes Q. 


In den bisherigen Untersuchungen ist, bedingt durch das zunichst 
gestellte Problem, ein wesentlicher Unterschied zwischen den reellen 
und den imaginiiren Parameterwerthen (uw, iv) aufrecht erhalten wor- 
den, der fiir die geometrischen Beziehungen auf der Ringfliche von 
Bedeutung war. Fasst man jedoch die gewonnenen Fundamental- 
gleichungen allgemeiner und behandelt die Frage nach der Art des 
volistiindigen Curvensystemes, dem die diseutirten Curven 6' Ord- 
nung hinsichtlich ihrer algebraischen Gleichungsform angehéren, so 
erweitern sich diese Betrachtungen. Um dieses zu erreichen, wird 
man bei Bildung der Schnittpunkte zweier Tangenten, deren Para- 
meterwerthe u-+ iv und « —iv sind, die willkiihrliche Einschrin- 
kung des Worthes vi auf das Gebiet der rein imaginiren Grdssen 
verlassen miissen und statt dessen die allgemeine Zuordnung treffen, 
dass die Tangente U mit der Tangente U + C geschnitten wird, wo- 
bei C= C’ + C”i eine beliebige constante Grésse innerhalb des com- 
plexen Werthgebietes, die variable Grésse U die Gesammtheit aller 
Tangenten bedeutet. Auf diese Weise ist jeder Tangente eine andere 
algebraisch eindeutig zugeordnet. Die durch den Schnitt entsprechender 
Tangenten alsdann gebildete Curve kann hinsichtlich ihrer wesent- 
lichen Eigenschaften bestimmt werden, auch ohne dass man auf die in 
§ 1. sub (I) gegebenen Gleichungen, in welchen fiir vi der allgemeine 


Werth ~ zu substituiren ist, einzugehen néthig hat. — Denn es ist 


*) Vorstehende Untersuchungen lassen sich nach einer Mittheilung, die ich 
Herrn Klein verdanke, auch auf die Fliichen ausdehnen, welche durch beliebige 
algebraische Curven gebildet werden. Jedes Blatt einer solchen Fliiche wird in 
seinen einzelnen Punkten durch den reellen Triger eines conjugirt imaginiren 
Tangentenpaares erzeugt. Bei der Beziehung zwischen der x-+ iy Ebene auf 
diese Art Riemann’scher Flichen behilt der Satz von der isogonalen Abbildung 
entsprechender Curvensysteme seine Giiltigkeit, wenn die Massbestimmung zwi- 
schen zwei Richtungen in jedem dieser Blatter auf das i aon cee Tangentenpaar 
an die Fundamentalcurve gegriindet wird, 
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vor Allem ersichtlich, dass auf jeder Tangente 6 Schnittpunkte einer gg 
solchen Curve gelegen sind. Einer Tangente U entspricht niimlich ri 5 
die Tangente U + C, wihrend umgekehrt U der Tangente U — C ‘ 
zugeordnet werden muss. Sodann schneiden sich auf U noch 4 Paare aoe 
entsprechender ‘T'angenten, deren Argument wu’ + u”i, wenn U von ain 
der Form U’ + iU” ist, dureh die Gleichungen bestimmt werden : 

re tiber 
(i) U+2wW+C’=0\moda@|, U"+2u"+ C” =0 |mod a’ |. ail 

5 

Das heisst also: Liegt der Schnittpunkt der Tangente u = u' + iu” nete 
mit der ihr zugeordneten auf U, so schneiden sich auch die 3 corre- unte 
spondirenden Tangenten von u mit den ihnen entsprechenden auf der deh 
niimlichen Tangentenlinie. 

Ist C eine reelle Grisse, so fallen auf jede Tangente des dréi- : 
spitzigen Zuges 6 reelle Schnittpunkte, von denen 4 innerhalb dieses di 
Zuges, 2 ausserhalb des Ovales sich befinden; dagegen gehéren zu d 
einer Tangente des ovalen Zuges nur 2 reelle Punkte. Die Curven d 
verlaufen also mit zwei paaren Ziigen innerhalb des dreispitzigen und d 
ausserhalb des ovalen Zuges. 

Ist C rein imagindr, wie in den vorhergegangenen Untersuchungen Cur 
angenommen ward, so schneidet im Allgemeinen die C, jede Tangente itn 
des dreispitzigen Zuges in 4 reellen, jede Tangente des Ovales in 6 § ob 
imaginaren Punkten. Dagegen liegen diejenigen Curven, bei welchen g 
C eine complexe Grisse von der Form =~ + °." bedeutet, vollig ausser- die 
halb des Ovales, so zwar, dass ihre beiden Ziige von jeder Tangente K, 
des dreispitzigen Zuges in je einem, von jeder Tangente des Ovales san 
in je drei Punkten geschnitten werden. Diese Gruppe von zweitheiligen geh 
Curven verliuft also mit zwei unpaaren Ziigen ausserhalb des Ovales. 

Die iibrigen complexen Werthe von C=u,-+-iv, liefern vollig imaginire Ge 
Curven, die nur, wie leicht gefunden werden kann, je 6 reelle le 
Punkte, auf der Ringfliiche gelegen, besitzen, indem man niimlich so- a 
wohl vowden drei reellen Tangenten : — ; Uy, — : Uy—+ > uy +72, ia 
als auch von den drei imaginiren — ~. — i, — “= aa > — %i, oe 
— > + ae —v,i ausgeht, und diese mit den ihnen zugeordneten Sel 
schneidet. Die sechs weiteren imaginiiren Tangenten aus diesen Punk- ~e 
ten umhiillen einen Kegelsclhinitt. ™ 
e! 

Ausgezeichnet sind in diesem gesammten Systeme diejenigen drei der 





Curven, fiir welche C die besonderen Werthe © , es — hos erhiilt, 


weil bei diesen jeder Schnittpunkt doppelt zu ziihlen ist. Die so ent- 
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standenen Curven sind nach der friiheren Bestimmung (§ 2. Abschn. I.) 
die drei der Cayley’schen zugehérigen Hesse’schen Curven und die 
dort discutirten Lagenbeziehungen finden ihre entsprechende Verallge- 
meinerung in den fiir beliebige Werthe von C hier ausgesprochenen 
Satzen. 


Fiir das vollstiindige Curvensystem, welches dreifach die Ebene 
iiberdeckt, wie daraus erschliessbar, dass die drei von jedem Punkte aus- 
gehenden Tangenten, auf Creierlei Weisen zu je zweien als zugeord- 
neten combinirt werden kénnen, lisst sich der im vorigen Paragraph 
unter Beschrinkung des Werthes vi bewiesene Satz allgemein aus- 
dehnen: 


Die durch einen Punkt der Ebene hindurchgehenden 3 Rich- 
tungen des Systemes der Curven 6° Ordnung liegen harmonisch zu je 
einer der drei von diesem Punkte an die Fundamentaleurve ausgehen- 
den Tangenten in Bezug auf die beiden anderen; das heisst: sie bil- 
den die Covariante Q zu der biniiren cubischen Form f, welche durch 
die drei Tangenten der F'undamentalcurve in einem beliebigen Punkte 
der Ebene geometrisch reprisentirt ist. 


Demnach ergiebt sich das Resultat: Das behtndelte System der 
Curven 6% Ordnung ist zugleich das System der Hauptcoincidenzcurven 
des Connexes Q = (aBx)*(yax)u,?ug einer*in der Form f = Ua* ge- 
gebenen Curve dritter Classe. 

Aus diesem Satze lisst sich die weitere Eigenschaft ableiten, dass 
die vorliegenden Curven Beriihrungscurven der zu Grunde liegenden 
K, sind, da in jedem gemeinsamen Punkte zwei Tangenten von f zu- 
sammenfallen, mithin auch die Form Q in die nimliche Richtung tiber- 
geht. 


Weil einerseits die Ordnung der Curven gleich 6, andererseits ihr 
Geschlecht, da sie eindeutig auf die Fundamentaleurve bezogen sind, 
gleich 1 ist, so folgt, dass sie Singularitiéten haben miissen, deren 
Anzahl in Bezug auf die Geschlechtserniedrigung 9 Doppelpunkten 
fiquivalent ist. Soll aber ein Punkt, in welchem sich die 3 Tangenten 
U, U+-C, —2 U—C schneiden, ein Doppelpunkt der Curve sein, 
so ist das nur auf die Weise erreichbar, dass er sowohl durch den 
Schnitt von U mit U + C, als auch durch den Schnitt von — 2 U—C 
mit U oder U+ C geliefert wird. Dabei tritt jedoch als uneigent- 
liche Lésung sofort der Fall ein, dass — 2 U — C mit einer der bei- 
den anderen Tangenten zusammenfillt; dieses Vorkommniss findet in 
der That in allen denjenigen Punkten statt, in welchen die C, die 
urspriingliche K, beriihrt; die Parameterwerthe dieser 18 Beriihrungs- 
punkte ergeben sich aus den Gleichungen: 

Mathematische Annalen. IX. 3 
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—2U—C=0, 


—2U-—C=U04-40C, 
oder 


Cc 4 mo + no'i 
3 3 


(2) (m und » = 0, 1, 2) ? 


a 2C mo + nai 
Peet ae 
das heisst, sie werden durch den Schnitt des ‘l'angentenpaares: 


(3) ’ net noi Cc ied me + na's 4 ac 
3 3 3 3 

und ebenso: 

(4) Bot ses _ 2¢ ead ma+ not i c 
3 3 3 3 

geliefert. Fiir alle Curven, bei denen C reell ist, sind also 6 dieser 

Beriihrungspunkte gleichfalls reell und zwar auf dem dreispitzigen Zuge 


vorhanden; fiir die Werthe C= ° ws liegt das System der 6 
, a 2 = y 


reellen Beriihrungspunkte auf dem Ovale, wiihrend in den tibrigen Fallen 
alle 18 Beriihrungspunkte imaginir sind. Bei den beiden Hesse’schen 


. ot (7) ai - . . - 
Curven (c= = oder . + #2) riicken je zwei Beriihrungspunkte 
zusammen, so zwar, dass drei Paare in reelle Punkte, gelegen auf den 


drei reellen Riickkehrtangenten in ihren Schnitten mit dem Oval, tiber- 
gefiihrt werden. 


Nach Ausscheidung dieser fiir das Problem der Doppelpunkte un- 
eigentlichen Liésungen lassen sich die Werthe der gesuchten Punkte 
noch auf zweierlei Weisen bestimmen, indem man niimlich entweder: 
(5) —2U—C=U--C, das heisst 3U=0, 
oder 
(6) —2U—C=U+ 20, das heisst 3 U—3C 
setzt. 


Beide Gleichungen liefern dieselben 9 Lisungen, die durch den 
Schnitt der 3 Tangenten 


meo+ no’ mo+ not ma + nw'i 
iy oy. Ee Pt ag, Bebads _¢ 


3 ? 3 
gegeben werden. Dieses Ergebniss lautet in Worte gefasst: 

Der Ort der Doppelpunkte der Hauptcoincidenzeurven des Con- 
nexes Q einer Curve 3” Classe ist durch die 9 Riickkehrtangenten 
der Fundamentalcurve bestimmt, so dass jede Curve auf je einer Riick- 
kehrtangente einen einfachen Doppelpunkt besitzt. 

Fiir reelle Werthe von C sind die auf den reellen Riickkehrtan- 
genten innerhalb des dreispitzigen Zuges vorhandenen Punkte eigent- 
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liche ere: deigielehen reprisentiren die Doppelpunkte, wenn 
C= — — + -_ ist, drei reelle Durchschnitte der beiden unpaaren Ziige, 


vila fiir ilie Curven mit rein imaginiren C-Werthen drei isolirte 
Punkte auf der Ringfliche liegen. 


Insbesondere sind zwei reelle und zwei imaginiire Curven vorhan- 
den, fiir welche je drei Doppelpunkte sich zu einem dreifachen Punkte 
vereinen; die von diesen dreifachen Punkten gebildeten Tripel sind die 
vier Dreiecke, welche durch die Durchschnitte der 9 Riickkehrtangen- 
ten erzeugt werden, und die Constante C erhilt fiir diese Curven die 
Werthe: yi 

= = ? + = ? + otes, x 34 ss otet 
Aus dieser Bestimmung der Ordnung, des Geschlechtes und der viel- 
fachen Punkte ist es dann méglich, alle iibrigen fiir die Curven cha- 
rakteristischen Zahlen abzuleiten. Die Classe derselben ist im Allge- 
meinen gleich 12 und erniedrigt sich nur bei der urspriinglich gegebe- 
nen Curve auf 3, da hier die 9 Doppelpunkte zu Riickkehrpunkten 
werden. 

Die Anzahl der Wendepunkte jeder Curve ist im Allgemeinen 
gleich 18 und kann ohne Schwierigkeit geometrisch bestimmt werden. 
Betrachtet man niimlich 2 unendlich nahe Punkte auf einer der Cur- 
ven und bestimmt in den beiden Punkten zu den 3 Tangenten an die 
Fundamentaleurve die eine Richtung der Form Q, so werden die in 
einem beliebigen Paare benachbarter Punkte mit Zugrundelegung der 
3 Tangenten erzeugten Strahlbiischel projectivisch auf einander bezogen 
sein, wahrend ‘fiir einen Wendepunkt die Beziehung eine perspectivi- 
sche sein muss, da in diesem die Richtung der Curve fiir zwei be- 
nachbarte Pankte um ein Unendlichkleines zweiter Ordnung . differirt, 
das heisst also die nimliche bleibt. Die Beriihrungspunkte der drei 
von einem Wendepunkt ausgehenden Tangenten miissen mithin auf einer 
Geraden gelegen sein. 

Nun ist aber bekanntlich fiir eine Curve 3'" Ordnung die Hesse’- 
sche Curve der Ort derjenigen Punkte, deren Polarkegelschnitte zer- - 
fallen, das heisst also auch der Ort aller der Punkte, von welchem aus 
sich sechs Tangenten ziehen lassen, deren Beriihrungspunkte zu je 
dreien auf zwei Geraden liegen. Dualistisch itibertragen lautet das 
Nimliche: Die Hesse’sche Curve einer Curve 3'" Classe ist der Ort 
aller der Linien, welche die gegebene in sechs Punkten schneiden, so 
dass die Tangenten in diesen Punkten zu je dreien durch einen Punkt 
gehen. Diese Punkte bilden die Cayley’sche Curve der Curve 3't 
Classe. Im Zusammenhange mit dem vorhergegangenen Satze folgt 
demnach : 


3* 
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Der Ort der Wendepunkte der Hauptcoincidenzcurven des Con- 
nexes @ eimer Curve 3" Classe ist durch die Cayley’sche Curve be- 
stimmt. . 

Die Fundamentalcurve selber wird von der Cayley ’schen in ihren 
neun Riickkehrpunkten geschnitten, in welche die 18 Wendepunkte 
paarweise zusammengefalien sind*). 

Kine wesentliche Eigenschaft der behandelten Curven, bereits ent- 
halten in der im § 1. sub (II) gebildeten Gleichungsform, ist bisher 
noch nicht in Discussion gezogen worden. Wie gleich bei Bildung 
der Schnittpunkte entsprechender Tangenten am Anfange dieses Para- 
graphen erértert wurde, lisst sich niimlich unter den sechs auf einer 
Tangente gelegenen Punkten ein Quadrupel ausscheiden, welches da- 
durch zu Stande kommt, dass die vier zusammengehdérigen Elemente: 
u,u+ >> ut s) u+ eters sich mit den ihnen zugeordneten 
u-+C--- auf einer Tangente — 2 u— C schneiden. Beachtet man 
nun die Gleichungen (II), welche durch die Substitution des allgemei- 


nen Werthes = fiir v7 in die Form iibergehen: 


sox 
(8) ex: = gi(u) — ¥i(u) S(S) , 

so ist ersichtlich, dass die Werthe o;(u) die Coordinaten des auf der 
Tangente mit dem Argument —2u gelegenen Punktes der Funda- 
mentalcurve bedeuten, der zugleich der Beriihrungspunkt der Tangente 
u ist, dagegen w;(w) den auf der nimlichen Tangente gelegenen Punkt 


reprisentiren, welcher als Beriihrungspunkt der Linie «+ as ange- 


hért. Beides ergiebt sich, wenn fiir 2 die Werthe 0° und = einge- 


fiihrt werden. Das Gebiet einer Tangente ist auf diese Weise mit Zu- 
grundelegung eines beliebigen Punktepaares der Fundamentalcurve (im vor- 
liegenden Falle des durch Correspondenz zweiter Art verbundenen) durch 
einen Parameter bestimmt. Beriicksichtigt man nun weiter, dass die 
vier auf der niimlichen Curve 6'* Ordnung befindlichen Punkte dadurch 


erhalten werden, dass bei variabelen Werthen von u die Grésse Ad die 
Cc Cc Cc ‘t Cc ie) ‘ 
Werthe =>? +4, =T > r ws orer erlangt, so ergiebt 
sich fiir das Doppelverhiltniss dieser Punkte der Satz: 
Unter den sechs Schnittpunkten jeder der Curven 6 Ordnung 
mit einer Tangente der Fundamentalcurve lisst sich immer ein Qua- 


drupel bestimmen, fiir welches auf allen Tangenten das gleiche Doppel- 
verhdltniss besteht. 


*) Salmon a, a. O. p. 189. 
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Diese Relation bildet eine Verallgemeinerung des Fundamental- 
satzes von der Constanz des Doppelverhiltnisses der vier einer belie- 
bigen Tangente angehérigen Schnittpunkte, indem dadurch die Be- 
hauptung ther die Durchschnittspunkte von wu, w+ > »> ut AS : 
u+ i A 


mit — 2a auch auf die Durchschnitte mit — 2u—C 


ausgedehnt wird. Der Werth des fiir die Curve mit der Constante C 
giiltigen Doppelverhiiltnisses folgt, = an dieser Stelle fiir S, C, D 


die Bezeiehnung 4, w, v und fiir 2 der Werth z eingefiihrt wird, 
unter Hinzunahme der Gleichungen: . 


(9) 4($+2)—£9, ($4 9)=pag MG4+ 9+) =—24 
in der Form: 


ke. (u(z) Pp (ey 1(2) eg 
10 Fatt’... Anes 
(10) (i u(z)* ale)? —9@*) 


Fiir z = 0 geht dieser Ausdruck in k? iiber; fiir die drei Hesse’- 


@ ot @ aw 
schen Curven, bei welchen 2 = 7, —-, SHES, erhalt er die 


Werthe 0, 1, co. In dem gesammten Systeme von Curven sind im 
Allgemeinen je sechs vorhanden, welche das gleiche Doppelverhiltniss 
besitzen. Man erhiilt diese sechs Werthe von A(z)’, indem man den 
Ausdruck (10) den sechs conjugirten Werthen eines Deppelverhilt- 
nisses gleichsetzt; die in 4* biquadratische Gleichung liefert jedesmal 
vier Wurzelwerthe von z, die um halbe Perioden sich unterscheiden 
und daher der niimlichen Curve angehéren. 

Nennt man die beiden auf der Tangente —2w befindlichen Punkte: 
pi(u) und w,;(w) beziiglich z, = 0 und #, —0, so sind die = an- 


deren Punkte der Fundamentaleurve durch 2,—2,—0, v,—+%,=0, 


die drei Paare correspondirender Punkte der drei Hesse nee Curven 
durch : 


1 
———— %, ==() 
yi—e 


gegeben, wahrend ein Sere Quadrupel durch die Werthe: 


xy— 


Ee 

7 a\2 x. aub1O 

aw, —A(#) a= a,——%;=0, «2 5 Ly=0 
: (4) 3 ‘ : kaa » (2) ? dlueodl 
vz) _ odiszaith 
— v dA oni: 
ke? w(z)" v dtA onto 
9b Mov 8vI9 
Mithin wird auf jeder Tangente der Curve 3 Classe durch—die 
genannten Quadrupel unter den Schnittpunkten der Curven .6'* Ondnung 


a, 
bestimmt> wird. 
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das Biischel x F+-2H gebildet, wenn mit F die bindre biquadratische 


Form, geometrisch reprdsentirt durch die vier Punkte der Fundamental-* 


curve, bezeichnet ist. Die drei Pare correspondirender Punkte der drei 
Hesse’schen. Curven liefern die Covariante T dieses Biischels. 

In dieser Eigenschaft ist die Méglichkeit begriindet, in einfacher 
Weise das gesammte Curvensystem wirklich zu construiren, falls die 
reellen Punkte der zu Grunde liegenden Curve 3'" Classe als vollstiindig 
gegeben vorausgesetzt werden, womit dann zugleich die 3 zugehdrigen 
. Curven 3'* Ordnung geliefert sind. Nimmt man nimlich auf einer Tan- 
gente einen beliebigen Punkt an, so kénnen die mit diesem auf derselben 
Curve gelegenen drei weiteren dadurch bestimmt werden, dass man die 
vierten harmonischen Punkte in Bezug auf die drei Paare correspondiren- 
der Punkte der Hesse’schen Curven aufsucht; auf jeder anderen Tan- 
gente werden sodann die zugehérigen Elemente construirt, indem zu 
drei beliebig auf dieser Linie gewihlten Punkten der Fundamental- 
curve derjenige vierte bestimmt wird, welcher mit diesen das gleiche 
Doppeiverhiltniss bildet, wie der willkiihrliche Ausgangspunkt mit dem 
. entsprechenden Tripel aus den Punkten der K,. 

Denkt man sich auf diese Weise insbesondere die Ringfliche mit 
einem Netze von Meridian- und Breitencurven iiberdeckt, so ist es mit 
Annaherung méglich, den Restpunkt eines Schnittpunktsystemes der 
gegebenen Curve mit einer beliebigen anderen anzugeben. Von den 3n 
Schnittelementen einer Curve n'*" Grades mit der vorliegenden ist immer 
ein Element durch die 3n—1 iibrigen bestimmt. Sind die Parameter- 
werthe dieser 3n—1 Elemente bekannt, so folgt der Werth des letzten 
aus der durch das Abel’sche Theorem gegebenen Gleichung. Es lisst 
sich demnach dasjenige Viereck, gebildet aus Meridian- und Breiten- 
curven, geometrisch bezeichnen, innerhalb welches das gesuchte Ele- 
ment, das heisst sein reeller Triiger, hineinfillt. 


g 4. 


Die eintheilige Curve dritter Classe und ihre hyperbolische Flache. 
Das System der eintheiligen Curven sechster Ordnung. 


Nachdem bisher die gestaltlichen Verhiiltnisse auf der Ringfliche 
erliutert und von dieser auf das vollstiindige System der Curven 6'° 
Ordnung ausgedehnt worden sind, gehe ich dazu iiber, die gewonnenen 
Resultate auch auf die eintheiligen Curven zu iibertragen. Die durch 
dieselbe gebildete Fliche stellt man sich in iibersichtlicher Weise als 
eine Art von einschaligem Hyperboloide vor*), dessen sogenannte Kehl- 
curve von dem im Endlichen als geschlossen vorausgesetzen Curvenzuge 


*) Klein a. a. O. p. 562. 
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gebildet wird und dessen Seitenflichen, zusammengebracht auf die 
Ebene der Kehleurve, flach ausgebreitet sind. Denn mit Ausnahme 
der innerhalb des Curvenzuges gelegenen Punkte gehen von jedem 
underen Punkte der Ebene zwei conjugirt imaginire Tangenten aus. 
Ist @ die auf dem reellen Zuge vertheilte reelle Periode des elliptischen 
Integrales, so ist, wie im Abschnitt I., § 4. gezeigt wurde, die andere 


complexe Periode durch ; + < darstellbar; da ferner ebendaselbst 


nachgewiesen wurde, dass conjugirt imaginire Tangenten Parameter- 


hI] a’t ° e ‘ 
werthe von der Form ~ + |, erhalten, so sind bei der gleichen 


Festsetzung wie friiher auch hier die reellen Tangenten die Trager des 
constanten Bruchtheiles der reellen Periode. Wird das elliptische In- 
tegral auf dem oberen Blatte der Ebene lings einer Tangente mit dem 
Parameterwerth — 2u, vom Punkte uw beginnend, gefiihrt, so gelangt 
es zu dem Unendlichkeitspunkte dieser Linie, und indem man die in 
projectivischem Sinne nothwendige Festsetzung trifft, dass wie beim 
Hyperboloide im Unendlichen das obere Blatt mit dem unteren zu- 
sammenhiingt, kehrt alsdann das Integral auf dem unteren Blatte ins 
endliche Gebiet zuriick, erreicht den zweiten reellen Schnittpunkt der 
Tangente mit dem reellen Zuge der Curve und hat alsdann den Werth 


ai ; . : 
u+—- erlangt. Von diesem Punkte aus wiederum ins obere Blatt 


tretend, legt es denselben Weg in entgegengesetzter Richtung und 
jedesmal auf dem anderen Blatte zuriick, so dass, in den Ausgangs- 
punkt zurtickgekehrt, der Werth u + ot betrigt. 


Definirt man als Breitencurve auch hier diejenigen Ziige, auf wel- 
chen siimmtliche Punkte den gleichen Bruchtheil des Werthes ot 
besitzen, so ist fiir diese zuniichst nur der dreispitzige Zug allein ge- 


geben, welcher den Werth 0 oder auch den Werth = besitzt. Wie 


. in dem Falle der zweitheiligen Curve simmtliche Breitencurven ein- 


deutig auf die gegebene bezogen waren, also zweitheilige elliptische 
Curven, gebildet aus den paarweise zusammengehérigen Argumenten 
. , iw’ . .* . ° one 
vi und v,i+—-, vorstellten, so sind hier diese Curven eintheilig, 
; ° ° at * 
gleichfalls so geartet, dass vyi und v)t +-—,- zusammengehoren, nur 


wird durch diese Werthe der nimliche Zug repriisentirt. 


Von den Formeln (4) (Abschnitt I. § 4.) ausgehend, in welchen 


dér Modul k? = ah gesetzt ward, erhialt man fiir den Schnittpunkt 
der Tangenten w+ iv und uw — iv die den friiheren vollkommen ana- 
logen Gleichungen: 
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ex, —=—(«-+pijt {1—#S("} {14 PSS}, = 
D) ex —=+ (a+ Bis {20(u)" Dew (Sia — SO) + (1K Sw") (SHP+SR HE inthe 


at 4 einthe 
ox,—=—2S(u)C(u) D(u) {Sw + S(o)"}. Funds 

in denen wiederum S(vi) = i©@(v) gesetzt ist. dend, 
Curve 
ye Curve 
lings welcher die Punkte den constanten Werth ++ haben. Diese I 


Unter den Breitencurven ist auch hier diejenige ausgezeichnet, 


Curve ist der unpaare Zug derjenigen Hesse’schen Curve, welche durch Curve 
Correspondenz 1°" Art aus der eintheiligen Curve als Cayley’scher folgt. uweitl 
Die Lage, derselben ist friiher bereits bestimmt: sie besitzt einen paaren zweit! 
Zug, der, innerhalb des reellen dreispitzigen Zuges denselben tangirend punki 
gelegen, als Breitencurve zuniichst nicht zur Bedeutung kommt. Das sind, 
Auftreten des anderen unpaaren Zuges aber gestattet eine einfache Ueber- —— 
sicht von der Anordnung der Breitencurven sich zu machen. Jede reelle Bewe 
Tangente schneidet diesen Zug in einem und nur in einem reellen Punkte, Hess 
da immer zwei Schnittpunkte auf dem Ovale dieser Curve liegen. Man — 
denke sich nun den dreispitzigen Zug im Endlichen geschlossen und schen 
betrachte eine reelle Tangente, deren Schnittpunkte mit dem unpaaren Cay! 
Theile der C, auf der rechten Seite der Randcurve gelegen sei. Zu- 
nichst lagern sich die Breitencurven gleichfalls im Endlichen geschlos- wave 
sen um den dreispitzigen Zug herum, der Gestalt derselben sich an- geleg 
nahernd und daher 6 reelle Wendepunkte besitzend. Die auf der linken ganz 
Seite gelegenen Schnitte mit der Tangente convergiren rasch zum Un- Zuge 
endlichen, die Breitencurven gehen alsbald durch das Unendliche hin- punk 
durch, um auf der rechten Seite der Hesse’schen Curve heraus*zu dame 
treten. Diese beiden, einer und derselben Curve angehérigen, nur Cay 
scheinbar getrennten Ziige riicken dann schliesslich, wenn der Zug der die « 
Hesse’schen Curve erreicht ist, in diese unpaare Linie zusammen. Fun¢ 

Die allgemeinen Sitze iiber die wesentlichen projectivischen Eigen- _ a 
schaften des Systemes der Curven 6'* Ordnung behalten, wenn man ie 
auch hier auf die algebraisch vollstiindige Gleichung eingeht, selbst- > 
redend ihre Giiltigkeit; es mag daher gestattet sein, nur noch die hin- 


. . 2 M4 ‘ it 
sichtlich der Lage abweichenden Beziehungen kurz zusammengefasst an 
auszusprechen : 


Die Hauptcoincidenzcurven des Connexes Q einer eintheiligen Curve a 
3" Classe bilden in ihrem reellen Gebiete ein System von eintheiligen Cur- 
ven 6" Ordnung. In der Gesammtheit lassen sich hier nur drei Gruppen 
von Curven unterscheiden, wiihrend bei einer zweitheiligen Fundamen- 
taleurve vier unterschiedlich auftreten. Die eine Gruppe liegt mit ihren 
reellen Theilen vollstiindig innerhalb der gegebenen Curve, dieselbe in 
je sechs reellen Punkten tangirend; jede Curve besitzt drei eigentliche 
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reelle Doppelpunkte und wird von jeder Tangente in vier reellen Punk- 
ten geschnitten. Die zweite Gruppe besteht aus lauter Curven, die 
eintheilig jedoch mit drei isolirten Punkten vollstindig ausserhalb der 
Fundamentalcurve, nur in zwei reellen Punkten die Tangenten schnei- 
dend, verlaufen; dagegen enthialt die dritte Gruppe vollig imaginire 
Curven, die je sechs reelle Punkte, ausserhalb der urspriinglichen 
Curve befindlich, besitzen. 

Der Ort der Wendepunkte wird auch hier von der Cayley’schen 
Curve der Fundamentalcurve gebildet. Wihrend jedoch bei, einer 
zweitheiligen Curve die zugehérige Cayley’sche nothwendig ebenfalls 
zweitheilig sein muss, wie schon daraus hervorgeht, dass dort Wexde- 
punkte theils auf der Ringfliiche, theils ausserhalb derselben gelegen 
sind, lasst sich hier fiir die eintheilige Curve eine entsprechende Aus- 
sage tiber die Gestalt der Cayley’schen Curve nicht machen. Der 
Beweis dieser Behauptung ergiebt sich aus der Bemerkung, dass die 
Hesse’sche Curve einer zweitheiligen Curve immer eintheilig, dagegen 
einer eintheiligen stats zweitheilig sein muss; der eintheiligen Hesse’- 
schen Curve ist aber, wie friiher bestimmt wurde, nur eine reelle 
Cayley’sche Curve, und zwar eine zweitheilige, zugeordnet*). 

Die Lage der Cayley’schen Curve zur zweitheiligen Fundamental- 
curve ist damit bestimmt, dass ihr paarer Zug, auf der Ringfliche 
gelegen, durch die drei reellen Riickkehrpunkte geht, ihr unpaarer Zug 
ganz ausserhalb der Ringfliiche verliuft. Die innerhalb des dreispitzigen 
Zuges gelegenen Curvenziige besitzen also dort keine reellen Wende- 
punkte. Fiir die Lage der Cayley’schen Curve zur eintheiligen Fun- 
damentaleurve sind drei verschiedene Kalle méglich. Erstli-h kann die 
Cayley’sche Curve zweitheilig so gelegen sein, dass das Oval durch 
die drei Riickkehrpunkte hindurchgeht, der unpaare Zug, ohne die 
Fundamentalecurve zu schneiden, ausserhalb verliuft. Dies tritt dann 
ein, wenn die Cayley’sche Curve durch Correspondenz 1'* Art aus 
der Hesse’schen folgt. Die innerhalb der Fundamentalcurve gelege- 
nen C, besitzen alsdann keine reellen Wendepunkte. Zweitens kann 
das Oval der zweitheiligen Cayley’schen Curve innerhalb des drei- 
spitzigen Zuges liegen, der unpaare Zug die Fundamentalcurve in den 
drei reellen Punkten schneiden. In diesem Falle ist die Cayley’sche 


*) Diese Relation zwischen einer Fundamentalcurve nnd ihrer Hesse’schen 
ergiebt sich aus dem Satze, der aus der Gleichung der Polconic einer Geraden 
u, 0 = (abu)? a,b, folgt, dass auf einem Doppelelement der Hesse’schen Curve 
die beiden correspondirenden Punkte iquianharmonisch zu den drei Schnittpunk- 
ten dieser Linie mit der Fundamentalcurve gelegen sind. Schneidet also die Lar- 
monische Polare eines Wendepunktes die Fundamentalcurve in drei reellen, so 
schneidet sie die Hesse'sche in zwei imaginiiren Punkten und umgekehrt. 
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durch Correspondenz 2‘ Art aus der Hesse’schen abgeleitet; das 
System der C, besitzt innerhalb der gegebenen Curve theilweis reelle 
Wendepunkte. Schliesslich ist noch die Méglichkeit vorhanden, dass 
die Cayley’sche Curve eintheilig verliiuft, wenn sie durch Correspon- 
denz dritter Art aus der Hesse’schen construirt ist; innerhalb des 
dreispitzigen Zuges sind dann auch hier keine reellen Wendepunkte 
vorhanden*). 

Die geometrische Construction des gesammten Systemes aus der 
vorliegend gedachten K, gestaltet sich hier noch einfacher denn friiher. 
Ist aus den gegebenen Tangenten die reelle Hesse’sche Curve darge- 
stellt, so hat man aus den so bestimmten vier Punkten jeder Tan- 
gente, von denen zwei der Cayley’schen, zwei der Hesse’schen Curve 
zugehéren , entsprechende Tripel zu bilden, zu welchen alsdann Punkte 
mit gleichem Doppelverhiiltniss constrairt werden. Der zweite auf der 
nimlichen Tangente befindliche Punkt wird nach dem Satze von der 
harmonischen Lage zum Hesse’schen Punktepaar aus dem erst gefun- 
denen erhalten. 


Ueber die eindeutigen algebraischen Transformationen der Curven 
dritten Grades in sich selbst. 


Denkt -man sich das gesammte -Gebiet der Curve mit Parameter- 
werthen iiberdeckt, so ist die Gruppe der cindeutigen algebraischen 
Transformationen einer Curve in sich selbst damit erschdpft, dass einem 
Elemente mit dem Argumente w das Element -+-w-+ C zugeordnet wird**), 
wenn wiederum C eine beliebige Grésse innerhalb des von und wi 
gebildeten Periodenparallelogrammes bedeutet. Dass in der That ander- 
weitige eindeutige algebraische Transformationen nicht mehr vorhanden 
sind, wird ersichtlich, wenn man versucht, das Element in ein anderes 
iiberzufiihren, dessen Argument eine belicbige rationale Function von u 
ist. Schon die Annahme einer allgemeinen linearen Beziehung ergiebt 
eine Vieldeutigkeit; denn soll die Grésse uw in nu + C transformirt 


: mo + m'a'i . , 
werden, so wird das Element « + am , wobei m und m’ be- 
liebigé ganze Zahlen kleiner als » bedeuten, in das nimliche tiberge- 


fiihrt, so dass die Transformation cin — n’deutig werden wiirde. Eine 


- th ails . aoe 
*) Ob eine eintheilige Fundamentalcurve, fiir welche immer R= 7? — % >0 


ist, eine ein- oder zweitheilige Cayley’sche Curve besitzt, hiingt, analytisch for- 
mulirt, davon ab, ob S<0 oder S>0 ist, wie aus der fiir R®4+2P) pestehenden 
Formel folgt. Math. Annalen Bd. VI, p. 502. 

**) Salmon a. a. O. p. 395 ff. 
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Curve 3" Grades lisst also zwei und nur zwei Reihen von unendlich 
vielen eindeutigen algebraischen Transformationen in sich selbst zu, ent- 
sprechend den beiden Werthen des Vorzeichens im Ausdrucke +-u + C*). 


Diese beiden: Transformationen bilden zusammengefasst eine in 
sich geschlossene Gruppe, so zwar, dass die Transformation, welche 
durch das + Zeichen charakterisirt ist, bei beliebiger Wiederholung 
immer eine Transformation derselben Art liefert, wihrend eine zwei- 
malige Ausfiihrung der durch das —Zeichen charakterisirten Art in 
die andere hintiberleitet. Bei der ersten Art erzeugen die Schnitt- 
punkte entsprechender Tangenten eine der Curven 6'*" Ordnung, deren 
vollstiindiges System im vorhergegangenen bestimmt wurde, und jede 
dieser Curven wird durch die Transformationen beider Arten in sich 
transformirt. Innerhalb der zweiten Art schneiden sich die zugeord- 
neten Tangenten stits auf der nimlichen Tangente der K,, deren Para- 
_— i — C ist, und die 4 Tangenten, denen die Werthe 


¥ i C 4 : ; 
2 R : ti x a Lig = . zukommen, sind dureh die 


alae ~u+eC sich selbst zugeordnet**). 


Um eine geometrische Uebersicht von der Bewegung zu erhalten, 
in welche die Gesammtheit der Curve durch diese eindeutigen Trans- 


formationen versetzt wird, ist das durch die Ringfliche (hyperbolische 
Flaiche) gelieferte vollstiindige ‘Bild derselben zu betrachten. Wenn 


*) Wird die Beschriinkung aufgehoben, dass die eindeutigen Transformationen 
zugleich analytische sein sollen, so lassen sich zweimal zweifach unendlich viele 
Reihen in folgender Weise angeben: Indem man den allgemeinen Parameterwerth 
u-+iv eines beliebigen Elementes in der Form aw + a'@i auffasst, wobei a und 
@ alle Werthe zwischen 0 und 1 bedeuten, wird diesem Elemente ein anderes 
bo-+ b'w i+ C wechselseitig eindeutig zugeordnet, wenn die Bedingung aufge- 
stellt wird., dass b und b’ umkehrbar eindeutige Functionen von a@ und a’ sein 
sollen; man hat demnach zu setzen: 


: b=pa +qa’, 

v=pat+ da, 
und die Relationen einzufiihren, dass die ganzen Zahlen pq, p'q’ der Bedingung 
pd —p'¢a= +1 geniigen. Innerhalb dieser Gesammtheit, bei welcher die Trans- 
formationsgleichungen im Allgemeinen nicht mehr als Functionen einer complexen 
Variabeln erscheinen, sind die beiden oben aufgestellten Reihen durch die Werthe 
p=¢ =+1 und p’=q=0 dargestellt, 

**) Die Zahl 3p —8 der Moduln, welche eine Curve vom Geschlechte p im 
Allgemeinen besitzt, wird bekanntlich fiir p=0, 1 unrichtig. Der Grund dafiir 
kann nach einer Bemerkung, die mir Herr Klein machte, -eben in den eindeutigen 
Transformationen erblickt werden, welche diese Curven in sich tiberfiihren. Die- 
selben sind bei den elliptischen, wie im Texte ausgefiihrt wird, in einfach-, bei 
den rationalen Curven in dreifach-unendlicher Zahl vorhanden und dem entspre- 
chend ist die Zahl der Moduln in den beiden Fallen bez. um 1 oder 3 zu erhéhen, 
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. a . oo : 
die Constante C von der Form —, also eine reelle Groésse ist, so wer- 


den die reellen Elemente immer wieder in reelle iibergefiihrt, und die 
Gruppen imaginirer Tangenten, welche durch die Breitencurven vor- 
gestellt sind, bleiben bei den Transformationen + «w+ C wie auch 
—u-+C erhalten. Die Bewegung auf der Ringfliche ist also durch 
ein Fliessen lings der Breitencurven veranschaulicht, bei welchem 
innerhalb der ersten Art kein Punkt, dagegen innerhalb der zweiten 


? 
so werden in der Transformation + «+ C die durch die Meridian- 
eurven gebildeten Gruppen nicht geiindert, die Bewegung erfolgt durch 
ein Fliessen der Elemente liings dieser Curven, wobei der dreispitzige 


5 , ‘ oi 
Zug in die Breitencurve - 


Art je zwei Punkte auf jeder Breitencurve fest bleiben. — Ist C=% 


‘ ; as ot. , wt 
ao) der ovale in die zugehérige ree 


iibergeht, Ist die Transformation von der Form — u + aa oder all- 


gemein + u + <4 = , 80 bewegen sich die Elemente auf Curven, 


die gewissermassen als Schraubenlinien auf der Ringfliche sich winden, 
und aus einem Fortschreiten lings der Meridian- und Breitencurven 
combinirt werden kénnen; die Bewegung vollzieht sich jedoch immer nur 
auf die Weise, dass jede durch die Breitencurven gebildete Gruppe in 
ihrer Gesammtheit in eine andere iibergefiihrt wird. Als wesentlichstes 
Resultat aus diesen Betrachtungen ergiebt sich demnach der Schluss: 
Durch jede eindeutige algebraische Transformation der Curve in 
sich selbst gehen im Allgemeinen die reellen Elemente in imagindre 
iiber, deren reelle Trdger jedesmal auf einer algebraischen Curve 
6" Ordnung liegen, wiihrend umgekehrt die eine Gruppe derjenigen 
imagindren Elemente, deren Tréger durch die Punkte dieser Curve 
gegeben sind, in das reelle Elementensystem iibergefiihrt wird. 

Unter den eindeutigen Transformationen zeichnen sich in beson- 
derer Weise diejenigen aus, welche zugleich eine lineare Transformation 
der gesammten Ebene bilden*). Die beiden von einem Punkt einer 
Riickkehrtangente ausgehenden Tangenten liegen bekanntlich harmo- 
nisch zu der Riickkehrtangente und der Verbindungslinie dieses Aus- 
gangspunktes mit dem harmonischen Polarpunkte. Vertauscht man 
also je zwei solcher Tangenten, so wird einerseits die Curve in sich 
selbst transformirt, andererseits tritt dadurch eine Collineation der ge- 
sammten Geradenebene ein. Die bei dieser Collineation festbleibenden 
Elemente, welche zugleich der Curve angehéren, werden durch die 


*) F. Klein: Ueber eine geometrische Repriisentation der Resolventen alge- 
braischer Gleichungen. Math. Annalen Bd. IV, p. 353 ff, 
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beziigliche Riickkehrtangente und durch die drei Tangenten geliefert, 
welche sich vom harmonischen Polarpunkte aus ziehen lassen, deren 
Beriihrungspunkte also auf der Riickkehrtangente gelegen sind. Com- 
binirt man je zwei dieser newn Transformationen, so ergeben sich neun 
weitere Transformationen (die identische mit eingerechnet), so dass eine 
Gruppe von achtzehn Transformationen entsteht, die in sich geschlossen 
ist. Bei den acht neuen abgeleiteten Transformationen sind die fest- 
bleibenden Elemente erstlich die Verbindungslinie der beiden combi- 
nirten harmonischen Polarpunkte, sodann dasjenige Linienpaar, welches, 
vom Durchschnitt der combinirten Riickkehrtangenten aus gezogen, in 
beiden Systemen harmonisch liegt zu der Verbindungslinie dieses Punk- 
tes mit dem Collineationscentrum und der Collineationsaxe; das heisst, 
durch je zwei dieser Collineationen bleiben die Seiten eines von drei 
harmonischen Polarpunkten gebildeten Dreiecks ungeindert. Die Seiten 
eines jeden der drei iibrigen Dreiecke gehen dabei cyklische Vertau- 
schungen ein; auf der Curve selber sind keine festbleibenden Elemente 
vorhanden. Durch diese 18 linearen Transformationen entstehen Sy- 
steme von 18 conjugirten Elementen auf der Curve, deren Parameter- 
werthe durch folgende Gréssen gegeben sind*): 


u, u+—, ae Fe 
a oe, 

Bo ++ 
—up St, =e + Ba 
-+ = 


et, 


2a 
3. 


20% @ 20% “ 
sy pee 3 ? ae eo+ 


Daraus folgt aber erstlich: Wenn ein Punkt w durch eine dieser linea- 
ren Transformationen iiberhaupt aus seiner Breitencurve heraustritt, 
so gehen die reellen Elemente in imaginiire iiber, deren reelle Trager 


earn 
u + -—, u + 


? 


2 
ot 
3 
a 


a 


auf dem Paare -++ = und + * gelegen sind; ferner: der Durch- 


schnitt entsprechender Tangenten liegt bei den linearen Transformatio- 
nen der Ebene entweder auf einer der 9 Riickkehrtangenten, oder 


auf denjenigen Curven 6'" Ordnung, fiir welche C die Werthe: +- =, 


*) Man erkennt aus diesen Gleichungen und den in § 3. sub 3, 4, 7 ge- 
gebenen, dass die Gruppen von Tangenten, deren Schnittpunkte die Beriihrungs- 
und Doppelpunkte einer C, liefern, immer Systeme von 18 einander conjugirten 
Elementen bilden. 
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am =e, + sors * erhilt.. Diese 4 Curven sind, nach 
der in § 3. gegebenen Bestimmung, dadurch ausgezeichnet, dass .bei 
ihnen je drei Doppelpunkte zu einem dreifachen Punkte sich vereinen, 
der alsdann in einer der Ecken der vier Dreiecke gelegen ist: ihre 
Beziehungen zu diesen Dreiecken kénnen noch niher bestimmt werden, 
und lassen sich ain einfachsten erschliesseu, wenn von der oben ge- 


nannten EKigenschaft der Curve C = ~ 
man bei der gegebenen Curve 3' Classe die andere bekannte Form 
zu Grande, bei welcher das reelle Dreieck gebildet aus den Schnitt- 
punkten je dreier Riickkehrtangenten, von denen eine reell, die beiden 
anderen conjugirt imaginiir sind, zum Coordinatendreieck, der Durch- 
schnitt der drei reellen Riickkehrtangenten zum Einheitspunkt ge- 
wahlt ist: 

(1) a (u,>+ u,>+ u,°) + 6 bu,ugus = 0, 

so ist eine der linearen imaginiiren Transformationen dadurch gegeben, 
dass sie die Coordinaten: wu, u, u, in u, éu, eu, tiberfiihrt, wenn 


—1+iV3 
ee 


ausgegangen wird. Lect § 


= bedeutet. Jede Tangente von der Form: u, 2, + 4,2, 


+ u,2%, = 0 transformirt sich in u,2, + eu,2, + & u,v, =O und der 
reelle Punkt dieser Linie ist aus den Gleichungen zu berechnen: 
(2) Uj) %, — Wr, =O, WU, %, — Ut, = 0, 
oder auch 

O27, = UU; , 
(3) QOL, = UyU, » 

OL, = Uy, Uy. 
Mithin ist die Gleichung der gesuchten Curve 6' Ordnung: 
(4) a(x,%x,°+2,°x,>-+x,>x,*) + 6 baPa,?a.? = ‘ 

Geometrisch werden diese Curven demnach so construirt, dass die 

Pole der gegebenen Tangehten in Bezug auf das zu Grunde gelegte 
Wendepunktsdreiseit bestimmt werden. - Die Verbindungslinien jeder 
KEcke mit den drei. gegeniiberliegenden Wendepunkten sind, wie aus 
dieser Gleichung folgt, die Tangenten der Curve in dem dreifachen 
Punkte. Von den beiden reellen Curven enthilt mithin die eine drei 
reelle dreifache Punkte so, dass in jedem derselben nur cine Tangente 
reell ist, die andere einen reellen dreifachen Punkt mit drei reellen 


Tangenten, wie schon aus der Stellung beider Curven innerhalb des 
gesammien Systemes hervorging*) 


*) Die Polarenbildung in Bezug auf ein Dreieck, in welchem zwei Seiten 
conjugirt imaginiir sind, bietet keine Schwierigkeit fiir die geometrische Aus- 
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Diese vier Curven stehen weiter in niherer Beziehung zu den 
Inflexionstripan. Bekanntlich wird das System derjenigen achtzehn 
Curvenelemente, in welche eines durch die linearen Transformationen 
iibergefiihrt werden kann, in 24 solcher Tripel eingetheilt, indem bei 
einer Curve 3" Ordnung diejenigen drei Elemente zusammengefasst 
werden, welche durch Projection eines Punktes von drei -auf einer 
Geraden liegenden Wendepunkten aus erzeugt werden. Die Pro- 
jection dieser drei Punkte von den niimlichen Wendepunkten aus lie- 
fert drei neue Punkte, welche das zum ersten connexe Tripel bilden. 
Den vier Wendepunktsdreiseiten entsprechend werden alsdann die 24 


Tripel in vier Arten getheilt*). Geht man z. B. von den drei Wende- 
punkten: 0, > =~ aus, so bilden die Projectionen eines Punktes 


© 2a 5s i ~ : 
uz —u, —wu—--=, —u— —,- solch ein Tripel, wihrend das die- 
” 


> @ Ow is 
sem connexe aus den Punkten wu, «— —, u — , Sich zusammen- 
vo . 
setzt. Demnach folgt, wenn man von einer Curve 3” Ordnung als 
Fundamentaleurve ausgeht, aus den fiir die Verbindungslinien je dreier 
soleher Punkte bewiesenen Siitzen: 


Die Seiten der Inflexionstripel der vier Arten umhiillen beziiglich 
vier Curven 6" Classe, deren Geschlecht p == 1 ist, und von denen 
jede durch Polarenbildung der Curvenpunkte mit Bezug auf eines der 
vier Wendepunktsdreiseite erzeugt wird**). 

Diese Eigenschaft der vier ausgezeichneten Curven 6‘ Ordnung 
dass eine einfach unendliche Zahl von Dreiecken der Fundamental- 
curve umgeschrieben, diesen Curven eingeschrieben werden kann, ist 


fiihrung, wenn die imaginiiren Linien als Doppelelemente einer elliptischen Invo- 
lution bestimmt sind; bei dem Wendepunktsdreiseit ist diese Involution durch die 
Verbindungslinien des reellen Eckpunktes mit den gegeniiberliegenden Wende- 
punkten und durch die zugehidrigen harmonischen Polarlinien gegeben. Ist C 
der reelle Eckpunkt, w,p,, Wop, Wp, die Paare der elliptischen Involution auf 
der reellen Gegenseite, so wird der Pol einer beliebigen Linie B’C’, welche die 
reelle Dreiecksseite in C’ schneidet, dadurch gefunden, dass zu C’ der in der 
Involution w,p,, W2p, zugehbrige Punkt C” coustruirt und die Linie CC” bis 
zum Durchschnitt Q’ mit B’C’ gezogen wird; bestimmt man sodann auf dieser 
Geraden einen Punkt @ so, dass (CQ’C”Q) = — 1, ferner P nach der Relation 
(CQPC") =—1, so ist P der gesuchte Polarpunkt. 

*) In itibersichtlicher Weise sind diese Tripelbildungen dargestellt von Gent: 
Ueber den Zusammenhang derjenigen Punkte, in welchen Kegelschnitte eine 
allgemeine Curve 3'** Ordnung osculiren. Zeitschrift von Schlémilch Bd. 17. 

*t) In den 72 gemeinsamen Tangenten dieser vier Curven mit jeder der drei 
Cayley’schen fallen die Dreiecksseiten zusammen mit denjenigen Geraden, welche 
die Seiten der Dreiecke bilden, die der Hesse’schen Curve einbeschrieben, einer 
der Cayley’schen umbeschrieben sind. Vgl. Anmerk. p. 12. 


° 
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einer Ausdehnung auf das ganze System selbstverstindlich fahig, da 

es aus der Bildung dieser Curven ohne weiteres hervorgeht. Jedoch 

mag es gestattet sein, die Art und Weise ihrer Gruppirung noch durch 

einige Bemerkungen deutlicher hervortreten zu lassen. 

mo + m' oi 
n 


Ist die Grésse C von der Form —, so dass m, m’ und » 





ganze Zahlen sind, die keinen allen dreien gemeinsamen Factor be- 
sitzen, und wird » zuniichst als wngerade vorausgesetzt, so bilden die 
zugeordneten Tangenten : 


u, utc, u+2C,---u+(m—1)C 


ein in sich geschlossenes System von Seiten. Die a(e—4) Sehnitt- 


punkte dieses volistiindigen n-Seites liegen sodann zu je m auf den-. 


jenigen "St Curven 6" Ordnung, deren Constante C’ die Werthe 
besitzen : 


BOs BOC, «+++ deere €. 


2 
Wenn dagegen nm eine gerade Zahl ist, so bilden die zusammengehori- 


gen Tangenten eine n-Seit, in welchem von den a= a) Eckpunkten 


n ° ° i. dnl n-(n—2 
q auf einer der drei Hesse’schen Curven, die iibrigen oe =?) on 


je n auf *— Curven 6'" Ordnung gelegen sind, deren Constante C’ 


die Werthe erlangen: 
+0, +20C..... 4 2=8 9. 


Auf welcher der drei Hesse’schen Curven in diesem Falle die Schnitt- 
punkte des n-Seites liegen, hingt davon ab, ob entweder m oder m’ 
gerade, oder beide gleichzeitig ungerade sind. 


Die nahere Untersuchung dieser Polygonbildung durch eindeutige 
Gruppirung der Tangenten fiihrt zu Siitzen, wie z. B. iiber die Be- 
ziehung zweier connexer Polygone, iiber die Anzahl der Systeme von 
n-Seiten, welche die fiir die Infiexionstripeln bereits aufgestellten in 
bemerkenswerther Weise verallgemeinern*). 


*) Die Anzahl dieser Systeme von n-Seiten repriisentirt die Zahl nicht 
iquivalenter Classen der Transformationen vom Grade n, denen das elliptische 
Integral unterworfen werden kann. Unter diesen Gesichtspunkt gestellt tritt 
dann auch die fundamentale Bedeutung der vier Arten von Inflexionstripeln ins 
Licht. 
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§ 6. 


Ueber mehrdeutige Correspondenz zwischeu ‘ten Curvenelementen und 
iiber die Hauptcoincidenzcurven der Connexsviaar xQ? + 10° = 0. 


An die Betrachtung der eindeutigen Transformationen schliesst 
sich die erweiterte Untersuchung iiber mehrdeutige Beziehungen der 
Curvenelemente an. Der Typus dieser verallgemeinerten Correspondenz 


ist durch die Werthsetzung V = ~ U-+ C gegeben; soll dieselbe eine 


algebraisch vermittelte sein, so miissen m und m ganze Zahlen bedeu- 
ten, die als relativ prim vorausgesetzt werden diirfen, und jede andere 
mehrdeutige algebraische Verbindung von Curvenelementen geht aus 
der Combination der durch diese Form gelieferten Relationen hervor, 
In dieser Zuordnung entsprechen jedem Elemente U n? Elemente V, 
umgekehrt gehiren zu jedem V-Werthe m? Elemente*U, die Beziehung 
ist also n?-m?-deutig. Durch den Schnitt entsprechender Tangenten 
wird abgesehen von den (n— mm)? fest bleibenden Elementen eine Curve 
erzeugt, deren Grad sich wiederum auf die Weise finden lisst, dass 
man die Anzahl der Elementenpaare bestimmt, die sich auf einer festen 
Tangente schneiden. Die Zahl dieser Schnittpunkte ist (m- m)? und 
mit den n? + m* Punkten, die durch diejenigen Tangenten entstehen, 
welche dem U zugeordnet sind und durch die anderen, denen um- 
gekehrt U angehdrt, ergiebt sich also der Grad der gesuchten Curve 
gleich 2 (m? + mn-—+ n*). Untersucht man die Gestalt und Lage dieser 
Curven, so ist in Bezug darauf wiederum ein wesentlicher Unterschied 
zwischen den zwei- und eintheiligen Fundamentalcurven zu machen: 
Im ersten Falle stellt die Constante C, falls sie eine reelle Grosse be- 


deutet (also von der Form - ist), bei allen Werthen von m und n 


Curven mit zwei paaren Ziigen dar, die dann sowohl innerhalb des 
dreispitzigen Zuges als auch ausserhalb des Ovales verlaufen. Ist C 


- o ot 
dagegen eine complexe Zahl von der Form — ——, so werden unter 
s p . Q”? 


der Bedingung, dass m und n beide ungerade Zahlen sind, und nur 
unter dieser, Curven geliefert, welche sich mit zwei unpaaren Ziigen 
ausserhalb des Ovales erstrecken, derart dass eine Tangente am inne- 
ren Zuge der Fundamentalcurve diese Theile in je » und m, eine Tan- 
gente am Ovale die nimlichen Theile in je »+2m und m+ 2n 
reellen Punkten schneidet. Fiir jeden andersartigen Werth von C 
werden die Curvensysteme imaginiir. — Im zweiten Falle kénnen simmt- 
liche Curven nur eintheilig sich gestalten, wenn sie tiberhaupt reell 
sind, da das im ersten Falle vorhandene, ausserhalb des Ovales ge- 


legene Gebiet hier eben imaginir geworden ist. Auf der Ringfliche 
Mathematische Annalen, IX, 4 
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(hyperbolischen Fliiche) sind keine Curven gelegen, mit Ausnahme 
des schon erledigten Falles, dass m=n=—1- Jede unter ihnen 
tangirt die Fundamentaleurve in 6(m?+ mn-+ n*) Punkten, unter 
denen (x — m)* durch die Beriihrungspunkte der sich selber ent- 
sprechenden Elemente geliefert sind. Fiir feste Werthe von m und n 
gehen bei variabelen Werthen von C im Allgemeinen durch jeden Punkt 
der Ebene 6 Curven, wie daraus hervorgeht, dass man aus drei Elemen- 
ten auf drei Weisen Gruppen zu zweien bilden, und in diesen Gruppen 
jede Tangente als aus der anderen abgeleitet betrachten kann; bei den’ 
wechselseitig eindeutigen Gruppen fielen je zwei dieser Curven desshalb 
zusammen, weil die Constanten + C und — C derselben Curve an- 
gehérten. Liegt der Ausgangspunkt auf der Fundamentaleurve, so 
gehen durch denselben nur 3 Curven in der mit der urspriinglichen 
zusammenfallenden Richtung. 


Um die Gleichungen des gesammten Systemes zu bestimmen ist 


in den Fundamentalformen (1) des § 1. fiir « der Werth opelet? »’ 


fiir vi der Werth “ ~ low Cm setzen; die Curven sind demmach 
vom Geschlecht p = 1, da die Coordinaten ihrer Punkte als rationale 
Ausdriicke der doppelt periodischen Functionen S(w) und sae) dar- 
gestellt sind. Setzt man » + m =m’, n— m—vwn und zahlt in den 
Entwickelungen dor Fenstionsn S ¢ u), S (” u) ferner c(" u) -D 5 u) 
und o(= u) -D (= u) den Grad, bis zu welchem die Coordinaten eines 


Punktes steigen, so ergiebt sich die Ordnung derselben gleich wae il 


2 ? 
was mit der Zahl 2(m? + mn + n?) iibereinstimmt. 

Mit Aufstellung der allgemeinen linearen Beziehung zwischen den 
Parameterwerthen der Elemente ist die Frage nach den Hauptcoincidenz- 
curven des Connexes 0 = (a@fx)?uaug einer in der Form f= u,' ge- 
gebenen Curve 3't Classe oder die allgemeinere Frage nach denselben 
Curven der Connexschaar xQ? + 20° = 0 ihrer Beantwortung nahe 
gekommen. Bedeutet in der Gleichung V = mU-4+ C m irgend eine 
beliebige reelle oder complexe Zahl, so ist. durch den Schnitt von U 
mit V eine algebraische oder transscendente Curve erzeugt, so dass 
durch jeden Punkt der Ebene bei variabelem Werthe von ( fiir ein 
constantes m 6 Curven hindurchgehen. Bei einer beliebigen eindeutigen 
Transformation der urspriinglichen Curve wird nicht mehr jede einzelne 
dieser Curven, wohl aber die zu demselben Werthe von m gehirige Reihe 
in sich tibergefiihrt. Denn setzt man fiir w den Werth u + C’, so geht 
der Punkt (wu, mu + C) in (u + C’, mu + C’ + C) iiber, woraus sich 
die vorangestellte Behauptung als giiltig erweist. Die 6 durch jeden 
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Punkt der Ebene gehenden Richtungen ‘einer Curvenreihe m bilden mit- 
hin eine Covariante der biniiren cubischen Form, welche geometrisch 
durch die drei von diesem Punkte an die Fundamentaleurve gehenden 
Tangenten dargestellt ist. 

Das niimliche ist aus einer andersartigen Betrachtung erschliess- 
ber*). Durch die Relation (I) des § 1., bei welcher die Beschrankung 
des Werthes v aufgehoben und die in der symbolischen Form 9x; ; (wv) 
geschrieben werden midge, ist jeder Punkt der Ebene durch zwei Coor- 
dinaten u v dargestellt, so zwar dass jedwedem Punkte drei Coordinaten- 
werthe zukommen. Sind nimlich die Gréssen u—u,, v = v, fixirt, 
so ist der zugehérige Punkt durch den Schnitt der beiden Tangenten 
Uy — Vy und uw) + v, geliefert. Geht man nun von diesem Punkte aus, 
so erhalten siimmtliche Punkte der beiden Tangenten, durch deren 
Schnitt der Ausgangspunkt gewonnen erscheint, die Gleichungen: 


(1) (v — %) + (u— uw) = 0. 

, (v — 0%) — (u — Uy) = 0. 
Denn bindet man v an diese Bedingungen, so wird im ersten Falle, 
dautv=u+v, u—-v=—2u—u, — »%, ist, bei variabelem 
Werthe von w jeder Punkt auf der Tangente u, -+ v), im zweiten Falle 
aus dem analogen Grunde auf u,—v, gelegen sein. Die dritte Tan- 
gente wird durch die Bedingung reprisentirt: 


(2) u—Uu=O0. 


Fiihrt man alsdann irgend eine lineare Beziehung zwischen uw und v 
ein, so erhalt man Curven der oben genannten Reihen, in der Form 


(3) (v — %) + e(u— %) = 9, 
deren Punkte wiederum so zu bilden sind, dass die Tangente 


U + Qu — (Eu) + %) 


mit 
U-— QU + (O%y + %) 

zum Durchschnitt gebracht wird. Aus der Zusammenstellung der Glei- 
chungen (1, 2 und 3) geht alsdann hervor, dass das Doppelverhiltniss 
der Curvenrichtung zu der dritten Tangente in Bezug auf das zusammen- 
gehérige Paar durch den Ausdruck: 

: e—t 
(4) izi= 4 
gemessen wird, und in jedem Punkte dieser Curve constant bleibt. 
Die zweite Curve der nimlichen Reihe, deren Richtung das gleiche 
Doppelverhiltniss bildet, falls das zusammengehérige Tangentenpaar 


*) Vgl. hiezu § 2. 
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unter sich vertauscht wird, folgt, wenn man fiir g@ den Werth — o 
substituirt; die anderen beiden Paare ergeben sich bei gleichen Werthen 
von g durch eine Aenderung der paarweisen Gruppirung. 

Es ist demnach durch diese Untersuchungen das Resultat gewonnen : 

Bildet man in jedem Punkte der Ebene zu der biniiren cubischen 
Form f, welche durch die drei Tangenten einer Curve 3° Classe 
vorgestellt wird, das Biischel x Q? + 10% =0*), so entsteht, da diese 
Formen sowohl Punkt- wie Liniencoordinaten enthalten, eine Schaar 
von Connexen 6% Ordnung und 6 Classe. Die Hawuptcoincidenz- 
curven dieser Connexschaar werden, falls die Elemente der Fundamental- 
curve durch doppelt periodische Functionen eines Parameters u dar- 
gestelit sind, dadurch vollstiindig erhalten, dass man aus diesen Aus- 
driicken den Schnitt zweier Tangenten mit den Argumenten u + 0 und 
u—v bildet und in den so gewonnenen Gleichungen die lineare Be- 
zichung v = 9u+C einfiihrt. Die Curvenreihe, welche bei constantem 
Werthe von @ hervorgeht, bildet die Hauptcoincidenzcurve eines Connexes, 
in welchem das Doppelverhiltniss jeder Richtung des Sextupels mit 
den drei zu Grunde liegenden Geraden durch die Grisse @ eindeutig 
bestimmt ist. 

Bedeutet @ und also auch der Werth d des Doppelverhiltnisses 
eine reelle rationale Zahl, so sind in siimmtlichen zugehérigen Connexen 
die Hauptcoincidenzcurven diejenigen algebraischen Curven vom Ge- 
schlecht p = 1, deren Grad und Verlauf bei der Discussion der mehr- 
deutigen algebraischen Correspondenz angegeben wurde, Sind dagegen 
die Grossen @ zwar noch reell, aber irrational gewihlt, so ergeben sich 
transscendente Curven, die je nach Art der Grisse C entweder ausser- 
halb des Ovales oder innerhalb des dreispitzigen Zuges, die Funda- 
mentaleurve simmtlich in unbegrenzt vielen Punkten tangirend gelegen 
sind, oder endlich imaginiir verlaufen. Fir alle rein imagindren oder 
complexen Werthe von g werden die Curven gleichfalls transscendent; 
dabei ist es indess als charakteristisch fiir diese Curven zu betrachten, 
dass die Coordinaten ihrer Punkte durch doppelt periodische Functio- 
nen, in denen Irrationalitiiten auftreten, dargestellt sind. Innerhalb 
des letztgenannten Gebietes sind reelle Systeme vorhanden, falls @ und C 
beide rein imaginiir sind; denn durch die Zuordnung u + eu + vi 
und «—g@u-+ 7% werden alsdann conjugirt imaginiire Tangenten 


combinirt. Unter der Bedingung, dass das Doppelverhiltniss d = ara 
zwar eine imaginiire Zahl, jedoch mit dem absoluten Betrage 1 ist, 


befinden sich demnach auf der Ringfliiche Systeme von reellen Curven- 


*) Vgl. die betretfenden Abschnitte von Clebsch’s Theorie der biniren For- 
men, in welchen fiir © die Bezeichnung A gebraucht ist. 
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reihen. — Erhalt insbesondere d den Werth des dquianharmonischen 
Doppelverhiltnisses, so werden die dem Connex 0 = (aB2)?ugug an- 
gehdrigen Coincidenzcurven geliefert, Die Grésse g wird fiir diesen 
Werth gleich + ij/3 und jede Curve tritt in jedem Punkte dreimal 


gezihlt auf. Beriicksichtigt man niamlich, dass ear in diesem Falle 
den Werth ¢ =j/1 hat, so ist ersichtlich, dass in jedem Punkte der 
Curve den 3 Tangenten der Fundamentalcurve die Bezeichnungen w, 
eu, &°u beigelegt werden kénnen, so dass also bei gleicher Constante 
‘innerhalb der Reihe derselbe Punkt durch drei Combinationen erreicht 
wird. Von jedem Punkte gehen demnach nur noch zwei Richtungen 
von Curven aus, welche die beiden Ziige der Fundamentalcurve be- 
rithrend unbegrenzt oft auf der Ringfliche sich winden. Da jede Curve 
eine gerade Linie in denjenigen beiden Punkten tangirt, in welchen 
diese Gerade von ihrem in Bezug auf die Fundamentalcurve gebildeten 
Polarkegelschnitte geschnitten wird, fiir die Linien der Hesse’schen 
Curve diese beiden Punkte aber zusammenfallen und ein Element der 
Cay!ey’schen bilden, so ist also auch in dieser Curvenreihe die Cayley’- 
sche Curve der Ort der Wendepunkte, wihrend die Richtung der Wende- 
tangenten hierbei durch die Linien der Hesse’schen Curve gegeben ist. 
Ueberhaupt lisst sich der im § 3. durchgefiihrte Beweis auf die ge- 
sammte Connexschaar ausdehnen und liefert das Resultat: Die Punkte 
der Cayley’schen Curve bilden fiir die Hawptcoincidenzcurven jedes 
dieser Connexe den Ort der Wendepunkte. 

Unter den reellen Curven auf der Ringfliiche ist eine Art beson- 
ders einfach zu verfolgender ees 7 dadurch entsteht, dass. 


die rein imaginiire Grésse @ gleich “* . ~ ~ gesetat wird, wobei m und 


n ganze Zahlen bedeuten. Die ili perenne: Tangenten lassen 
sich alsdann, so lange sie conjugirt imaginir sind, in der Form: 


darstellen; durch ihren Schnitt wird mithin eine Curve erzeugt, lings 
welcher das elliptische Integral die Periode @ smal, die Periode o'i 
mmal durchliuft, bis es in den Ausgangspunkt zuriickkehrt. Die ge- 
gebene in sich geschlossene Curve tangirt das Oval sowohl wie den 
dreispitzigen Zug in je mPunkten, wihrend 2 die Zahl dafiir augiebt, 
wie oft jede reelle Tangente des letzteren Zuges in reellen Punkten 
geschnitten wird. Simmtliche Curven auf der Ringfliche sind zugleich 
die Abbildungen ‘beliebiger ‘innerhalb des Periodenparallelogrammes 
gezogener gerader Linien, auf welche im § 2. hingewiesen wurde, und 
reprisentiren fiir die durch eindeutige Transformation hervorgerufene 
Bewegung das System derjenigen Richtungen, nach welchen die Curven- 
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m : 
elemerte verschoben werden kénnen. — Setzt man = = 1, so ist durch 


diese Gurvenreihe fiir eine eintheilige Fundamentalcurve dasjenige System 
gefunden, auf welcher die complexe Periode vom Integrale durchlaufen 
wird, nach dieser Eigenschaft also das den Meridiancurven einer zwei- 
theiligen K, entsprechende Gebiet. 

Die nahere Untersuchung des Zusammenhanges zwischen der all- 
gemeinen Differentialgleichung der Hauptcoincidenzcurven und der 
durch geometrische Betrachtung hier gewonnenen Integrationsmethode 
wird fiir die algebraische Formulirung von Werth sein miissen. Auch - 
ist in den vorliegenden Untersuchungen die specielle Frage noch nicht 
erdrtert worden, wie sich das complexe Multiplicationstheorem geome- 
trisch deuten laisst, wenn Curvenreihen, die im Allgemeinen als trans- 


scendent erkannt worden sind, fiir gewisse Werthe des Modul algebraisch 
werden. 


Erlangen, im October 1874. 


Verbesserung. 


Auf p. 18 im Schlusssatze des § 3 lese man: ,,s0 converfirt ... der Werth 
von a: im ersten Falle gegen —2, im zweiten Falle gegen 0.‘ 
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Ueber Complexe und Congruenzen. 


Von A. Voss in Darmstadt. 


Die folgenden Untersuchungen beschiftigen sich mit den Singu- 
laritiiten der Pliicker’schen Liniencomplexe und Congruenzen, sowie 
der zu ihnen gehdrenden covarianten Fliichen von demselben rein 
liniengeometrischen Gesichtspunkte aus, den ich in einer friiheren 
Arbeit auf die Theorie der windschiefen F lichen angewandt habe*). 

Bei der analytischen Behandlung ist auch hier der Kiirze halber 
die kanonische Form der zwischen den sechs homogenen Liniencoor- 
dinaten bestehenden Identitit 

(x?) = 0 

voruusgesetzt worden. Die algebraischen Methoden, von denen Ge- 
brauch gemacht ist, erhalten ihren besonderen Charakter dadurch, dass 
diese fundamentale Relation iiberall in den Vordergrund tritt, sie sind 
iibrigens grésstentheils schon in der genannten Arbeit dargelegt wor- 
den. Ich bemerke dabei noch, dass eine aihnliche Behandlungsweise 
durchfiihrbar ist fiir alle Mannigfaltigkeiten, deren Schnitt mit einem 
quadratischen Fundamentalgebilde (von nicht verschwindender Deter- 
minante) untersucht werden soll, insbesondere also auch auf die Be- 
trachtung von Curven und Punktsystemen auf einer Fliche zweiten 
Grades sich anwenden liisst. 

Die analytische Darstellung, welche man einem ebenen Strahl- 
biischel (im allgemeinen Falle iiberhaupt einer einfach unendlichen 
linearen Reihe von Elementen der Mannigfaltigkeit) geben kann, fiihrt 
dann zur Theorie der Polarcomplexe, denen im Interesse geometrisch 
anschaulicher Begriffe eine etwas speciellere Auffassung zu Grunde ge- 
legt ist, als die Pliicker’sche**), und damit zu einer Richtung der 
Untersuchung, welche der in der allgemeinen Flichentheorie dblichen 
vollstiindig parallel liiuft, insbesondere also die Abzihlung der charakte- 
ristischen Zahlen der Singularititen zwm Zweck hat. 


*) Math. Annalen Bd, VIII. 
**) Neue Geometrie des Raumes §. 294. 
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Diesen Abzahlungen liegen zwei Voraussetzungen zu Grunde. Zu- 
nichst die weniger wesentliche, dass die Gleichungen der zu betrach- 
tenden Liniengebilde in ihrer allgemeinen Form vorliegen, in welcher 
simmtliche Coefficienten vdéllig willkiirliche Werthe haben. Es ist 
dann noch immer méglich, die Gleichung des Complexes in eine gewisse 
kanonische Gestalt, die Clebsch’sche Normalform, zu bringen, deren 
Zweckmissigkeit vielfach heryortritt und von der bisher in den linien- 
geometrischen Untersuchungen kein eigentlicher Gebrauch gemacht zu 
sein scheint. Die allgemeinen Strahlencomplexe sind, um mit Pliicker 
zu reden, zugleich die allgemeinen Axencomplexe. Sie gehen bei einer 
dualistischen Raumtransformation zwar im Allgemeinen nicht in sich 
selbst iiber, doch ist es erlaubt, sie geradezu als sich selbst reci- 
proke Gebilde zu betrachten, mit der Beschrinkung, dass die Doppel- 
verhialtnissrelationen, welche zwischen reciproken Gebilden im Sinne 
der gewodhnlichen projectivischen Geometrie stattfinden, dabei nicht 
erhalten bleiben. Den allgemeinen Complexen kommt darnach eine 
vollstiindige Dualitdit zu, welche sich weiter auf alle Gebilde erstreckt, 
die in dualistischer Weise mit den Geraden des: Complexes in Zusam- 
menhang stehen. Diese Dualitit bleibt auch dann noch erhalten, wenn 
man vollstindige Durchschnitte von Complexen betrachtet, welche sich 
nicht in undualistischen Lagenbeziehungen zu einander befinden u. s. w. 

Die Voraussetzung dieser Dualitit ist es nun eigentlich, welche 
fiir die folgenden Betrachtungen wesentlich ist. Sie erstrecken sich 
daher; wenn man von den Modificationen absieht, welche Abzihlungen 
iiberhaupt erleiden, wenn sie sich auf specielle Fille beziehen sollen, 
auf alle Complexe, bei denen dieselbe erhalten bleibt, mégen die Con- 
stanten dabei vdéllig willkiirliche oder irgendwelche specielle Werthe 
besitzen, sowie auf alle vollstiindigen (oder unvollstiindige von dua- 
listischem Charakter) Durchschnitte von Complexen (Congruenzen, 
Brennflichen), vorausgesetzt, dass eine undualistische Lage derselben 
zu einander nicht stattfindet. 

Die Singularititen, welche ich betrachtet habe, sind nun diejeni- 
gen, welche unter Voraussetzung vollig allgemeiner Complexe noth- 
wendig auftreten werden. In der That sind die Singularititen, welche 
besonderen Complexen zukommen kénnen, so mannigfaltig, dass es zu- 
nichst geboten schien, von der gleichzeitigen Untersuchung derselben 
abzusehen. Von der algebraischen Behandlung sind ferner diejenigen 
ausgeschlossen, welche sich nicht durch verschwindende Invarianten 
ausdriicken lassen, eine Beschrinkung, der auch bis jetzt die analogen 
Probleme der Flichentheorie grésstentheils unterliegen. 

Jedem Raumpunkte wird durch den Complexkegel — dualistisch 
jeder Ebene durch ihre Complexcurve — eine gewisse Zahl von Ebenen 
zugeordnet, die Doppel- und Wendeebenen des Kegels. Sie bilden 
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eine erste Gruppe von Singularitiéten des Complexes, deren Gruppirung 
zu erforschen ist. Ihre singuliren Elemente constituiren eine dreifache 
Mannigfaltigkeit, sie enthalten niedere Mannigfaltigkeiten in sich, fir 
welche die Singularitiiten einen héheren Charakter annehmen. Insbe- 
sondere fiihrt die niichst héhere Specialisirung zu dem Complexe co- 
varianten Gongruenzen resp. covarianten Fliichen, auf welchen ausge- 
zeichnete Curven vorhanden sind, die mit den weiteren Singularititen 
in Verbindung stehen. — Doppelkanten und die an diese sich anreihen- 
den Singularititen besitzt dagegen der Complexkegel eines beliebigen 
Punktes als allgemeiner Ordnungskegel nicht. Die Untersuchung dieser 
Singularitiiten, welche ich als zweite Gruppe hezeichne, steht daher 


direct mit einer covarianten Flache in Verbindung, welche bis jetzt 


vorwiegend das Interesse in Anspruch genommen hat und der Kiirze 
halber als singuldre F'ldche des Complexes bezeichnet ist. 

In § I. sind zuniichst einige allgemeine Bemerkungen vorausge- 
schickt. Im zweiten Paragraphen ist dann das Problem der Wende- 
kanten genauer behandelt worden, dagegen auf die Doppelebenen der 
Complexkegel und andere Singularitiiten nur soweit eingegangen, als 
fiir die weiter folgenden Abziihlungen nothwendig war. Die Betrach- 
tung des linearen und conischen Polarcomplexes fiihrt in § III. zur 
Untersuchung der Doppelkanten und damit zur Theorie der singuliaren 
Fliche. 

Die letztere ist durchgehends als unvollstaindige Brennfiiche der 
singuliren Congruenz aufgefasst. Daran ankniipfend ist in § IV. zu- 
niichst die allgemeine Theorie der Congruenzen und ihrer Brennfliichen 
behandelt. Die niichsten Paragraphen beschaftigen sich mit der Be- 
stimmung der Singularitiiten dieser Flichen, welche in vielfacher Hin- 
sicht wegen ihrer Dualitit merkwiirdig sind und deren genauere Be- 
trachtung von anderen Gesichtspunkten aus von Interesse sein diirfte. 
Von entscheidender Wichtigkeit wird dabei das in § VII. behandelte 
Haupttangentenproblem der Brennflichen, durch welches insbesondere 
Riickkehr- und Doppelcurve derselben der Untersuchung zugianglich 
werden. Daran schliesst sich die Untersuchung von Curven auf den 
Brennfliichen, namentlich algebraischer Haupttangentencurven derselben. 

In § XII. definire ich sodann die Singularitiiten der Congruenzen 
in ihrem Zusammenhange mit den Singularitiiten der Brennfliche, und 
leite daraus eine neue Lisung des Haupttangentenproblems ab. Es er- 
giebt sich dann die Bestimmung aller Singularitiiten der Brennflichen 
mit Hiilfe der Pliicker’schen und Salmon’schen Formeln, welche 
letztere eine einfachere Gestalt annehmen. ODaran schliesst sich in 
§ XV. die Untersuchung der zweiten Gruppe der Singularititen des 
Complexes in ihrem Zusammenhange mit den Singularititen der sin- 
guliren Fliiche, sowie die Abzaihlung der letzteren. 
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Die gewonnenen Resultate, welche eine vollstindige Theorie der 
allgemeinen Complexe und Congruenzen geben, soweit die Untersuchung 
ihrer Singularititen mit denen der singuliren Flichen und Brenn- 
flichen zusammenhingt, sind schliesslich auf die Betrachtung einiger 


einfacheren Fille, insbesondere den Complex zweiten und dritten Gra- 
des angewandt. 


I. 
Vorbemerkungen. Normalform und Polarcomplexe eines Complexes. 


In diesem Paragraphen stellen wir einige Betrachtungen zusammen, 
die zwar zum Theil schon Bekanntes reproduciren, aber in dieser All- 
gemeinheit bisher wohl noch nicht ausgesprochen sind und deren Kennt- 
niss fiir das. Verstiindniss der folgenden Untersuchungen erforderlich ist. 

Werden an Stelle der Pliicker-Cayley’schen Coordinaten einer 
geraden Linie, welche durch die beiden Punkte y und z mit den ho- 
mogenen Punktcoordinaten y;z2; bestimmt ist, 

: Pik = Yi re — Yrei 
beliebige lineare Functionen 
L Le Ly Ly Ly, Le 

derselben vermége der Substitutionen 

Pio = % 1%, + + - > Hyg, 

Pgq = %y,T ++ + ogy , 

Dis = My %y + + Hype » 

Pag = Hy %y + + + yey , 

Pay = MX + + + Og %e 

Dog = Mey X, + * Keg Xy 
(deren Determinante’ nicht verschwindet) eingefiihrt, so geht die zwi- 
schen den p;, bestehende Identitiit 

P = PyPxq + PigPy2 + Pry Prs = O 

iiber in die allgemeine quadratische Form: 


X = LeuAu—O0. 
Es wird daher 


, oP a 
Pytiy = P+ Ay Go) + BP 
iibergehen in 
x 2 
Xepiy =X 4A(y 2) 4+ eY. 
Da nun 


-OP , ’ an , , , 
(p a) = Pio P33 + PioPsg + Pi3 Psa + PisPs2 + Pr Pos + PigPo3 = 9 
die Bedingung ist, unter welcher sich die Geraden p p, schneiden, so 
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ist bei Zugrundelegung der neuen Coordinaten x die Bedingung des 
Schneidens der beiden Geraden 2, y: 
2 Cin LYE as Q, 
Ein linearer Complex 
Az = AL, + A,L, + Az %, + Aye, + A, %, + ay, = O 


wird daher die Gesammtheit der Geraden vorstellen, welche eine Ge- 
rade y schneiden, wenn die Gleichungen: 


04, = nM ++ C6Ye» 
Qa, = Codi ++ + CaM 
und 
Cie YiYe =O oder a, = 0 
zugleich bestehen kénnen, d. h. unter der Bedingung: 
A; A, Qk =. 


Unter Q ist dabei die Determinante der c;, verstanden, wahrend 
die Q;, die ersten Unterdeterminanten derselben bedeuten. Die letztere 
Bedingung konnte man iibrigens auch direct ‘aus der Bemerkung ent- 
nehmen, dass dieselbe in Bezug auf lineare Transformationen der x 
eine Invariante ist, welche vermége der speciellen Transformation der 


x, die zu den p,, zuriickfihrt, in die bekannte Bedingungsgleichung: 
Ayo 34 + M43 Ayo + O44 23 = O 
eines speciellen linearen Complexes iibergeht, wenn a, die Form 


Ay. P34 + 43,PypQ +++ =O 


annimmt. 


Kine homogene Gleichung n'" Grades in «, f= stellt einen 
Complex ne" Grades vor. Sie enthilt 


(n+ 1) (n+2) (n+ 3) (m+ 4) (M45) _ 
5! 


willktirliche Constanten. Aber der Complex n'*" Grades ist nicht von 
soviel Constanten abhiingig. Man kann, sobald n > 2, seine Gleichung 
f= 0 in der gleichbedeutenden Form 


f+oX=0 


schreiben, wo @ eine willkiirliche homogene Function n— 2'*” Grades. 
Mit Hiilfe derselben lassen sich immer 


n (n— 1) (n+1) (n+ 2) (n+ 3) 
5 


Coefficienten von f entfernen, so dass also fiir den Complex n'*" Grades 
(n+ 1) (+2) (R+8) _ 4 
. B85 
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wesentliche Coefficienten iibrig bleiben, wie dies auch schon Herr 
Liiroth bemerkt hat*). 

Wir geben dieser Willkiirlichkeit in der Darstellung der Gleichung 
eines Complexes einen symmetrischen Ausdruck, wenn wir f in einer 
Form darstellen, fiir welche eine aus f irgendwie abgeleite Form n —2'" 
Grades identisch verschwindet. Es ist zweckmiissig, fiir dieselbe die 
in den Coefficienten von f lineare Covariante 

oz 

Qu Oa; é ay 
zu wihlen, welche durch eine einfache Operation, die wir durch A 
bezeichnen, aus f abgeleitet wird. Die Form der Gleichung des Com- 
plexes, fiir welche jene Covariante verschwindet, mag mit Clebsch 
als Normalform desselben bezeichnet werden. Symbolisch kann man 
dann einen Complex in seiner Normalform 

(az)" = 0 
darstellen, wo die a symbolische Coefficienten eines speciellen linearen 
Complexes sind. 

Die Normalform lasst sich, wie Clebsch gezeigt hat**), auf eine 
vollig bestimmte Weise herleiten; es wird daher geniigen, wenn wir 
nur andeutungsweise den Process fiir den hier vorliegenden Fall der 
allgemeineren Coordinatenbestimmung angeben. Man hat zuniichst 


é @ ox 
Ox, (pX) = X 3F +93 > 


a _ @X d@ eX é@p a ae 
OX, 0x, (p X) — Ox, 0x, + Ox, On, + xX On, Ox, “be 2 Ciky 
daher ; 
A(pX)=22 ox se Qe t+ 2p TQue.+ XA. 


Ox, OX, 
Nun ist aber: 


5 ax 


0x; 


= Q:6:%, = — 6Q, 


A(p X) = — pQ4(n+1)+ XAq. 


Man erhilt daraus durch Fortsetzung der Operation A die allge- 
meine Gleichung: 


A¥(p X) = — 4k(n—k-+2)QA*—'9 + XAtp 


und hieraus endlich, wenn 


.) a | 
aa, Qu = — 2(n—2)pQ, 


also: 


*) Liiroth, Zar Theorie der windschiefen Flaichen, Crelle’s Journ. Bd. 67. 
**) Vgl. Math. Annalen Bd. Il, p. 1, und dessen Abhandlung ,,Ueber eine 
Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie“. Gétt. Abh. XVII. 
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f+eX=f 
gesetzt wird, aus der Bedingung 
A’f’ =0 

die Normalform f’ durch die folgende Gleichung ausgedriickt: 
[=f —qapigt eatin td @ — Papinect eet 

Im Folgenden werden wir uns der Einfachheit halber immer der- 
jenigen Transformation der p;x bedienen, fiir welche X die Form 

Hy? + &,? + 24? + x. + &,’ + 2,2 = (x*) = 0 

annimmt. Dann ist Q = 1 und die Operation A die Summe der zwei- 
ten partiellen Differentialquotienten sap nach den 6 Variabeln. Be- 
zeichnet man also wie iiblich 


Li eee 


nN Ox; a 

n2 
ani) aa Sa, == fix u. 8. W., 
so bedingt die Normalform des Complexes, dass der Ausdruck: 

Lfu=0 
eine identische Gleichung darstellt, aus welcher man durch Differen- 
tiation die weiteren Identitiiten 
ee 
ableiten kann. Wir werden im Folgenden immer voraussetzen, dass 
die Gleichung f = 0 sich in der Normalform befinde. 
Wir bilden jetzt den Ausdruck: 


(f+ XqQ)r=24ay—=f (w@+ Ay) + [(x*) + 2(wy)a + (y*) a2] p(a+ yA), 
oder, da (x?) —=0, (y?)—=0 


? 


=f ° AAf+ “a VAY 4+... 


+2 (ew) a[o+"> 2 Ag+" "RA G+ |. 


Die Ausdriicke Af, A?/, --- bedeuten die bekannten Polarenbil- 
dungen. Der Factor von 4” in der Entwickelung fiir «+ Ay ist 


Ch )anr+ 2(xy)("—* )A"-19 *); 


m 


wir nennen ihn den m'" Polarcomplex der Geraden x, er enthiilt die y 


*) Die Bezeichnung (xy), sowie spiiter (fp) (f*) an Stelle von 22,y,, 
Zf,9;, Zf2, ist dieselbe, wie in meinem Aufsatze ,,Znr Theorie der windschiefen 
Flichen“. 
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im m‘** Grade. Insbesondere werden wir von linearen, conischen, cu- 
bischen Polarcomplexen reden. Die Polarcomplexe sind ersichtlich nicht 
vollkommen bestimmt, sondern enthalten die willkiirlichen Coefficien- 
ten der Function gm. Es giebt also einfach unendlich viele lineare, 
sechsfach unendlich viel conische Polarcomplexe einer Geraden. Wird 
aber (xy) = 0 gesetzt, d.h. betrachtet man nur solche Geraden y der 
Polarcomplexe, welche die Gerade x, auf welche dieselben bezogen 
sind, schneiden, so sind dieselben véllig bestimmt und von den Aus- 
driicken A”f nicht verschieden. 


Wir bemerken dazu, dass unter der Voraussetzung (xy) = 0 der 
Substitution «+ Ay ein vollig anschaulicher geometrischer Sinn sich 
unterlegen lisst. In der That stellt « + yA alle Geraden des ebenen 
Strahlbiischels vor, welches durch (x#, y) gegeben ist*). Die Gleichung 


f(e+y2) =0 
giebt daher die Geraden des Complexes an, welche in der willkiirlichen 
Ebene (xy) liegen und durch den Punkt (xy) gehen. Wir werden in 


der Folge immer (ay) = 0 voraussetzen, falls nicht ausdriicklich das 
Gegentheil bemerkt wird. 


- 


II. 


Erste Gruppe der Singularitaiten eines Complexes. 
Die Gleichung 


(feb aya rt paar e “yt Rap m0 









giebt fiir jeden Werth von x,y n Werthe von A, d. h. m Gerade des : 
Complexes, welche in der Ebene (ay) durch den Punkt (xy) verlaufen. 
In jeder Ebene des Raumes liegt daher eine von Geraden des Com- 

















*) Dass x-+-Ay unter der angegebenen Voraussetzung ein ebenes Strahl- 
biischel vorstellt, lisst sich auf die folgende Weise darthun, die unmittelbar auf 
den Principien der Liniengeometrie beruht. Wir betrachten die Geraden, welche 
«x und y schneiden. 

Sie zerfallen in zwei Gruppen uw, v von denen w Gerade durch den Punkt 
v Gerade in der Ebene (xy) darstellt. Dabei ist dann: 


(uz) =0, (wy) =0, 
(vxz)=0, (vy) =0. 

Kine Gerade z = « + dy geniigt daher den beiden Bedingungen 
(zu) =0, (zv) =0, 


schneidet also siimmtliche Geraden der beiden Gruppen w und v. Dies ist nur 
miglich, wenn z zugleich durch den Punkt (xy) geht und in der gleichnamigen 
Ebene liegt, d. h..wenn es dem Strahlbiischel («y) angehdrt. 
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plexes umhiillte Curve n'*" Classe, die Complexcurve, durch jeden Punkt 
gehen Geraden, welche einem Kegel n' Ordnung, dem Complexkegel 
angehéren. Man schliesst daraus, dass das durch zwei Gleichungen 
f=0, gp =0 vom n und m' Grade definirte Gebilde die Congruenz 


_ dadurch charakterisirt ist, dass (mn) Geraden derselben in jeder Ebene 


liegen, beziehungsweise durch jeden Punkt gehen. 

Ist a eine Gerade des Complexes f= 0 selbst, so giebt die Glei- 
chung (1) noch m—1 weitere Kanten des Complexkegels, respective 
Tangenten der Complexcurve. Wird aber y so gewihlt, dass: 


Af=0= (yf ); 
so fallt jedesmal von diesen noch eine mit x zusammen. Die Ebene 
(xy) beriihrt also den Complexkegel von (xy) in der Kante x, die Com- 
plexcurve in der Ebene (xy) beriihrt x im Punkte (wy). Man hat damit 
den folgenden Satz: 
Die Tangentialebenen der Complexkegel liings einer beliebigen Ge- 


- raden des Complexes sind den betreffenden Kegelspitzen zugeordnet, wie 


die Ebenen eines linearen Complexes, die sich um eine Gerade desselben 
drehen, ihren entsprechenden Punkten, also projectivisch. Das Doppel- 
verhiltniss von vier Kegelspitzen auf einer Geraden des Complexes ist 
daher gleich dem der vier Ebenen, welche die Kegel liings der niimlichen 
Geraden beriihren. 


Verschwindet auch der conische Polarcomplex 
A?f = 0 = yiYefix, 
so hat der Complexkegel von (xy) die Ebene (xy) zur Wendeebene, 
die Complexcurve in der Ebene (wy) die Gerade x zur Spitzentangente. 
Die drei Gleichungen: 
(2) (yf) =0, 
| YiYetix = 0 

bestimmen eine Linienfliiche vierten Grades, welche selbstverstiandlich 
aus vier ebenen Biischeln bestehen muss, deren Mittelpunkte auf x 
liegen, deren Ebenen durch 2 gehen, wovon man sich tibrigens auch 
sehr leicht auf analytischem Wege iiberzeugen kann. 

Zu jeder Complexgeraden x gehiren daher vier Wendeebenen oder, 
genauer ausgedriickt, vier Kegel, deren Wendekante, vier Complexcurven, 
deren Spitzentangente sie ist, und das Doppelverhdltniss der vier Kegel- 
spitzen ist gleich dem der vier Ebenen der Complexcurven. 

Verschwindet auch der cubische Polarcomplex 


A’ f= yiyeyifixi =, 
so hat der Complexkegel von (xy) in der Kante a eine Singularitiit, 
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die wir mit Cayley als Undulation bezeichnen*), die Complexcurve 
der Ebene (xy) eine hdhere Spitze. Eine Spitze dieser Art ist in der 
That die Vereinigung von zwei Spitzen und einem Doppelpunkte, sie 
reprisentirt daher einen dreifachen Punkt, der sich iusserlich von 
einem gewohnlichen Curvenpunkte nicht unterscheidet. Die‘Gleichungen 
| (yx) 0, 
(3) on) | ae 0, 
| Yi Veli =0, 
YUE Yfixi = O 
ergeben zwar 12 Werthe von y. Dieselben kénnen sich aber nicht 
auf die genannte Singularitiit beziehen, vielmehr ist ohne Weiteres er- 
sichtlich, dass die zw6lf Wurzeln der Gleichungen (3) simmtlich gleich 
z sind. Es giebt daher nur zweifach unendlich viele Geraden des Com- 
plexes, fiir welche die Gleichungen (3) von x verschiedene Wurzel- 
werthe y zulassen (natiirlich dann gleich unendlich viele, die ein ebenes 
Biischel bilden). Es existiren daher zwei Fliichen, von denen die eine | 
von den Spitzen der Complexcurven gebildet, die andere von den Un- 
dulationsebenen der Complexkegel umhiillt wird, deren Betrachtung 
mit der Untersuchung der Complexe zusammenhiingt. Beide Flichen 
entsprechen sich dualistisch, fiir den Complex zweiten Grades sind sie 
iiberdies identisch und bilden dessen singuliire Fliiche, fiir den Complex 
dritten Grades degeneriren dieselben in eine Raumecurve, beziehungs- 
weise Developpable. 

Es wird ferner eine Linienfliche von Complexgeraden geben, fiir 
welche auch der vierte Polarcomplex verschwindet, endlich einzelne 
Gerade, fiir welche die fiinf ersten Polarcomplexe fiir einen von 2 
verschiedenen Werth von y sich annulliren. Wir gehen jetzt zu einer 
genaueren Untersuchung der besprochenen Fille iiber. 

Wir stellen uns zuniichst die Aufgabe, auf der Complexgeraden 2 
die vier Kegelspitzen zu bestimmen, deren Kegel x zur Wendekante 
haben. Es kann dies folgendermassen geschehen. Es seien 7, s zwei 
Gerade, welche x und sich untereinander schneiden. Die vier Strahlen 
des Biischels »-+-4s, welche durch die genannten vier Spitzen hindurch- 
gehen, erhiilt man durch Elimination von y aus den Gleichungen: 


(ay) = 0 ? 
(cy) =O, 
(fy) =9, 
¥iMfir =O, 
(y?) =O, 
ry+As,= 0, 


*) Vgl. Salmon, Anal. Geom. d, héheren ebenen Curven, p. 43. 
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in denen die « Coordivaten eines wiilkiirlichen linearen (speciellen) 
Complexes sein mégen. Man vollzieht diese Elimination durch Bildung 
der Discriminante der in w quadratischen Gleichung: 


fiur—# fie his fis fis his fy ntas, 
hoy fro— fog fos hos foe fy T+ As, 
fs fs. fos —& foi fs hoe fy T3448 
(5) at fir fie hs fu— fas fie fy Trt As, 
ate lay fs2 fss fos fis—l fo fs Ts+458, 
fos foe fos fos fs foo—# fe TetAS, 
f he fs fs fs fe 0 0 
r+As, r+As, ry+As, ry +AS, 1,458, rye-45,0 0 





Die Discriminante ist biquadratisch in 4, das Doppelverhiiltniss 
ihrer vier Wurzeln 4,4,4,4, von der besonderen Wahl der r, s un- 
abhingig. 

Man kann die vier Wendeebenen resp. Kegelspitzen unter einem 
anderen Gesichtspunkte auffassen, der besondere Vortheile bietet. Es 
sind die letzteren die vier Punkte, fiir welche der Kegel des conischen 
Polarcomplexes von x in ein Ebenenpaar degenerirt. Nun bilden die 
simmtlichen Punkte, fiir welche der Complexkegel eines Complexes 
zweiten Grades sich in ein Ebenenpaar auflést, eine Fliche vierter 
Ordnung und Classe, die singulire (Kummer’sche) Fliche des Com- 
plexes. Man wird daher die besonderen Lagenbeziehungen der vier Ke- 
gelspitzen resp. Wendeebenen untersuchen kinnen, indem man die Lage 


der Geraden x gegen die singuliire Fldche des conischen Polarcomplexes 
von x betrachtet. 


Beispielsweise: Coincidiren zwei oder drei Kegelspitzen, so ist x 
einfache oder Haupttangente (in besonderen Fiillen vierpunktige Tan- 
gente) der Kummer’schen Fliiche, coincidiren sie paarweise, so ist 
sie eine Doppeltangente der letzteren. Dabei riicken immer gleich- 
zeitig die Kegelspitzen und zugehérigen Wendeebenen zusammen. Eine 
Ausnahme hiervon findet nur fiir die singuliren Geraden des Com- 
plexes statt. 

Der weiteren Darstellung, welche die Theorie der singuliren Fli- 
chen von ganz allgemeinen Gesichtspunkten aus aufnehmen wird, einen 
Augenblick vorgreifend, beziehen wir uns auf die Untersuchungen, 
welche Herr Klein iiber die Kummer’sche Fliche angestellt hat*). 

Die Gleichung eines Complexes zweiten Grades kann im Allge- 
meinen immer auf die kanonische Form 


*) Math. Annalen Bd. II, p. 213 ff., Bd. V, p. 296 ff, 
Mathematische Annalen, IX. 
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(6) ky? = 
gebracht werden. Von dieser Form ausgehend gelangt man leicht zu 
der Bemerkung, dass allen Complexen des Biischels: 


y? 
(1) oi =0 


dieselbe Kummer’sche Fiche als singulire Fliche entspricht*). Um- 
gekehrt wird eine beliebige Gerade z einem der Complexe des Biischels 
angehéren, wenn die Gleichung (7) fiir 2 = y erfiillt ist. Dieselbe ist 
biquadratisch in 4, es giebt also vier Complexe desselben, welche die 
Gerade z enthalten. Herr Klein hat weiter gezeigt, dass die Gerade 
2 Tangente der singuliren Fliiche von (6) ist, wenn die Gleichung (7) 
zwei gleiche Wurzeln hat, Haupttangente respective vierpunktige Tan- 
gente bei drei oder vier gleichen Wurzeln u. s. w. Ferner lassen sich 
durch jede Gerade z vier Tangentialebenen an die singulire Fliche 
legen, ebenso wird sie von derselben in vier Punkten getroffen. Das 
Doppelverhaltniss der vier Ebenen ist nach den Untersuchungen von 
Herrn Klein gleich dem der vier Punkte. Wir fiigen diesem Satze, fiir 
den derselbe neuerdings einen Beweis verdéffentlicht hat**), noch die Be- 
merkung hinzu, dass das Doppelverhaltniss seinem Werthe nach iiberein- 
stimmt mit dem der vier Wurzeln der biquadratischen Gleichung (7), 
ein algebraisches Theorem, in dem umgekehrt der genannte Klein’sche 
Satz seine analytische Begriindung findet. 


Wir betrachten nach diesen Bemerkungen die Gleichungen: 
(yx) =0, 
=, 
¥i Ifa =O, 
wir denken dieselben durch die Substitutionen 
Yi = Citi +++ - Cig % 


so transformirt, dass die zweite Gleichung ihre kanonische Form bei- 
behilt, wihrend die letzte in 


k; ae = 0 
iibergeht. Dabei wird (yx) = 0-zu (¢§) = 0, wobei, wie sich leicht 
beweisen lisst, die Gréssen § wieder der Bedingung (é?) = 0 geniigen. 


Bej linearen Transformationen aber, welche (y?) in sich selbst 
tiberfiihren, ist der Ausdruck 


*) Vgl. § XIV. 
**) Math. Ann, Bd. VII, p. 208. 
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—# fie his hia hs hie 
fas fee — & hrs has hos hoe 
‘hot foe fos— fg hss fe 
(8) Tn fi his fu—# fis his 
\ Iss fs2 fs fos fos —U foe 
| fos foe fos Fos fos fos —# Xe 
x Ly Xs | at, X 
eine Invariaute. Fiir die besondere Transformation, welche angegeben 
wurde, ist der Werth desselben bis auf einen Factor gleich 
g;? 
k;—w 
Aus der Vergleichung mit den obigen Bemerkungen ergiebt sich 
demnach, dass die Determinante (8) zu der Frage nach den Wende- 


ebenen in der Beziehung steht, welche die Untersuchung besonderer 
Lagenverhiltnisse derselben auf die der Wurzeln von 


Q=0 


zuriickfthrt. 


Wir entwickeln daher zuniichst den Werth von Q, welcher von 
der Form 


wWE+wD+wC+uB+A 
sein wird. Die Bestimmung der Coefficienten der Potenzen von mw ge- 
schieht mittelst eines Kunstgriffes, dessen wir uns in dem Folgenden 
noch hiiufig zu bedienen haben werden. Zuniichst multipliciren wir 
die letzte Horizontal- oder Verticalreihe von (8) mit mw und addiren 
zu derselben die mit den x, - - - 2, multiplicirten sechs analogen Reihen. 
Da (a) =0 so geht Q iiber in 


; 1|fe—e# hl, a 
(9) wes f o| + ml: 


Bezeichnet man nun die rechte Seite von (9) mit 
ae (Aw+ Bw +Cut+D' +E"), 
so ist E= FE’, D=D’ ete. 
Durch A ist die Determinante : 
\fu—e hie his his his hie 
fay fra—t fos fos hos hoe 
fas hoe fos —U fra hss. hae 
ha hie fas fi— fas his 


| f fsa fs fos fs— foe 
fos fea fos fos fs 
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bezeichnet , welche entwickelt die Gestalt 


B= ap? + am? + +++ ay 
annimmt, a, ist dabei gleich Eins. 
Man hai also aus (9): 


(10) { E=f, 
D=(f2) + af. 

Wir setzen jetzt: 
(11) (f)=F, 
woraus durch Differentiation: 
(12) fifa= Fi. 
Multiplicirt man jetzt die 6 ersten Verticalreihen mit den /; und addirt 
zur mit « multiplicirten letzten, so entsteht ferner: 


_1ilfa—e F| F f 
Q—= a5 | fi o | +G+ A), 


woraus 


(13) C= (iF) +¢,F + af, 
und dem entsprechend 


= (i? s(hiki re sf 
(14) . (F?) + @;(fiFi) + a, F + af 


A= F,Fyf + «, (Fe) + (fF) + a F + ef, 
A ist iibrigens die Hesse’sche Determinante von /, gerindert mit den 
a2, ein Ausdruck den wir durch 


x 
had 
bezeichnen. 

Die vollstindige Bestimmung der Coefficienten « hat keine Schwie- 
rigkeiten. a, ist offenbar gleich — 2/;;, verschwindet also, da der 
Complex sich in der Normalform befindet. Ferner ist a, gleich der 
Summe der mit Hiilfe der Diagonalglieder von A gebildeten zweireihigen 
Determinanten*) 


a, = 4(Lfiifix—2Z (fu?) = — 4 Z(fir)?. 


oF 
= = 2(m—1) Dif 


Aus 


hat man aber: 


2 BF = a(n—19 Bf) +201 n=? Dili 
k 


oder da Tfixze— 0, 


*) Baltzer, Determinanten § 26. 
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~~ 4(n — 1)? ? 
wo AF das.Resultat der Operation A in Bezug auf den Complex F ist. 


Die explicite Darstellung von «,, @, tibergehen wir, da sie fir 
das Folgende gleichgiiltig ist. Wir schreiben nun Q in der Form: 


(15) Q = a, + 4a,u + 6a,u? + 4a,u* + aut =O, 


in welcher die Coefficienten a die Coordinaten x der Reihe nach in den 
Geraden 


“a= 


5n—8 4n—6 3Bn—4 2n—2 n 
enthalten. Die Discriminante von (15) hat die bekannte Form 
(16) i} — 6j?, 
in welcher i und j die Bedeutungen 

i = 2(a)a,—a, a,+3a,’) 

J = 6 (A 44, +2 A, Ay 43 — A,° — Ay Gs? — ay? ay) 
haben, also die x in den Graden 6 — 8, 9n — 12 enthalten. Da 
f=0, so ist auch a, =O, Die Discriminante verschwindet daher 
immer, wenn die Gleichungen 

f=0, F=0 

bestehen, d. h. fiir eine Congruenz 2n(n— 1)" Grades, welche die 
singuliiren Geraden des Complexes f = 0 reprasentirt. 

Sie enthilt daher, wenn a, = 0 gesetzt wird, den Factor a,” = 0. 
In diesem Falle riicken zwei Kegelspitzen zusammen, ohne dass die 
entsprechenden Wendeebenen sich vereinigen*). Daraus folgt: 

Die Congruenz der Complexgeraden, fiir welche zwei Wendeebenen 
und gleichzeitig die zugehdrigen Kegelspitzen zusammenfallen, ist von 
der Ordnung und Classe 

n(18n— 24) — 4(n)(n—1) = 2n(Tn—10), 
ausgeschieden ist dabei die doppeltziihlende Congruenz der singuliren 
Geraden. 

Die Complexgeraden, fiir die das Doppelverhiiltniss der vier Wende- 
ebenen diquianharmonisch respective harmonisch ist, bilden zwei Congruen- 
zen, deren Ordnung und Classe durch die Zahlen 

2n(3n—4) resp. 3n(3n—4) 
gegeben ist. 


Drei Wurzeln der Gleichung (15) werden zusammenfallen, in dem 
besonderen Falle 


f=0, (fF) =0, F=0, 


*) Gleichzeitig coincidiren de beiden anderen Wendeebenen, wiahrend die 
zu ihnen gehdrenden Kegelspitzen getrennt bleiben. 
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im allgemeinen dagegen, wenn die beiden Invarianten 
i= — (4a,a,—3a,”) = 0 
j =2a,a,a, — a,’ — a,a,? = 0 
fiir sich verschwinden. Die letzteren beiden Gleichungen sind durch 
das System 
4a,a, — 3a,? =0 
2a,a, — 3a,a, = 0 
zu ersetzen, aus welchem wieder a,—0, a, =O avszuscheiden ist. 
Es existirt also eine Linienfliche singulérer Complexgeraden vom Grade 
4n(n—1)(3n—4) und eine zweite nicht singulérer Geraden vom Grade 
2 n [(6m —8) (7m — 10) — (3n—4) (2n—2)] = 12 n(3n—4)(2n—3), 
fiir welche jedesmal drei Wendeebenen und Kegelspitzen sich vereinigen. 
Wir weisen noch kurz darauf hin, dass man zu den ausgesproche- 
nen Resultaten auch leicht gelangen kann, ohne die besonderen Eigen- 
schaften der Kummer’schen Fliche vorauszusetzen. Man kann das 
folgende algebraische Theorem aufstellen, welches als eine Verall- 
gemeinerung bekannter Untersuchungen iiber das Schnittpunktsystem 
von zwei Kegelschnitten zu betrachten ist: 
Damit zwei quadratische Gleichungen mit n homogenen Variabelen 
A>=Yyr Gin —O, 
B= yiyr dix = (0), 
und die n — 3 linearen 
a/y,= 0, @,’y,=0--- ap—fy, = 0 
zwei oder drei gleiche Wurzeln y besitzen, muss die cubische Gleichung 
in uw, welche entsteht, wenn man die Determinante der Function 
A—wuB 
mit den Coefficienten der n — 3 linearen Gleichungen réndert, zwei oder 
drei gleiche Wurzeln haben, 


Den Beweis dieses Satzes kann man in der folgenden Form geben. 
Wir bezeichnen die genannte geriinderte Determinante mit 


TT = (Q: a’ a?... a—), 


sie ist eine Invariante in Bezug auf beliebige lineare Transformationen 


der y. Transformirt man daher die y in neue Variabele » der Art, 
dass die Form 


an—Sy. iibergeht in 7, , 
so geht das vorgelegte System von » — 1 Gleichungen mit » Variabe- 
len in ein neues von » — 2 Gleichungen mit » — 1 Variabelen iiber, 


TT aber in die nach demselben Gesetze aus diesem abgeleitete Deter- 
minante : 
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TT = (2: BB --- B"~*), 
nach welchem TT aus dem ersten System gebildet wurde. Der Satz ist 
daher erwiesen fiir » Variabele, sobald er fiir n—1 giiltig ist. Bekannt- 
lich findet er aber statt fiir drei Variabele u. s. w. 
Wendet man das genannte Theorem auf die Gleichungen 


4 Yr fix =O, (yf) =0, (ya4)=0, (y)=—0, 
denen man noch die willktirliche lineare 


(ya) =0 

hinzufiigt, so ergiebt sich ohne weiteres nach Absonderung des Factors 
(az)? vermége (x?) = 0, f= die Determinante (8), welche nun aber 
von vornherein als cubische Gleichung fiir u zu betrachten ist und die 
besonderen Fille, die oben betrachtet wurden, nicht mehr enthilt. 

Fiir den Complex zweiten Grades ist beispielsweise die Congruenz 
der singuliren Linien vierter Ordnung und Classe, die Congruenz der 
die singuliire Fliiche beriihrenden Complexgeraden von der sechszehnten, 
die Congruenz der die niimliche Fliiche iiquianharmonisch oder harmo- 
nisch schneidenden Complexgeraden von der achten resp. zwolften 
Classe und Ordnung. Die Linientliche der singuliiren Haupttangenten 
ist 16" Grades, die der Complexgeraden, welche zugleich Haupttangen- 
ten sind, vom achtundvierzigsten. Man kann diese Zahlen unmittelbar 
aus dem Umstande herleiten, dass die singuliire Fliche von der vierten 
Ordnung und Classe ist. In einer beliebigen Ebene liegt daher die 
Complexcurve zweiter Classe und die Schnitteurve mit der singuliren 
Fliiche, d. h. eine Curve 4 Ordnung und zwélfter Classe. Beide 
Curven beriihren sich in vier Punkten, die gemeinsamen Tangenten 
in denselben sind die doppeltziihlenden aus singuliren Linien, die 16 
weiteren gemeinsamen Tangenten geben die Classenzahl der Congruenz ~ 
an, deren Gerade die singuliire Fliche beriihren und dem Complexe 
als nicht singulire angehéren. Da ferner durch den Beriihrungspunkt 
a einer nicht singuliren Linie mit der singuliren Flaiche eine singu- 
lire Linie des Complexes hindurchgeht, so gehéren alle Tangenten im 
Punkte ‘a dem Complexe an, die Congruenz 16'** Ordnung und -Classe 
besteht also aus lauter ebenen Strahlbiischeln, deren Centra eine Haupt- 
tangentencurve der singuliiren Fliche bilden, und deren Ebenen Schmie- 
gungsebenen dieser Curve sind. Diese Haupttangentencurve ist daher 
selbst von der 16'" Classe und Ordnung. Nach bekannten Unter- 
suchungen bilden ferner die Geraden, welche eine ebene Curve vierter 
Orduung iquianharmonisch resp. harmonisch schneiden, eine Curve 
vierter resp. sechster Classe, womit sich die niimlichen Zahlen wie 
vorhin fiir die entsprechenden Congruenzen der Complexgeraden ergeben. 

Wir wenden uns jetzt zu einigen anderen Untersuchungen tiber 
die Wendeebenen. Durch eine beliebige Gerade y kann may eine be- 
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stimmte Zahl von Ebenen legen, welche Complexkegel stationir be- 
rihren. Den Gleichungen 


yz) =0 
gf =0 
Yi Ye fix =O 
f = 0 
(2?) =O 
entsprechend, welche 2(n—1)(m—2) Wurzeln x geben, kann man 
den folgenden Satz behaupten: 
Durch jede Gerade des Raumes lassen sich 2 n(n— 1) (n— 2) 
Wendeebenen von Complexkegeln legen. 
Oder auch 


Unter den stimmtlichen Complexcurven, deren Ebenen die Gerade 
y enthalten, befinden sich 2n(n—1)(n—2), welche eine Spitze auf y 
haben. 

Ist y eine Gerade des Complexes selbst, so existiren also 4° 
Complexcurven, fiir welche y Spitzentangente ist, ausserdem noch 
2n(n— 1) (m—2) — 12 andere, deren Spitzen auf y liegen. 

Auf den Kanten des Complexkegels n'*" Ordnung, der von einem 
beliebigen Punkte des Raumes a ausgeht, bilden die Spitzen der Kegel, 
fiir welche dieselben Wendekanten sind, eine Raumeurve, deren Ord- 
nung leicht zu bestimmen ist. Da nimlich der Complexkegel von a 
selbst 3m (n—2) Wendekanten hat, so ist a ein ebenso vielfacher 
Punkt der Curve, von der ausserdem in jeder durch a gehenden Ebene 
4n Punkte liegen. Ihre Ordnung ist daher n(3n—2). Diese Curve 
wird nach den vorigen Betrachtungen 2(7n— 10) Kanten des Kegels 
beriihren, welche nicht singulire Linien des Complexes sind, ausser- 
dem die 2(m—1) singularen Geraden. Dualistisch entsprechend um- 
hiillen die Wendeebenen, welche zu den Complexlinien einer beliebigen 
Complexcurve gehéren, eine Curve n(3n—2)* Classe. 

Wir betrachten ferner die Complexcurve in einer beliebigen Ebene. 
Auf jeder Tangente derselben liegen vier Punkte, deren Gesammtheit 
eine Curve bildet, deren Ordnung wir bestimmen wollen. Wir be- 
dienen uns zu diesem Zwecke des in der Folge*) zu beweisenden Satzes, 
dass die Linienflache, welche von den Geraden eines (speciellen) linearen 
Complexes gebildet wird, die zugleich Wendekanten von Complex- 
kegeln eines Complexes n'e" Grades sind, vom Grade 4(3n—A4) ist. 
In einer beliebig durch die Axe des speciellen linearen Complexes ge- 
legten Ebene liegen nun erstens 3 n(n —2) Erzeugende dieser Fliche, 


*) Vgl. § XII. 
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— die 3n(m—2) Spitzentangenten der Complexcurve — zweitens 2 
andere, welche fiir die Complexkegel der 2 Punkte, in denen jene 
Erzeugenden die Axe treffen, selbst Inflexionskanten sind. Durch einen 
beliebigen Axenpunkt gehen dagegen 3 (n—2) Inflexionskanten des 
Complexkegels, ausserdem noch x andere Erzeugende, welche den x 
eben betrachteten dualistisch entsprechen. Man hat daher: 


2a -+ 6n(n—2) = 4n(3n—4) 
x= n(3n—2). 


Zieht man daher in der Ebene. der Complexcurve eine Gerade y, so 
liegen auf derselben »(3n— 2) Spitzen von Kegeln, deren Wendekante 
mit einer Geraden der Complexcurve zusammenfillt. Die Ordnung der 
fraglichen Curve ist daher (3n—2)n, sie geht ausserdem durch die 
3n(n—2) Spitzen der Complexcurve und beriihrt dieselbe in 2n(nm— 1) 
weiteren Punkten. 

Uebertragen wir diese Betrachtung auf den Complexkegel eines 
beliebigen Punktes, so ergiebt sich noch: 

Die Wendeebenen, welche durch die Kanten eines beliebigen 
Complexkegels gehen, wmhiillen einen Kegel n(3n—2)'*" Classe. 

Wir betrachten jetzt die Undulationsebenen der Complexkegel. Es 
sei y eine Gerade, welche durch eine Kegelspitze in der Undulations- 
ebene gezogen ist. Es bestehen dann die Gleichungen: 

(yx) =0, (yf) ub. 

YiYe fix = 9, Yi Ye Yifias =O. 

f =—0, @ —0. 
Eliminirt man die x, so entsteht eine Gleichung in y, welche vom 
Grade 
2n(n —1) (n —2) (n—3)+-2 n(n — 2) (n — 3)+-4 n(n—1)(m—3)+-6 n(n —1) (n—2) 
ausfiillt. Da aber die ersten vier Gleichungen in Verbindung mit 
(y’) = 0 zwolf gleiche Wurzeln y = x haben, so muss die Resultante 
den Factor f'? erhalten. Wir erhalten daher, wenn 12” abgezogen 
wird, einen Complex vom (rade 

2n(n' — Iln+ 6), 

dessen Gerade sich zu zweifach unendlich vielen Biischeln anordnen, 
deren Mittelpunkte eine gewisse Fliche bilden, welche der von ihren 
Ebenen umhiillten als reciprok zu betrachten ist. Man kann die Ord- 
nung resp. Classe dieser Fliichen angeben. Die Bedingung, unter 
welcher eine ebene Curve »'*' Ordnung einen Undulationspunkt hat, 
ist eine Invariante, welche die Coefficienten derselben im Grade 
6(n—3)(3n-—4) enthilt*). Daraus folgt, dass die Flache der Complex- 


*) Salmon, Héhere Ebene-Curven, p, 425, 
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kegelspitzen mit Undulationskante vom Grade 4 n(m—3) (3n——4) ist*). 
Auf ihr befindet sich eine Doppelcurve mit einer gewissen Zahl von 
dreifachen Punkten, sie entspricht den Spitzen von Complexkegeln mit 
zwei resp. drei Undulationskanten, ferner eine Riickkehrcurve, Ort der 
Spitzen von Kegeln mit fiinfkantig beriihrenden Ebenen. Beide Curven 
begegnen sich in Punkten, die in zwei Gruppen zerfallen. Die der 
ersten sind stationire Punkte der Doppeleurve, der Complexkegel hat 
eine einfache und eine héhere Undulation, die zweiten stationar fiir 
die Riickkehreurve, der Complexkegel hat eine sechskantig beriihrende 
Ebene. Die dualistischen Betrachtungen greifen fiir die zweite Fliche 
Platz. 

Soll die Congruenz der Undulationskanten von Complexkegeln be- 
stimmt werden, so ist aus den Gleichungen (3), denen wir noch die 
willkiirliche 

(ay) =0 
hinzufiigen, y zu eliminiren. Dabei muss sich der Factor @, in einer 
gewissen Potenz aussondern lassen. Es werden aber die a bei der 
Elimination im 12'" Grade auftreten. Denn man kann sich die Re- 
sultante der Gleichungen (3) dadurch gebildet denken, dass die zwolf 
Wurzeln der Gleichungen (3) in @, substituirt werden und nun der 
Werth der symmetrischen Function 


V = T(«!) (a?) - - + (al?) 
als Function der « ausgedriickt wird. Da aber die 12 Wurzeln der 


genannten Gleichungen simmtlich gleich x sind, so wird V den Factor 
(a,)'* enthalten. Andererseits werden die x in der Resultante im Grade 


12 + 12(m—1) + 6(n—2) + 4(n—83) 
auftreten. Setzt man also 
V =(a,)"M, 
so ergiebt sich als Bedingungsgleichung 
M=0, 


welches die x im Grade 2(11 »—18) enthilt. Wir ziehen daraus den 
Schluss : 


Die Congruenz der Undulationskanten der Complexkegel eines 
Complexes nie’ Ordnung ist von der Ordnung und Classe 
2n(llm—18). 
Die vollstindige Darstellung der Resultante erfordert die Elimi- 


nation aus einer Gleichung dritten Grades, zwei quadratischen und 
drei linearen Gleichungen. Nun ist es zwar sehr leicht, eine Resul- 


*) Vgl. Clebsch, Math. Annalen, Bd. V, p, 441. 
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tante derselben zu bilden, doch scheint es schwierig, die iiberfliissigen 
Factoren aus derselben wirklich auszuscheiden. 


Wir gehen weiter zur Betrachtung der Doppeltangentialebenen von 
Complexkegeln. 


Es sei x eine Gerade des Complexes. Die Gleichungen 
(yx) =0 
(yf) =0 
driicken die simmtlichen Geraden in den Tangentialebenen der Complex- 
kegel lings x aus, welche durch die entsprechende Kegelspitze gezogen 


sind. Damit eine solche Ebene Doppeltangentialebene des Kegels werde, 
muss die Discriminante von: 


f(x + ay) = ""=" arf AAs 4... Af = vYy, 2) 


verschwinden. Dieselbe ist in den # vom Grade (mn — 2) (n — 3), in 
den y vom Grade (n + 2) (nm — 3). 
Die drei Gleichungen 

(yf) =0 

(yx) = 0 

y =0 
bestimmen daher eine Linienfliche vom Grade 2(n-+ 2)(n—3), gebildet 
von den Geraden y. Sie list sich selbstverstindlich in ebenso viel 
ebene Strahlbiischel auf, deren Mittelpunkte auf x liegen, deren Ebenen 
durch w gehen. Daraus ergiebt sich: 

Unter den Tangentialebenen lings einer Geraden des Complexes 
befinden sich 2(n-+ 2) (n—3) Doppeltangentialebenen. Unter den 
Complexcurven, deren Ebenen durch eine Gerade des Complexes gehen, 
befinden sich 2(n-+2) (n—3), welche in einem Punkte derselben einen 
Doppelpunkt haben, dessen eine Tangente mit der némlichen Geraden 
coincidirt. 

Andererseits ergeben die Gleichungen 

f=90, (yf) =9,. (yx) =0, y=0, (a*) = 0 
fiir einen beliebigen Werth von y 2(m—1) (n—2) (n—3) Lésungen 
fiir x. Dieselben beziehen sich paarweise auf die Doppeltangential- 
ebenen, welche man durch y an Complexkegel, deren Spitzen sich auf 
y befinden, legen kann. 

Durch eine beliebige Gerade des Raumes gehen demnach 

n(n— 1) (n—2) (n—3) 

Ebenen, welche Complexkegel doppelt beriihren. Unter den Complexcurven, 
deren Ebenen eine beliebige Gerade enthalten, befinden sich ebensoviele 
mit einem auf derselben liegenden Doppelpunkte. 
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Ist endlich y eine Gerade des Complexes, so ergiebt sich noch: 
Unter den Complexcurven, die eine Gerade des Complexes beriihren, 
giebt es 


n(n — 1)(n— 2) (n—3)—4(n-+2)(n—3) =(m—3) (n— 4)(n?-+n+2), 
welche einen auf y liegenden Doppelpunkt haben, dessen Tangenten 
von y verschieden sind. 

Es eriibrigt einige Bemerkungen iiber die weiteren Singularititen 
hinzuzufiigen. 5 

Es ist eine Bedingung erforderlich, wenn eine Curve n't Ordnung 
eine dreifache Tangente haben soll. Die Spitzen der Complexkegel 
mit einer Tritangentialebene bilden eine Fliche, welcher dualistisch 
die Enveloppe dieser Ebenen entspricht, in denen sich Complexcurven 
mit dreifachem Punkte befinden. Die Ordnung derselben ist 

+ (n—3) (n—4) (n—5) (n?+3n—2). 

Sie enthilt eine Doppelcurve mit einer gewissen Zahl dreifacher 
Punkte, entsprechend den Fillen, wo der Complexkegel zwei oder drei 
dreifache Ebenen besitzt. Ferner befindet sich auf ihr eine Cuspidal- 
curve héherer Art, deren Punkten Kegel mit einer vierfachen Beriih- 
rungsebene entsprechen, auf welcher besondere Punkte liegen, welche 
der Doppeleurve angehéren und deren Kegel eine fiinffache Ebene 
haben. Andererseits kann ein Complexkegel auch eine dreifache und 
eine zweite vierfache Beriihrungsebene haben, seine Spitze befindet 
sich dann in einem stationiren Punkte der Doppeleurve, welche der 
Riickkehreurve angehdrt. 

In gleicher Weise existirt eine Fliche der Ordnung: 

2 n(n—3) (n—A4) (n?+6n—4). 

deren Punkten Kegel mit einer unistationiren Doppeltangentialebene 
entsprechen. Die Ebenen einer Fliche gleicher Classe enthalten 
Complexcurven mit dreifachem Punkte, von dessen Zweigen zwei eine 
Spitze bilden. Die erstere Fliche enthilt eine Doppelcurve mit drei- 
fachen Punkten, gebildet von den Spitzen von Kegeln, die zwei oder 
drei Beriihrungsebenen der genannten Art haben, eine Riickkehrcurve, 
welche dem Falle entspricht, wo von den Beriihrungskanten einer drei- 
fachen Ebene die eine Wendekante ist, ausserdem noch eine hohere 
Cuspidaleurve, welche den Doppelwendeebenen zugehért u. s. w. 


III. 


Der lineare und conische Polarcomplex und die singulare Flache des 
Complexes. 


Den drei Wurzeln der cubischen Gleichung (15) II. kann man 
eine directe geometrische Bedeutung unterlegen, welche mit der Theorie 
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des linearen Polarcomplexes zusammenhiingt. Die einfach unendliche 
Schaar linearer Polarcomplexe (1) fiir eine Gerade x ist bekanutlich 
gegeben durch die Gleichung: 
(1) (vf) + u(yz) =0, 
in welcher uw einen willkiirlichen Parameter vorstellt. 

Der lineare Polarcomplex fiir eine benachbarte Gerade x + dz, 
welche durch die Gleichungen 
(2) (edz)=0, (kdz)=—0, (fdz)=0, 
in denen die k willkiirliche Coefficienten bedeuten; bestimmt ist, hat 
daher die Gleichung: 
(3) yi (Ofit+udx;+xdu) + yi(fitps) =0. 
Damit derselbe identisch sei mit einem der Polarcomplexe der Geraden 
x, miissen die 6 Gleichungen 
(4) Of + ude, + mde —dtfitua) 
sammt den Gleichungen (2) bestehen, d¢ ist als willkiirliches Differen- 
tial eingefiihrt. Addirt man die Gleichungen (4), nachdem sie der Reihe 
nach mit 2,2, +--+, multiplicirt wurden, so entsteht 

xOf; + (x dz)ju=—0. 

Von den Gleichungen (2) ist daher eine, etwa (fda) - = 0 tiberfliissig. 
Setzt man jetzt: 


Of: = (n—1)[firda,+fi2dae+ fisdxs+ fisdas+ fisdas+ fied xe], 


so kann man die Differentiale dx, du, dt aus den 8 Gleichungen (4) 
(2) eliminiren und erhilt nach Absonderung des Factors (kz) 


6) ENTE peal 

Xj 
eine Gleichung, die im Wesentlichen mit IJ. (8) identisch ist, Ihre 
drei Wurzeln mu, w, 4, beziehen sich auf drei unendlich nahe Geraden 
z+dzxz', x+dxz", «+dz” des Complexes, fiir welche jedesmal 
einer ihrer linearen Polarcomplexe zugleich linearer Polarcomplex von 
« ist. Dabei bestehen zwischen den Differentialen dx’ dx” dx” die 


Beziehungen, welche aus der Theorie quadratischer Formen bekannt 
sind: 

(dx’ du”)=0. 

(da” dz’) =0. 

(dx dx’)=0. 


Von jeder Geraden des Complexes aus giebt es also drei durch ihr 


*) Die Grésse w gehért in dieser und allen folgenden Determinanten analoger 
Art nur den Diagonalelementen f,; an. 
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Verhalten zu einem linearen Polarcomplexe ausgezeichnete Fortschrei-. 
tungsrichtungen. Sie bestimmen die Elemente von drei Linienflaichen, 
welche sich in der Geraden x schneiden, es sind dieselben, welche von 
Herrn Klein als Hauptflichen des Complexes bezeichnet werden*). 

Wenn die Discriminante von (5) verschwindet, so fallen zwei der 
Fortschreitungsrichtungen zusammen. Zugleich wird dann (dz?) = 0. 
In diesem Falle beriihren sich also zwei Hauptflachen in der betreffen- 
den Geraden x, welche singuliire Erzeugende derselben ist. 

Wir betrachten jetzt den wichtigen Fall, wo die linearen Polar- 
complexe speciell sind. Die Bedingung dafiir ist 

f?)=F=0. 
Man kann dann die /; als Coordinaten einer Geraden £; auffassen, 
welche wegen 
(xf) = 0 

die Gerade x schneidet. Die ganze Schaar der linearen Polarcomplexe 
ist speciell, ihre Axen bilden das durch die Geraden x€ bestimmte 
Strahlbiischel. Die Gerade x heisst eine singuliére Linie des Complexes, 
E; ihre zugeordnete**), der Punkt (x&) der singuliire Punkt, die Ebene 
(x) die singuldre Ebene. Jedem Punkte der Geraden x entspricht in 
Bezug auf den linearen Polarcomplex die Ebene (x&). Alle Complex- 
kegel, deren Spitzen auf x liegen, beriihren daher die singulire Ebene 
lings der Geraden x. Nur dem Punkte (x&) ist keine bestimmte Ebene 
des linearen Polarcomplexes mehr zugeordnet. Zieht man nun eine 
Gerade z, welche x und & schneidet, so ist wegen 


(ex) = 0, (2&) = 0, 
fears) =~ (eiefis) HBC) 


Diese Gleichung zeigt, dass von den Geraden des Biischels z+ Az, 
wie auch z gewahlt sein mag, immer nur » — 2 von & verschiedene 
dem Complexe angehéren. Verstehen wir unter z Gerade durch den 
singuléren Punkt, so folgt: 

Der Complexkegel im singuliren Punkte hat die singulire Gerade 
zur Doppelkante. 

Wird z so gewahlt, dass ausserdem 


2; 2, fi i= 0 
ist, so hat der Complexkegel des singuliiren Punktes mit der Ebene xz 


*) Math. Annalen, Bd. V, p. 271. 

**) Diese Gerade besitzt iibrigens keine weiter ausgezeichnete Lage, sie kann 
durch jede andere des Biischels «-+ 1£ ersetzt werden, wenn kein Gewicht auf 
die Normalform des Complexes gelegt wird. Herr Klein nennt daher alle Geraden 
dieses Biischels zugeordnete der singuliren. 





Ueber Complexe und Congruenzen. 79 


drei consecutive Kanten gemein. Es geschieht dies fiir zwei Ebenen, die 
Tangentialebenen des Complexkegels in der Doppelkante. Es sind zu-— 
gleich die beiden Ebenen, in welche der Complexkegel des conischen Polar- 
complexes fiir diesen Punkt <legenerirt. 

Wir schliessen daran die dualistische Betrachtung. Da die Gerade 
a in jeder durch sie gelegten Ebene fiir zwei unendlich nahe vom 
singuliren Punkte auslaufende Complexgeraden ziihlt, so haben alle 
Complexcurven in solchen Ebenen den singuléren Punkt zum Beriihrungs- 
punkte mit der Geraden x. Nur fiir die singulire Ebene wird der 
Tangentialpunkt unbestimmt. Verstehen wir jetzt unter z diejenigen 
Geraden, welche in der singuliiren Ebene liegen, so entsprechen der 
Bedingung 2;2;f;, = 0 zwei ebene Strahlbiischel in dieser Ebene, deren 
Mittelpunkte auf « liegen, es sind die beiden Biischel, in welche die 
betreffende Complexcurve des conischen Polareomplexes degenerirt. In 
ihnen beriihrt zugleich die Complexcurve des Complexes f = 0 die singu- 
lire Linie, letatere ist daher eine Doppeltangente derselben. 

Man kann sich hiervon auch durch eine directe Untersuchung der 
Linienfliiche 

(ez) =0, (2f) =90, 2ikefix =O 
tiberzeugen. Sie besteht, wie im allgemeinen Falle (II.) aus vier ebenen 
Biischeln mit einer gemeinsamen Geraden, zwei derselben haben eine 
gemeinschaftliche Ebene, die singuliire Ebene, die beiden anderen einen 
gemeinschaftlichen Mittelpunkt, den singuliéren Punkt. 

Wir unterscheiden also’ auf den Geraden der Congruenz 

f=0, F=0 
den singuliren Punkt und die singulire Ebene. Den zweifach unend- 
lich vielen Geraden der Congruenz entsprechend giebt es eine Fliche 
der singuliiren Punkte und singuliren Ebenen. 

Die Fliche der singuliren Punkte ist nun, wie Herr Pasch*) 
zuerst allgemein bewiesen hat, identisch mit der Fliche der singuliren 
Ebenen, jede singulire Ebene beriihrt die Fliche der singuléren Punkte 
im singuliren Punkte selbst. Wir beweisen diesen Satz folgender- 
massen. . 

Es seien x, § die Elemente einer singuliiren Ebene und ihres singu- 
liren Punktes. Die Elemente einer benachbarten singuliren Ebene 
sind dann gegeben durch: 

z=a2+dz, 


g’' = § + dé, 


(v't)=0, (wk) =0. 
Die vier Geraden xx’ & &’ bilden also, da sie sich zu je zweien 


dabei ist 


*) Pasch, Habilitationsschrift, Giessen 1870. 
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unter einander schneiden, ein unendlich kleines windschiefes Vierseit, 
dessen Diagonalen die Verbindungslinien der unendlich nahen singu- 
laren Punkte respective der Schnitt der unendlich nahen beiden singu- 
liren Ebenen sind. Daraus geht aber hervor, dass die consecutive 
singulire Ebene (x’§’) immer durch den singuliiren Punkt (x&) geht, 
womit der Beweis des genannten Satzes geliefert ist. 

Wir bezeichnen die Fliche der singuliren Punkte und Ebenen 
kurz als singulire Fiche des Complexes. 

Im singuliren Punkte besteht der Kegel des conischen Polar- 
complexes aus den beiden Ebenen E, E,, die Complexcurve der singu- 
laren Ebene aus den beiden Biischeln e,e,, Wir betrachten jetzt den 
Complex F =—0. Sein Complexkegel hat im singuliren Punkte lings 
der Geraden x die Tangentialebene F’, es ist diejenige Ebene, welche 
diesem Punkte durch den linearen Complex 

_ YF)=0 
zugeordnet ist. Um die Lage der beiden Ebenen FE, FE, zu bestimmen, 
nehmen wir zu der Geraden & die beliebig gewiihlte v hinzu, welche 
durch den singuliren Punkt in der Ebene F' gezogen ist. Wir haben 
dann ein Strahlbiischel f + 4v = — + Av, die beiden Strahlen desvel- 
ben, welche dem conischen Polarcomplexe angehéren, bestimmen die 
Lage der genannten Ebenen. Es ist nun: 


2hefir = fifefix + 2 4(v;F%) + Mofix= 0 
4,=f, +10, 


die quadratische Gleichung, welche die beiden Werthe von 4 bestimmt. 
Da ferner 
(oF)=0 
so ergiebt sich 
(6) KFi + Poni =O. 

Wir entnehmen hieraus den Satz: 

Die Ebene F, welche den Complexkegel von F im singuliren Punkte 
liings x beriihrt, ist die vierte harmonische zur singuldren Ebene und den 
beiden Ebenen E, E,, in welche der Kegel des conischen Polarcomplezes 
fiir den néimlichen Punkt zerfillt (den Tangentialebenen des Complex- 
kegels von f in seiner Doppelkante. 

Man kann der angewandten Bezeichnung einen dualistischen Sinn 
unterlegen. Unter den Complexkegeln von F' liings der singuliren 
Geraden giebt es einen, dessen Tangentialebene die singuliire Ebene 
ist, die Spitze desselben sei f. Alsdann verstehen wir unter v eine 
Gerade in der singuliren Ebene durch den Punkt f und erhalten aus 
Gleichung (6): 


*) Die Betrachtungen iiber die singulire Fliche riihren zum Theil schon von 
Pliicker her, die letzteren beiden Siatze sind inzwischen auch von Herrn Pasch 
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Der Punkt f, fiir welchen der Complexkegel von F die singulire 
Ebene in der singuliren Geraden beriihrt, liegt zum singuléren Punkte 
und den beiden Punkten e,e,, in welche die Complexcurve des conischen 
Polarcomplexes in der singuléren Ebene sich auflist (den Beriihrungs- 
punkten der Complexcurve von f mit ihrer Doppeltangente x), harmonisch. 

Mit der Theorie der singuliiren Fliche steht nun eine zweite Gruppe 
von Singularititen des Complexes in Verbindung, welche wir spiiter 
genauer untersuchen werden. Zuvor ist es néthig, die singulire Iliche 
von dem allgemeineren Gesichtspunkte aus zu betrachten, den auch 
Herr Pasch in seiner Arbeit zu Grunde gelegt hat. 


IV. 
Theorie der Congruenzen und ihrer Brennflichen. 


Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung der Congruenz (mmn)' Ord- 
nung und Classe, welche durch zwei Complexe 
(1) f=0, gO 
vom n** und m'*" Grade bestimmt ist. : 

Auf jedér Geraden x, welche den Gleichungen gentigt, giebt es 
zwei Punkte FF, fiir welche die Tangentialebenen EF, EF, der zu- 
gehérigen Complexkegel coincidiren, entsprechend den beiden Werthen 
von y, welche die Gleichungen 


(yf) =90 

(yp) =0 

(yz) =0 

(ya) =0 

(y’) =9 
liefern. F', F, heissen die Brennpunkte, E,E, die Brennebenen der 
Geraden x. 

Analytisch lassen sich die Brennebenen resp. Brennpunkte folgender- 
massen bestimmen. Die simmtlichen unendlich nahen Geraden der 
Congruenz befriedigen die Gleichungen der beiden Tangentialcomplexe: 

Yf)=9, (yg) =0. 

Unter den Complexen des Biischels 


(yf) + 4(yp) = 9 
giebt es nun zwei specielle mit den ‘Directricen 


ausgesprochen worden Crelle’s Journal, Bd. 76 (vgl. auch Klein, Math, Annalen, 
Bd. V, p. 275). Die Darstellung des Textes, welche unmittelbar an die Principien 
der Liniengeometrie anschliessend, die Verhiiltnisse mit den bekannten Eigen- 
schaften eines Complexes zweiten Grades in Verbindung bringt, diirfte mehrere 
Punkte erledigen, welche der bisherigen Auffassung weniger zugiinglich waren, 
Mathematische Annalen, IX. 6 
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“a= f+ Agi, 
4’ =fi+ 4.9:, 
wobei 4,4, die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 


(3) (f?) + 24(fg) + 2(g*) = 0 
sind. Die beiden Punkte, in denen x von 2’2” geschnitten wird, sind 
die Brennpunkte F, F,, die Ebenen (xz) (x2’) die zugehérigen Brenn- 
ebenen. 

Wir betrachten jetzt eine unendlich nahe Gerade x =a + dz 
der Congruenz, fiir welche demnach 


(adz) =0, (pdx) = 0, (fdx) =0, (kdxz) =0. 
Es entsprechen derselben die Directricen: 


B= ft Ag+ Of + 4,99: + gidd,. 
bi Ti + 4,91 + Of + 4,99: + gidd,. 

Es ergeben sich daraus die Gleichungen: 

(zf)=0, (we")=0. 
(x 2’) =0, ( 2”) =0. 
(vi g)=0, (wg")=0. 
(2 2’)= 0, (2’2") = 0. 

Die Geraden 2x’ €'2', sowie xa'z’§" bilden daher ein unendlich 
kleines windschiefes Vierseit. Daraus geht hervor, dass die consecutiven 
Ebenen von (x2’), (xz"), niimlich (z,'€') (2’§”) durch die Brennpunkte 
F,F, gehen. Folglich umhiillen die Ebenen die Fliche der Brenn- 
punkte. Es sind aber (x2’) (xz) die Brennebenen der Punkte F, F,. 
Damit ist der bekannte Satz bewiesen, den zuerst Herr Pasch iiber 
die doppelte Generation der Brennflichen gegeben hat: 

Die stimmtlichen Geraden der Congruenz sind Doppeltangenten ihrer 
Brennfliche. Jedem der beiden Beriihrungspunkte I’, F’, entsprechen als 
Tangentialebenen der Brennfliche die Brennebenen der Punkte F,F,. 


Die Coordinaten y einer beliebigen Tangente der Brennfliche sind 
daher dargestellt durch 


(4) ey =a + fit Agi. 
Und man erhilt die Gleichung der Brennfliche in Liniencoordinaten 
durch Elimination der 7, 4, uw, @ aus den Gleichungen (4) (3), sowie 


(5) f=0, go=0, (#)=0. 


Die letzteren drei Gleichungen nebst der Gleichung (3) kann man, 
da (y?) =O vorauszusetzen ist, ersetzen durch die Gleichung 


(xy) = 0 
und irgend zwei der Gleichungen (5). 
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Es sei beispielsweise f vom ersten Grade gleich 
a,=(Q, 
gm ein Complex zweiten Grades 2;2,a;,—0. Die Gleichungen (4) 
lauten dann 
OYi = UX; + a; + Aa 
und die Gleichung der Brennfliche ist die Discriminante nach © der 
Determinante 
aiz—9 QA Yi | 
ak 0 0 | = 0 ? 
Yr 0 0} 
also in den y vom zwolften Grade. 

Kiner beliebig durch x gelegten Ebene A entsprechen in Bezug 
auf die Complexe f und @ zwei Punkte als Spitzen der diese Ebene 
lings x beriihrenden Complexkegel. Dieselben bilden mit den beiden 
Brennpunkten auf x ein bestimmtes Doppelverhiiltniss, dessen Werth von 
der Lage der Ebene A unabhingig ist. Um dasselbe zu bestimmen, 
ziehen wir in derselben durch die beiden Brennpunkte zwei Gerade 


yr, s, welche sich unter einander schneiden. Es bestehen dann die 
Gleichungen : 


(rz)=0, (sz)=0, 


(rf) + 4, (ry) =0, 
(sf) + Aa(sp) =0. 
Denkt man sich nun die Spitzen der beiden Complexkegel durch 
die Strahlen r + u,s, r+ us bestimmt, so ist ferner: 
(rf) +m (sf) =9, 
(rp) + 4(sp) = 9. 
Das Doppelverhiiltniss der vier Geraden 


Yr; S, r+ ms, r+ fl, 8 
ne _ (rf) rl (sf) Ay 


Me (rp) * (8p) de” 
also durch die Wurzeln der Gleichung (3) vollkommen bestimmt. 
Dabei ist 
C+? . 2. 
6) & —~ Fe 
Es giebt daher eine Linienfliche von Complexgeraden, bestimmt 
durch die Gleichungen (1) und (6), fiir welche das Doppelverhiiltniss den 
constanten Werth 0 besitet. Ihr Grad ist 
4nm(m-+-n—2), 
thr Geschlecht 2mn(m+n—2)(3m+3n—8) +1. Ist insbesondere 
: G* 
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(fe) = 0, so ist das Doppelverhiiltniss harmonisch, die Lage der Kegel- 
spitzen zu den Brennpunkten eine involutorische. Die Linienfliche der 
Involution ist vom Grade 

2nm(m+n— 2). 

Es kann der Fall eintreten, dass fiir alle Congruenzgeraden die 
Bedingung (fy) = 0 erfiillt ist. Die Complexe mégen dann involuto- 
rische heissen. 

Damit ein Complex zweiten Grades a;,2;2, = 0 mit einem linearen 
Complexe a, = 0 in Involution liege, miissen die Gleichungen: 

aA7=00,, kK—1,2,3---6 
bestehen. Die Determinante derselben, gleich Null gesetzt, ist eine 
Gleichung sechsten Grades fiir 9, deren Wurzeln sechs lineare Complexe 
liefern, die mit dem gegebenen in Involution liegen. Bezeichnet man 
die den sechs Wurzeln entsprechenden Coefficienten derselben durch 
Gj1 Hig js Aja js Aig, 
so ergiebt sich 
(@iy Oj) = 0 ? 
wenn *, s irgend zwei verschiedene Zahlen der Reihe 1, 2,3, 4, 5,6 
sind. Je zwei der linearen Complexe liegen also auch untereinander 
in Involution. Die Coefficienten derselben geben zugleich die Trans- 
formation der Gleichung a;,2;x, = 0 auf ihre kanonische Form: 


O14? + 0242” + 03437 + 044s? + 0545” + O64 =O, 


wihrend (z*) in (y?) tibergeht. Setzt man niimlich: 
X= iN + 2 Y2 + Qi3 Ys + Oia Ya + is Ys -+ Hi6 Ye 
und bestimmt die absoluten Werthe der «; so, dass 


(a )—=1, s—1,2--6, 
so ist umgekehrt 


Yi = 01; Ly + Oy Le + 3; %3 + O45 Ly + 55X5 + Gite, 


woraus 
— 
(y, ) = (z, ) 

und 

a Oy = Yy He Oy Ye 6 M%> 

mithin 
9 
FU, 45, = Y; 


i 


Q; 
wird. 


Die beiden zu einer Congruenzgeraden x gehdrenden Brennpunkte 
werden zusammenfallen, wenn die Discriminante 
(fy)? — (7°) (¥") 
von (3) verschwindet. Dem entsprechend giebt es eine Linienfliiche vom 
Grade 4mn(m-+n—2), deren Erzeugende vierpunktige Tangenten der 
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Brennfliche sind*). Die Beriihrungspunkte derselben auf der Brenn- 
fliche bilden eine Curve, die als Curve vierpunktiger Beriihrung be- 
zeichnet werden mag. Wir bemerken dabei, dass ausser derselben 
noch weitere Curven vierpunktiger Beriihrung auf der Brennfliche vor- 
handen sind, deren vierpunktige Tangenten nicht Geraden der Con- 
gruenz sind. 

Die Gleichungen f= 0, mp = 0, (f*) = 0 bestimmen eine Linien- 
fliche vom Grade 4n(n—1)m. Die Gerade x ist dann eine singulire 
Linie des Complexes, eine der zugehérigen Brennebenen (2, f) coinci- 
dirt mit der singuliren Ebene der singuliren Flache des Complexes 
f=0. Daraus ergiebt sich der Satz: 

Die Brennfliche von f und  beriihrt die singultiren Flichen dieser 
beiden Complexe nach der ganzen Erstreckung von zwei Curven, den Beriih- 
rungscurven von zwei Linienflichen 4n(n—1)m, 4m(m— 1) n" Grades. 

Sind f und m Complexe gleichen Grades, so kann man jeden der 
Complexe ersetzen durch einen Complex des Biischels f+ 4p = 0, 
ohne dass die Brennfliiche sich aindert. Es folgt daraus: 

Die Brennfliche zweier Complexe gleichen Grades wird umhiillt von 
einfach unendlich vielen singuléren F lichen von Complexen desselben 
Grades. 

Liegen die Complexe f und @ in Involution, so besteht die Curve 


der vierpunktigen Beriihrung aus zwei getrennten Theilen, welche den 
beiden Systemen: 


f=9, »=90, (f)=9, 
fxO, gud, =? 
entsprechen. Es sind die beiden Beriihrungscurven der Brennflichen 


mit den singuliren Flichen. Ausserdem treten aber besondere Gera- 
den der Congruenz auf, bestimmt durch. 
f=0, p=0, (f?7)=9, (Y)=0. 

Fiir dieselben werden die Wurzeln der Gleichung (3) unbestimmt. 
Dabei liegen dann entweder die Geraden /; 9; 2; in einer Ebene, jeder 
Punkt der Geraden zx ist dann als Brennpunkt zu betrachten. Die 
Gerade x gehért also der Brennfliiche ganz an und allen ihren Punkten 
entspricht die nimliche Ebene als Tangentialebene. Die Brennfliche 
hat also ein pinch-plane nach Cayley’s Bezeichnung**). Oder die ge- 


*) Es mag hier daran erinnert werden, dass die Doppeltangente mit zusam- 
menfallenden Beriihrnngspunkten bei einer Ordnwngscurve immer vierpunktige 
Tangente ist, bei einer Classencurve dagegen Wendetangente. 

**) Cayley, On reciprocal surfaces, Phil. Transactions 1869. Die ausgezeich- 
nete Gerade der pinch-Singularitat, fiir welche in der deutschen Literatur noch 
kein Ausdruck eingefiihrt zu sein scheint, wird im Folgenden als pinch-line be- 
zeichnet. 
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nannten drei Geraden gehen durch einen Punkt, dann ist jede Ebene 
durch « als Tangentialebene der Brennfliiche in diesem Punkte zu be- 
trachten, derselbe ist ein pinch-point. Im Allgemeinen wird es dabei 
wieder eintreten kénnen, dass die Zahl der pinch-points gleich der der 
pinch-planes ist, wir erhalten also 


4mn(n— 1)(m—1) 
als Zahl jeder dieser beiden Singularititen. 


Dieselben treten iiberhaupt auf, sobald das System der Gleichungen 
f=9, p=0, (f7))=0, ()=9, (fy) =0, @)=0 


gemeinschaftliche Lésungen zulisst (wozu im Allgemeinen eine Be- 
dingung erforderlich sein wird), doch liisst sich dann ohne besondere 
Untersuchung nicht feststellen, auf welche der genannten Singularitiiten 
sich dieselben beziehen. Jene sechs Gleichungen sprechen eine parti- 
culire Lage der beiden Complexe aus, bei welcher ihre singuliren Fli- 
chen sich in einem Punkte schneiden oder eine gemeinsame ‘l'angential- 
ebene besitzen, fiir welche ein und dieselbe Gerade singulire Linie 
beider Complexe ist. Im ersteren Falle haben die beiden zugehiérigen 
Complexkegel dieselbe Linie zur Doppelkante, ein solcher Punkt gehort 
in der That der Doppelcurve der Brennfliiche an (vgl. § XII.) und ist 
ein pinch-point derselben. 


Fiir die Brennflichen eines linearen Complexes (f = a,) treten, da 
(f?) = const., im Allgemeinen keine pinch-Singularitaten auf. Ist aber 
der lineare Complex speciell, so entstehen diejenigen Fliichen, welche 
bereits durch Pliicker unter dem Namen der Complezflichen in die 
Theorie der Complexe eingefiihrt sind. Man kann sie definiren als 
erzeugt durch die Complexcurven von g in den durch die Axe des 
speciellen gehenden Ebenen, oder als umhiillt von den Complexkegeln 
von @, deren Spitzen sich auf der Axe befinden. Eine Curve vier- 
punktiger Beriihrung der obigen Art kommt den Complexflichen nicht 
zu. Dagegen treten, den Gleichungen 


a,=90, op=0, (gy?) =0, (ag) =90 


entsprechend, 2n(n—1)? auf der Axe a liegende pinch-points und ebenso 
viel durch sie gehende pinch-planes auf. 


Die Curve, in welcher die Linienfliche 


gp=0, az=—0, (ay) =—0 


die Complexfliche beriihrt, ist zugleich die Beriihrungscurve der letz- 
teren mit der singuliren Fliche von . 
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V. 
Ordnung und Classe der Brennfliche einer Congruenz. 


Die Brennfliche als Punktgebilde betrachtet ist der Ort der Be- 
riihrungspunkte von Complexcurven, der Spitzen sich beriithrender Com- 
plexkegel der beiden Complexe f und g. Als Ebenengebilde wird sie 
umhiillt von den gemeinschaftlichen Beriihrungsebenen von Complex- 
kegeln, den Ebenen sich beriihrender Complexcurven. In diesen dua- 
listischen Definitionen liegt der duale Charakter der Brennflaichen voll- 
kommen ausgesprochen, man kann sie geradezu als sich selbst reciproke 
Flichen betrachten (vgl. Kinleitung). Eine wirkliche Reciprocitit ins- 
besondere kommt der Brennfliche eines linearen Complexes zu. 

Es ist daher die Ordnung der Brennfliche identisch mit ihrer Classe. 

Wir bestimmen die Summe der Anzahlen der Punkte und Ebenen 
derselben, welche mit einer willkiirlichen Geraden y vereinigt liegen, 
auf folgende Weise. 

Damit y von zwei unendlich nahen Geraden x, x + da der Con- 
gruenz f=0O, m=O geschnitten werde, welche sich untereinander 
schneiden, miissen die Gleichungen: 


(yx) =0, f=0, g=0, (x?) =0, 
(ydx) =0, 
(fd) =0, 
(pdx) =0, 
(xd2) = 0, 
(kdx) =0, 
(dz?) =0 





bestehen. Die Elimination der dz liefert die Gleichung: 


0 (wf) (ye) 9 (yk) | 
(yf) (f?) fo 0 (fk) | 
(yp) (fo) ( 0 o* 
0 0 0 (kx) 
Wb ih @ Ge) ae) | 
oder nach Entfernung den Factors (kx)? die iii 


(2) (yf)? (p*) — 2 (yf) (yy) (fe) + Ye)? (fF?) = 9. 

Dieselbe liefert in Verbindung mit den vier ersten Gleichungen (1) 
4nm(m-+-n—2) Werthe von x. Es liegt dann entweder der Schnitt- 
punkt von zwei unendlich nahen Geraden der Congruenz und damit 
ein Punkt der Brennfliche auf y, oder y liegt in der Ebene zweier solcher 
Geraden, einer Tangentialebene der Fliche. Daraus schliessen wir: 
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Classe und Ordnung der Brennfliche zweier Complexe vom n'" und 
m" Grade ist gleich 2nm(m-+-n—2). 

Insbesondere fiir m = 1: 

Die Brennfliche eines linearen Complexes und eines Complexes vom 
n" Grade ist von der Ordnung und Classe 2n(n—1) *). 

Fiir den Fall, dass f= a, = 0 und y dem Complexe a, = 0 an- 
gchért, reducirt sich die Gleichung (2) auf 

(a*) (yp)? = 0. 

Man erhilt also aus den Gleichungen (1), (2) nur 2”(m—1) doppelt- 
ziihlende Lésungen. Jede der Geraden x vermittelt durch ihren Schnitt 
mit y einen Punkt; durch die Ebene, welche sie mit y bildet, aber 
gleichzeitig eine Ebene der Brennfliiche. 

Die Brennfliche kann auch in Theile niederer Ordnung zerfallen. 
Insbesondere trennen sich die beiden Brennpunkte auf jeder Geraden 
rational, wenn die Discriminante (f*) (p*) — (f@)* ein Quadrat ist. Das 
Letztere findet namentlich dann statt, wenn von den Ausdriicken (f*) (g*) 
einer fiir alle Congruenzgeraden verschwindet. 

Es ist dies der Fall fiir die ausgezeichnete Congruenz 


f=0, p=F=0. 
Die Gleichung (2) zerlegt sich dann in die folgenden: 
(yf) =9, 
(yf) (F2) — 2 (yg§ (FF) =0. 

Demgemiiss zerfillt die Brennfliche in zwei F lichen, von denen die 
eine die singulire Fliche des Complexes f ist. Denn die Gleichungen 
f=0, F=0, (2y)=0, Wf)=0, ()=0 
sagen aus, dass die Gerade y entweder durch einen Punkt der singu- 


liren Fliche geht oder in einer Ebene derselben liegt. Aus den 4n(n—1)* 
Lésungen derselben entnehmen wir den Satz: 


*) Vgl. eine Bemerkung von Herrn Klein, Math. Annalen Bd. V, 8. 436. 
Die obige Zahl kann man auch auf folgendem Wege ableiten. Die Bedingung, 
dass zwei ebene Curven m, m'*t Ordnung sich beriihren, ist vom Grade 
m(2n+-m—3), n(2m-+n—3) 
in den Coefficienten derselben. Schneidet man die beiden Complexkegel eines 
beliebigen Punktes mit einer Ebene, so entstehen zwei ebene Curven dieser Ord- 
nungen, in deren Coefficienten die Coordinaten der Kegelspitze im n, m= Grade 


eingehen. Die Bedingung der Beriihrung enthilt daher diese Coordinaten im 
Grade: 


k = nm (3n-+ 3m—6), 
woraus der Grad N der von den Kegelspitzen gebildeten Fliiche 
N=ik=2nm(m-+n-— 2). 
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Die singuliire Fliiche eines Complexes ne" Grades ist von der Ord- 
nung und Classe 
2n(m —1)?*). 
Die Lésungen von 


f=0, F=0, (xy) =0, (@)=0, (yf)(F)—2(y9) (fF) =0 
beziehen sich dagegen auf den anderen Theil der Brennfliche, welcher 
als accessorische F'liche bezeichnet werden midge. 
Die accessorische Fliiche ist von der Ordnung und Classe 
2n(n—1)(5n—7). 
Die singulire und accessorische Fliiche beriihren sich in einer Curve 
(dieselbe ist die zur Selbstberiihrungscurve degenerirte Curve vier- 
punktiger Beriihrung der totalen Brennfliiche), welche durch die Linien- 
fliiche 
f=0, (fF)=0, F=0 


bestimmt ist. 


Die Gleichung (2) liisst sich tibrigens auf mannigfachem Wege her- 
leiten, wie wir noch hinzufiigen wollen. Wir betrachten die Linienfliche 
von Congruenzgeraden, welche eine willkiirliche Gerade y schneiden: 


f=0, p=0, (sy)=90. 


Ihre Cuspidalpunkte sind gegeben durch die Gleichung: 


| O (yf) (yg) 
lof) () (f9) 
(v9) (fp) (9) | 


welche mit (2) identisch ist. Diese Cuspidalpunkte liegen entweder 
auf der Geraden y, sie entsprechen den Schnittpunkten der Brennfliche 
mit derselben, oder die ihnen zugehérigen parabolischen Ebenen gehen 
durch die Gerade y, es sind die Tangentialebenen, welche durch y 
gelegt werden kénnen. 

Man kann der Gleichung (2) noch eine andere Deutung geben. 
Kin beliebiger linearer Complex a, =O hat mit der Congruenz iiber- 
haupt eine Linienfliiche 2mn'es Grades gemeinsam, welche die Brenn- 
fliche in einer Curve 2mn(m-—+-n—2)' Grades beriihrt. Die Punkte 
der letzteren, in denen die Tangentialebene der Brennfliiche zugleich 
Ebene des linearen Complexes (in Bezug auf den Beriihrungspunkt) 
ist, sind bestimmt durch die Gleichungen: 


f=0, g=0, a, =0, (a?) = 0, 
(ag)? (f?) — 2(af) (ag) (fo) + (af? (y?) = 9, 


*) Clebsch, Math, Annalen Ba. V, 8. 440. 
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aus denen man wieder, wenn a, = 0 ein specieller linearer Complex 
ist, die Bestimmung des Grades der Brennfliche entnimmt*). 


VI. 
Der Rang der Brennflichen. 
Die Bildung der Resultante aus den Gleichungen § IV. (4), (5), 


deren Grad in den Liniencoordinaten y den Rang der Brennflaiche be- 
stimmt, stésst schon in den einfacheren Fillen auf bedeutende Schwie- 
rigkeiten. Wir schlagen daher einen anderen Weg zur Bestimmung 
des Ranges ein. 

Wir bestimmen zuniichst den Grad derjenigen Linienfliche, welche 
von den Tangenten der Brennfliche gebildet wird, die zwei willkiir- 
liche Gerade schneiden. Setzt man dann voraus, dass die beiden 
letzteren in sich schneidende iibergehen, so degenerirt diese Fiche in 
zwei dualistische Gebilde, einen Kegel, den Tangentenkegel der Brenn- 
fliche von einer beliebigen Spitze aus genommen, und eine ebene Curve, 
die Schnittcurve der Brennfliche mit einer beliebigen Ebene. Der 
Grad der Linienfliiche geht dabei iiber in die Ordnung des Kegels, 
vermehrt um die Classe der genannten Curve. Die beiden letzteren 
Zahlen entsprechen sich dualistisch, der Rang der Brennfliiche ist daher 
gleich der Hilfte des Grades jener Linienfliche. 

Die letztgenannte Zahl ist aber iiberhaupt gleich der Zahl der 
Tangenten der Brennfliiche, welche drei beliebigen linearen Complexen: 


ag=0, 6,.=0, «=O, 


das heisst einem beliebigen Hyperboloid angehdéren. 


Wir haben daher die gemeinschaftlichen Lésungen der Gleichungen 


ay = wa, + (af) + A(ag) = 0, 
by = wb. + (Of) + A4(bg) = 9, 
ty = uc, + (cf) +4(cey) =0, 
f=0, g=0, 
Y = (f?)+ 2a(fp)+47(92)=0, 
(x?) =0 


(1) 





aufzusuchen. 


Aus den ersten drei Gleichungen bilden wir zuniichst die folgende: 


*) Ein linearer Complex hat also mit einer Brennfliche 4 mn (m-+ n — 2) 
Tangentenliischel gemein. Es ist dies ein specieller Fall des folgenden allgemeineren 
Satzes: 

Ein linearer Complex hat mit einer Fliche n'** Ordnung, m'** Classe n +m 
Tangentenbiischel gemein. 
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| @ be Cs 
A= | (af) (bf) (ef) | =9, 
(ap) (9) (e9) | 
welche einen Complex vom Grade (n-++-m—1) vorstellt. Man hat fer- 
ner, wenn zur Abkiirzung die Bezeichnungen: 
| az (bf) — bz(af) + 4[az(bo) — be(ag)] = 8S. =0, 
(3) bz (cf) — ee (bf) + A[bs (ep) — c2(by)] = Sa=0, 
¢z(af)— az(cf) + 4[c2(ay)— az(cy)] = S, = 0 
eingefiihrt werden: 


A= 5. ([S.(bs(ep) —¢e(0@)] + Sa[(ap)be—az(bg)]), 


(4) ; , 
A = = ([S.(as(ep) —¢e(ap)] + 8 [(ap) bs—ax(bg))) . 
Setzt man daher f=0, p =0, A =O, (a) und aus S,—0 den 
Werth von a 
, a, (bf) —, (af) 
~~ —~ “a, (bp) — 6, (aq) 
in ¥Y=0 ein, welches dadurch in den Complex 2(n-+- m— 1)'" Grades: 
(5) [a2(bf)— bz (af)}*(p*) + 2(F9) [a2(f) —bz(af)] [az(by)—b.(ag)] 
P +f [az(by)—b.(ag) |? =0 
iibergeht, so ergeben sich 
4nm(m-+n—1)? 
Werthe von x aus den Gleichungen 
f=0, o=0, (#)=0, A=0, ¥=0. 
Aber diese befriedigen nicht siimmtlich die Gleichungen (1), welche 
verlangen, dass mit S, auch S,, S, verschwinden. Es ist dies nach den 
Gleichungen (4) dann nicht der Fall, wenn 


(6) az(bp) — bz(ay) = 0, 
wobei aus S, = 0 folgt: 
(7) az(bf) — be(af) =0. 
Wiederum sind aber nicht alle Lésungen des Systemes 
f=0, p=0, (x)=0, a(bp)—b.(ag)=0, az(bf) —bz(af)=0 


als unbrauchbar auszuscheiden. Denn damit A verschwinde, muss zu- 


gleich 

(af) (69) — Of) (ag) = 9 
sein. Von den Wurzeln des letzten Systems sind also zuvor abzu- 
scheiden die des folgenden: 


f=0, p=0, (#”)=0, a-=0, b,=—0. 
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Endlich ist zu bemerken, dass die unbrauchbaren Lésungen doppelt 
zu zahlen sind, da die Ausdriicke (6), (7) quadratisch in der Gleichung 
Y = 0 auftreten. Wir erhalten daher als Grad der Linienjliiche: 

4nm[(m-—+-n—1)?—mn-+ 1] 
mithin den folgenden Satz: 

Der Rang der Brennfliche zweier Complexe ni, m'*" Grades ist 
gleich 

2nm([(m--n— 1)?>—mn+1]. 

Fiir m = 1 ergiebt sich: 

Der Rang der Brennfliiche cines linearen Complexes und eines Com- 
plexes n'" Grades ist gleich 

2n(n?—n+1]. 

Wir bestimmen ferner den Rang der singuldren Flache eines Com- 

plexes: f= 0. An Stelle der Gleichungen (1) treten die folgenden: 


a, = wa. + (af)—=0, 
by = ube + (Of) =0, 
Cy = uc, + (cf) =0, 
f=0, F=—0, (z*)=—0. 


(8) 


Setzt man also 


f=0, F=0, a,(bf)—b.(ef)=9, az(ef)—cz(af)=0, (x?) = 0, 
so ist das System der Liésungen von: 

f=0, F=0, a,=0, (af)=0, (’)=0 
als unbrauchbar einfachzihlend auszuscheiden. 


Der Rang der singuliiren Fliiche eines Complexes n'” Grades ist 
daher gleich: 


2n(n—1) (n?—n-+1). 


Der Rang der accessorischen Fliiche ist dagegen durch die Glei- 
chungen: 


ay— wa, + (af) + 4(aF)—=0, 
by = wh. + (Of) + A400F) = 0, 
ty = wee + (cf) + a(cF) =0, 
f=0, F=0, (2)=0 

bestimmt, 4 ist dabei durch die Gleichung: 


gegeben 2(fF) + 4(F?) =0 


Der Rang der accessorischen Fliiche ist daher 
2n (n—1) (13 n? —31n+19). 
Wir bestimmen endlich den Rang der Complexfliche 
a,==0, f=0 
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aus den Gleichungen (1), indem an Stelle von pm a, gesetzt wird. Die 
Gleichung ¥Y = 0 reducirt sich auf 
(f) + 24(@f) =0. 
Werden demgemiiss die unbrauchbaren Lésungen des Systems 
f=0, a,=0, (22)=—=0, A=0, V=0 
einfachzihlend ausgeschieden, so bleibt als Rang der Complexfliche 
n(2n?—2n+1). 

Wir haben die obige etwas umstiindliche Bestimmung des Ranges 
der Brennfliichen vorgezogen, weil sie unabhingig ist von bereits friiher 
gegebenen Abzihlungen. Setzt man indessen den Grad der Brennfliche 


bereits als bekannt voraus, so kann man auch folgendermassen ver- 
fahren. 


Wir suchen die Linienfliiche von Tangenten, welche zwei will- 
kiirliche Gerade a, B schneiden, setzen also: 
f=09, g=0, ¥=0, (a?) =0, 
(9) wae + (af) + A(eg) =0, 
ub. + (Bf) + 4(By) =9. 


Um den Grad der Beriihrungscurve der Linienfliiche mit der Brenn- | 
fliche zu bestimmen*), setzen wir ferner: 


(10) Bae + (af) + Aq) = 9, 
wbs + (bf) + Ag) = 0. 

Setzt man nua aus (9) den Werth von 4 in ¥Y =O und (10) ein, 

so erhilt man fiinf Gleichungen 
f=0, g=0, ¥=0, (x?) =0, [10] 
von den Geraden 
nm, m, 2(n+m—1), 2, n+m, 

aus deren Lésungen aber die des Systems: 
f=0, p=0 » (2*)=0, a, (Bf) — B.(af)=90, a, (Bg) aby Bz (ap) =0 
doppeltziihlend auszuscheiden sind. Demnach bleibt als Grad der Be- 
riihrungscurve : 


2nm[ (m+n) (m-+-n—1)—mn]. 
Letztere stellt zugleich die Punkte dar, in denen stimmtliche Tangenten 
der Brennfliiche je einem Complexe des Biischels 


dz + ob, =0 
angehoren. 


Degeneriren a, b in zwei sich schneidende Gerade, so zerfallt diese 
Curve undualistisch in zwei Theile, die ebene Schnittcurve der Fliaiche 


*) Vgl. hieriiber § IX. 
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und die Beriihrungscurve des Tangentenkegels mit derselben. Die Ord- 
nung des letzteren, d. h. die Ordnung des Tangentenkegels ist daher, 
wenn man die genannte erstere Curve ausscheidet: 


2nm([(m--n) (m--n —1)—mn —(m-+-n—2) | =2 mn [(m+-n—1)?—mn-+ 1], 


wie zuvor gefunden wurde. 


VIL. 
Die Haupttangenten der Brennflichen. 


Wir kennen jetzt Classe und Ordnung der ebenen Schnittcurve 
Brennfliche respective ihres Tangentenkegels. Um noch eine weitere 
der Pliicker’sghen Zahlen zu finden, wenden wir uns zur Betrachtung 
der Haupttangenten der Brennfliichen. Dieselben bilden eine Con- 
gruenz, welche in Folge des dualistischen Charakters der Brennfliiche 
von gleicher Ordnung und Classe ist. Wir stellen uns die Aufgabe, 
die letzteren beiden Zahlen zu bestimmen. 


Nach § LV... ist jeder Punkt 4 der Brennfliche bestimmt durch den 
Schnitt der Congruenzgeraden x mit der Directrix 


a=fitrgi, 


wihrend die siimmtlichen Tangenten der Brennfliiche im Punkte A ge- 
geben sind durch die Coordinaten: 


(1) ¥=eut fit Agi. 


Allen zu A benachbarten Punkten A’ der Fliche entsprechen ana- 
loge Tangentenbiischel. Unter den Geraden des Biischels (1) giebt es 
nur zwei, welche ebenfalls einem Biischel fiir einen benachbarten Fli- 
chenpunkt angehGren, es sind die beiden Haupttangenten des Punktes A. 
Es muss sich demnach eine in w quadratische Gleichung angeben las- 
sen, welche fiir jeden Punkt der Brennfliiche die Richtung der zuge- 
hérigen Haupttangenten bestimmt. 


Die Coordinaten y; einer Tangente des benachbarten Punktes, durch 
welchen die Gerade x-+ dx der Congruenz, die Directrix z+ dz geht, 
kann man darstellen in der Form: 

(2) w=fit4gituat ofi+ 409; + 9044 udu; + adu. 

Damit dieselben identisch seien mit einer der Tangenten (1), miis- 
sen die sechs Gleichungen: 


(3) Of: + 40; + pi04+ uda; + adu + dt(fitrgi+ux) = 
bestehen. Dieselben enthalten die sechs Differentiale da;, zwischen 
denen die Gleichungen 
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(kdxz) =0, 

(fdz) =0, 

(pdx) = 0, 

(xdz) =0 

bestehen, die Differentiale d¢, du endlich dA, welches die Gleichung: 

(5) O(f*) + 240(fy) + 4°9(g*) + 2da[(fp+4(y?)] =0 

befriedigen muss. 
Ausserdem bestehen die Gleichungen: 


(6) f=9, g=0, (x*)=0, ¥=0. 
Man hat ferner: 


(4) 


Of; =n—1fixdx, 
dgi= m—1H:n.dxX, 
0 = (f/dx) + @Of), 
O = (pdx)+ (a0 g;). 
Multipliciri man die Gleichungen (3) mit 2, --- 2, und addirt, so 
ergiebt sich vermége (6): 
(x:Of;) + A(ad gp) =O. 

Die Gleichungen (7) zeigen daher, dass von den Gleichungen (4) 
eine, etwa (pdx)=0 als in den iibrigen schon enthalten, weggelassen 
werden kann. Ferner multipliciren wir der Reihe nach die Gleichungen 
(3) mit f;f.---f%, ebenso mit g,g,--- gm, und addiren, so kommt: 

(ffi) + 2(f:9 pi) + (fy) da + atl (f*) + A(fy)] =9, 
(pid fi) + (pid i) + (p*) dA + dt (Fy) + 4(g?)] =O. 

Multiplicirt man jetzt die zweite Gleichung mit 2, so entsteht 

durch Addition der ersten, indem man bemerkt, dass: 
0(f?) =2(f9fi), 
0 (fp) = (FiO 9) + (Sf), 
0(g”) = 2 (90g), 

4 [9(f*) +.248(Fe) + 23g) + 2da((fo) + 4g") |] =0, 
also die Gleichung (5). 

Man hat daher einfach aus den Gleichungen (3) und den folgenden: 

(kdxz) =0, 
(fdz)=0, 
(wdx) = 0 
die neun Differentiale dt, dd, du, dx zu eliminiren. 


Dadurch entsteht, wenn statt (w—1) fix -+ A(m—1) pix Vix gesetzt 
wird, die Determinante: 


(7) 
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Yute Vi Vis Wis Vis Vie 9, % fy+49,+ 42, | 
Vote Vos Yor. Vos Poo PP Ly [p+ AM, + UX, | 
V2 Ws3t+ @ Vo, Vs; V6 P; V3 (yA py ea, | 
Veo Vas Vato Vy; Vs Py %, fit+4g,+ue, 
Vs2 Ysa Ysa Vostu Vso gy; % f,+49;+44, | =o 
Yoo Vos Vos Vos Voctu Py Xs [e+ APe HEM, | 
he fs f fs fi 0 0 0 
Zo ZL, X, x Se 0 0 0 


k, k, k, k; k, 0 0 0 


v 





Reducirt man die letzte Verticalreile vermége der beiden vorher- 
gehenden, setzt man ferner —w statt w, multiplicirt man dann die 
ersten sechs Verticalreihen mit 2,---2, und addirt zur vorletzten, 
nachdem man sie mit w wultiplicirt hat, so entsteht nach Absonderung 
von (kx): 


(9) 


Die Gleichung (9) ist quadratisch in Bezug auf uw, wir schreiben 
sie in der Form: 
(10) Q=Aw+ Bu+C=0 
und bestimmen ihre Coefficienten auf folgende Weise: 
Wir bezeichnen die Determinante der Gréssen 
WVin—u 
mit A, dieselbe horizontal mit a’ b’, vertical mit a b geriindert durch 


() 
ab’ 
Darnach geht (9) iiber in 
(11) ’ (‘ a onl, 
e Mi Xi 
Multiplicirt man die 6 ersten Horizontalreihen mit den 2 und 
addirt zur mit w multiplicirten letzten, so wird aus (11) 


(12) ah (" 24 sles 0. 
Mi Bi 

Daher ist der Coefficient von mw? gleich dem von wt in der Determi- 
nante (12), also: 
(13) A = (f?) (g’) — (f¢)?*). 

*) Der Werth von A zeigt, was beiliiufig bemerkt werden mag, dass die- 
jenigen Geraden der Congruenz, welche Haupttangenten der Brennfliiche sind, 
zugleich vierpunktige Tangenten derselben bilden. 
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Der Einfachheit halber lassen wir in den Ausdriicken von A, B, C 
den Factor (m—1)4 fort. Man erhiilt weiter an Stelle von (12): 


ae pe oe ea (fo) A r* (9) is 





N\A i F OMA si 
=| 
oder 
iM—L fin gi —lA ging P 
fe) Gem) 4 (re) — oy) 





(fo) (%—lfaehi+m—ligifr , (gt) (M—\fafitm—lagif _ 
2 ( Qi )+2 fi )=0. 
























er- 
die Bezeichnet man nun die Determinante A durch 
ee we + wA; + wtA, + WA; + wA, + 4d,+A,, 
Ing so ist 
, | (f*) m—1 fix Qife + mM—lAQix Gifs 
(fp n—lfegige+ m—liagugem: | 
— (fe) (m—1 fafipe + m—1A gx Gi fi) 
| + (9*) (n—lLffife + m—lAgiefifi] + Ad,, 
ben oder 
(15) B= (f?) (n—1fagiget+ m—lA gn gigi] 
—2 (fy) ("—1 fixpi fet m—l1A Qing fi] 
+ (9*) W—l afi + m—lagiefi fi] + Ad. 
4, kann als identisch gleich Null vorausgesetzt werden, wenn die 
urch beiden Complexe vollstindig von einander unabhingig sind. Denn 
man hat 
A, = (n— 1) Z fit (m—1)A = Qii- 
Um endlich C zu finden, ist die obige Entwickelung fortzusetzen. 
Man erhilt aus (14): 
- a(f n—1 fixQitm—liagiregi ‘\—-2 _9 fe e —1fagi-+m—1 ed 
fi n—lfagitm—laginrg: An fai + m—la gif 
—2f9 (n—1 fix fige+ m—1Agin Giger) d 
(") oo. (gp?) aa 
: c — fife fi —Vagirfi 
cme FE fctitm—liga nt _ ahh 
+O [ogre fat m—lagagipi] d + “8 
mh! i i —1 ikfi 
uss die- t+ [m—1 firpige t+ m—1igigign| (" a a on of) + =0, 
e sind, i 






und hieraus endlich: 
Mathematische Annalen. IX. 
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(16) C= (f?) 2 (m—1fiegi + m—1A pin gi)? + (HY?) 2 (w— Lf fim — 1A gad 
— 2(fey) 2 (m—1fiegi + m—1Agixgi) (M—1fiefit+m— 14 gall 
+ (fix pipen— 1+ m—LAGiGige) (n—I fix fife + m—1LA Gir fife) 
— (n—1 fixfipi + m—IlAgifigi)® + BA, + Ad,. 
Das Summenzeichen der drei ersten Glieder bezieht sich auf den 


Index k, die Summen in Bezug auf i sind dabei innerhalb jedes Terms 
auszufiihren. 


Bezeichnet man in C die drei ersten Glieder mit M, setzt man 
ferner: ’ 


r=nu—lfafifi + m—ldaginfif , 
s=n—l1fufig,e + m—lA Qi, 
t= n—I1fupipe + M—Il1AQD:G:; 
so kann man den drei Coefficienten die folgende Form geben: 
A = (f*) (g*) — (f¢)?, 
(17) B= t(f*) — 28(fp) + r(y*) + AA,, 
C=M-+rt—s+ BA,+ AA,. 
Schreibt man sie in der Gestalt: 
A=A, 
B=a+i46, 
C=a+ib+Re, 
so sind die Functionen 


Aapabe 
von den Graden: 


2(m+n— 2), 3n+2m—6, 2n+3m—6, 
4n+2m—8, 3n+3m—8, 4m+2n —8 
in den Variabeln x. 

Die Gleichung 2=0, welche die beiden Haupttangenten bestimmt, 
sobald der Werth von 4 aus ¥Y =O eingesetzt ist, wird illusorisch, , 
wenn ihre simmtlichen Coefficienten verschwinden. Dieser Fall wird 
im Allgemeinen nicht eintreten, da er das Verschwinden der Resul- 
tante von 

f=0, op=0, ()=—0, A=0, B=0, C=0 
erfordert. 


Insbesondere findet derselbe statt, wenn die beiden Brennpunkte 
auf jeder Geraden der Congruenz coincidiren, d. h. wenn 


(18) A = (f7) (9°) — (fo = f+ Re FhX. 


Solche Congruenzen heissen nach Herrn Klein specielle, ihre 
simmtlichen Geraden sind Haupttangenten der Brennfliche. Man kann 
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auf folgende Weise das Verschwinden siimmtlicher Coefficienten nach- 
weisen. 
























































































































) Durch Differentiation der identischen Gleichung (18) entsteht: 
(19) (»—1) (2) (fafes) + (m—1) (f2) pinge—Fep) [m=] fepin-+M—1 fing] = $4 
len = Pht pit 2hz;. 
‘ms Multiplicirt man diese Gleichungen mit f;, y; und summirt nach i, 
so entsteht: 
nan B® (e—1) @*) fafife + (m—1) (P) Qui ge hi — (Fp) (m—lonfife +2—lfagife) 
: = p(f*) + a(f9) , 
(n—1) (9) feifipe + (m—1)(f*) peipep: — (Fp) (m—1 Mie fige +” — If Qige) 
= p(fy) + a(f¢*), 
also, wenn man die zweite Gleichung mit 4 multiplicirt, zur letzten 
addirt : 
oA A 
B= Ga, +4 ys) =0. 
Man kann ferner die Gleichung (19) in der Form: 
BG?) (e—1 fix fet m—1 4 gir fx] — (FQ) [m—1 A ge giz+n—1 firge]—ph + 79it+2ha; 
schreiben. Erhedt man sie ins Quadrat, so entsteht: 
M(y*) = p*(f?) + 7 (9?) + 2pa( fe) 
und ferner: 
r(9*) — s(fo) = v(f?) + 4(f9), 
, S(p*) — t(f9) = p(fy) + ag"); 
also: 
(p?) wt—s*) = — [p*(f?) + 2 (9) + 2pa(fo)], 
daher nach (17): 
Cc=0, 
wie gezeigt werden sollte. 
immt, Die beiden Wurzeln wu, uw, der Gleichung 2 =O bestimmen das 
risch, , Doppelverhiltniss der Haupttangenten zu der Geraden 2; und der zu- 
wird gehérigen Directrix f;-+4g;. Sie liegen daher harmonisch zu den- 
Resul- selben Geraden, wenn B=Q. Die Ordnung der Curve auf der Brenn- 
fliche, fiir deren Punkte das Doppelverhiltniss ein harmonisches ist, 
bestimmt man durch Elimination von 4 aus den Gleichungen : 
az(bf) — bz (af) + 4[az(bp)—bs(agy)] =9, . 
yunkte B=a+ip=—0, 
f=0, g=0, Y=0Q, (2?) =0. 
Die Ordnung der fraglichen Curve ist daher: 
, ihre 2nm[3(m+-n —1) (m+n—2) — mn}. 
n kann 


Die Haupttangenten der Brennfliche in den Punkten der Beriih- 
7? 
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rungscurven der letzteren mit den singuliren Filichen von f und sind 
gegeben durch die Gleichungen: 


Aw +an+a=0, 
“Aw + But+e=0. 
Es ergiebt sich hieraus die geometrische Bedeutung der Gleichungen 
a == 0, B =O, die wir folgendermassen aussprechen kénnen: 
Auf der Beriihrungscurve der singuldren Flichen von f{, » mit der 
Brennfliche liegen 
4n(n —1)m(3n+2m—6), 
4m(m— 1)n (2n-+ 3m—6) = 
Punkte, fiir welche die Haupttangenten harmonisch liegen zur Geraden 
x; und den zugeordneten Linien f;; 9;. 
Wir untersuchen noch in Riicksicht auf das Folgende die Gestalt 
der Coefficienten A, B, C fiir den Fall, dass einer der Complexe, 


etwa /, linear, gleich a, ist. A bleibt dann unverindert, dagegen , 


erhalt man, wenn ‘ 


= (9’) 


gesetzt wird: 


B= m—14 [(a?) (pe D,) — 2 (@p) (a Px) + O(Mix@;0;)|4+ AA, , 
20) | C=m—14?[(a?)(,?)—2 (aq) (Pr qixa;) + P D(a jx)? + (Me Vx) (%i oe Mix) — (OOF 


+ BA,+Ad4,. 

Die Gleichung 2 = 0 wird darnach homogen fiir 4, w. Daraus 
folgt: 

Das Doppelverhiiltniss der Haupttangenten zu der Geraden x und 
der Directrix in den beiden Brennpunkten von x ist ein und dasselbe. 

Diese Bemerkung ergiebt sich tibrigens a priori. Mit jedem linea- 
ren Complexe ist eine dualistische Raumtransformation verbunden, welche 
denselben in sich iiberfiihrt und damit auch jede Congruenz, die dem- 
selben angehért. Dabei geht jeder Punkt der Brennfliche in die Tan- 
gentialebene des correspondirenden Brennpunktes iiber, wonach von 
selbst erhellt, dass das Doppelverhiltniss von irgend vier Geraden 
durch diesen Punkt sich nicht andert. 

Wir kehren jetzt wieder zu dem allgemeineren Falle zweier Com- 
plexe n'*" und m'** Grades zuriick. Um die Zahl der Haupttangenten 
zu bestimmen, welche zwei willkiihrliche Geraden a, b schneiden, suchen 
wir die gomeinschafilichen Lésungen der Gleichungen: 


Har + (af)+ 4(ag)=0, 
ub. + (bf) + 4(bg) = 9, 
(21) yY=0OQ, 
f=0, 9=0, (x?) =0 
Av? + Bu+C=0. 
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Setzt man aus den Gleichungen 


(az(bp) — bz(ag)) + (af) (by) — b/)(ay) =0, 

A(az(by) — b(ay)) + (f)a, —b (af) =—0 
die Werthe von 4, w in die Gleichungen (21) ein, so entstehen die 
Gleichungen von vier Complexen, welche von den Graden 

2(n+m—1), n, m, 4(n-+-m—2) 
sind; von den 16 nm(n-+-m —2)(n-+-m—1) Lésungen sind aber die- 
jenigen vierfachzdhlend abzuscheiden, welche den Gleichungen: 
f=0, p=0, (%*)=0, az(by) —b2(ay)=0, (af)(by)— (bf) (ay) =0, 
(6f)az—bs(af)=—O 

gleichzeitig zukommen. 

Die Zahl der Haupttangenten, welche zwei willkiihrliche Geraden 
schneiden (d. h. einer beliebigen linearen Congruenz angehiren), ist daher : 
8 nm[2 (n+ m—1) (n+ m—2)—nm+1]. 

Unter der Voraussetzung, dass a, b sich schneiden, zerfallen diese 
Lésungen in zwei sich dualistisch entsprechende Gruppen, die Haupt- 


tangenten der ersten Gruppe gehen durch den Punkt (ab), die der 
zweiten liegen in der gleichnamigen Ebene. Wir haben daher den 


Satz: 
Die Zahl der Inflexionspunkte der ebenen Schnittcurve, respective 
die der Riickkehrkanten des Tangentenkegels der Brennfliche zweier 
Complexe ne" und m" Grades, oder, was dasselbe ist, die Ordnung und 
Classe der Haupttangentencongruenz der Brennfliche ist gleich: 
4mn[2(m-+-n—1) (m-+n—2)—mn+1]}. 

Diese Zahl gilt auch noch fiir den Fall m1, da die Gleichungen 
Q=0, Y =O hier keine besondere Form erhalten. Eine solche tritt 
erst dann ein, wenn der lineare Complex f ein specieller «, = 0 ist, 
wo (@?)==0. Man hat dann: 

=— (a v)’, 
B= (ag) L + (9°) M, 
und die Gleichungen (21) werden, da 
[a2(bp)—b2(ag)] + ae(by)—bs(ay)= 0, 
A[az(bp)—b.(ay)] + aabz —beaz, =O, 
a, = (0), g=0, (a) == 0), 
—2(ap) [az(bp)—bz(ay)] + (9°) [42bz—bedz] = 9, 
A (az(bp) —bz (aq)? + B(dabz—badz) (ae(bp) —ba(ag)) 
4 C[aab;—badz]? = 0. 


(2) | 
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Die Gleichungen (22) sind respective von den Graden: 
1, n, 2, 2n—1, 4(m—1). 
* Auszuscheiden ist aber aus ihren Lésungen erstens das doppeltzihlende 
System 
a,=0, p=0, (2*?)=0, a,(bp)—b.(ag)=0, aeb,—baa,=0, 
Ga(bg)— ba(agp)=0 
mit 4n(n —1) Lésungen, ferner das folgende 
t,=0, p=0, daby—badz =0, (ap) =0, (22) = 0 
mit 2n(n—1). 
Demnach bleibt 
8n(n—1)(2n—1) — 4n(n—1) — 2n(n—1) = 2n(n—1) (8n—7). 
Die Ordnung und Classe der Haupttangentencongruenz der Com- 
plexfliche ist daher gleich 
n(n—1) (8x—7). 


VIII. 


Fortsetzung. Die Haupttangenten der singulairen und der accessorischen 
Fliche eines Complexes. 


Die singulire Fliche eines Complexes f = 0 besitzt gleichfalls die 
Eigenschaft einer vollstindigen Reciprocitét. Da sie als reducibeler 
Theil der Brennfliche der Congruenz der singuliren Linien betrachtet 
werden kann, so ist die Bestimmung ihrer Haupttangenten in den For- 
meln des vorigen § enthalten, und es hat keine Schwierigkeit, sie ohne 
Weiteres aus denselben abzuleiten. Wir ziehen eine directe Betrachtung 
der Verhiltnisse jedoch vor. 

Wir haben auszudriicken, dass die Tangenten in zwei unendlich 
nahen Punkten der singuliren "Fliiche coincidiren. Damit die Tangente 
der singuliren Fliche im singuliren Punkte der Geraden « 

yi = en + fi 
identisch sei mit der unendlich nahe liegenden 
yi =udz;+ xdu+ of, 
welche durch den auf der singuliiren Geraden x + dz liegenden singu- 
laren Punkt geht, miissen die Gleichungen: 


n—IAfinday, + uda; + adu + di(ux+f) =0, 
(kdz) =0, 
(1) (faz) =0, 
(Fdz)= 0, 
(xdx) =0 
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bestehen, unter der Voraussetzung: 
' f=0, F=0, (2) =0. 
Multiplicirt man die 6 ersten Gleichungen (1) mit 2, +--+ a2, und 
addirt, so entsteht: 
(n—1) (faz) + w(eda) =0, 
wird dagegen mit f, - - - f, multiplicirt, so erhailt man: 
(2) (n—1)(Fdax) + w(fdx) =0. 
Man hat also aus den 8 ersten Gleichungen (1) die Differentiale 
dxz;, du, dt zu eliminiren. Dies giebt die Determinante: 
—I1fix i 
(3) a 


| | 

mithin die Gleichung (5) des § III. Dies war iibrigens zu erwarten. 
Die drei Wurzeln der cubischen Gleichung (3) bestimmen im allge- 
meinen Kalle, der in § III. behandelt wurde, drei lineare Polarcom- 
plexe der Geraden x, welche, wie wir uns kurz ausdriicken wollen, 
stationér sind. Fir J’ 0 sind siimmtliche Polarcomplexe speciell, 
die Axe des einen fillt mit der Geraden x zusammen, die Axen der 
beiden anderen sind die Haupttangenten der singuléren Fliche, wie leicht 
zu iibersehen ist. Im Anschluss an den von Herrn Klein eingefiihrten 
Begriff der Hauptflichen eines Complexes kann man daher sagen: 

Das System der Hauptfliichen eines Complexes, welches zur Con- 
gruenz der singuldren Linien gehort, umhiillt die singulidre Fiche des- 
selben in ihren Haupttangentencurven. 

Da die Gleichung (fdx)=0 nach (2) (f'dxz)=0 bedingt, so kann 
man diesem Satze noch den folgenden hinzufiigen : 

Die Congruenz der singuliiren Linien eines Complexes lisst sich in 
zwei Systeme von einfach unendlich vielen Linienflichen zerfallen, welche 
Hauptflichen sind. Durch jeden Punkt der singuliren Fiche geht je 
eine Fliche aus beiden Systemen hindurch und beriihrt dieselbe in der 
Richtung der einen respective anderen Haupttangente. 


Setzt man an Stelle von —f. 
der die Gleichung 
(4) we (AE) + why? + fei + a (fi) =. 

Aus derselben entnehmen wir als Ordnung und Classe der Hawpt- 
tangentencongruenz der singuliren Fliche: 


2n (n—1) (5n?—8n-+2). 
Fiir die accessorische Fliche ist endlich in den Entwickelungen 
des vorigen § zu setzen: 
g=F=0, m=2(n—1), 
Y = 2(fF;) + 4(F?) =0. 


in (3) —w ein, so ergiebt sich wie- 
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Demnach wird 
A=—({F), 
Fu gift = (F?), fafih = (GFF), 


also 
B=— (f,F)(F?)n—1 + m—1[ (FP) fife Fa) — 26 F) (Fufifd] + 445, 
C= — (fF) (n—1)? (fu Fi FY) 
+A4(m— 1) (n—1) [ (fa FF) 2 Fafifi — (fF) {22 (fa F) (Fah) + Fak 
+(m—1)?2? [ (Fuki Fi) (Fiufifi) — (Fifi Fd? — 2 (fF) 2 (Fin FY ( (Fifi 
+ AA,+ BA,. 
Werden nun in die Gleichungen: 


f=9, F=0, ¥=0, (z*)=0, Q=0 
die Werthe von 4 aus 


(af)bs —as(bf) + 4(b.(aF) — a,(bF)) =0, 
(Of) (@F)— (af) (&F) + u(be(aF) — a.(0F)) =0 
eingesetzt, so entstehen fiinf Gleichungen von den Graden: 
n, 2(n—1), (6n—6), 2, 2(6n—8). 


Aus den Lésungen desselben sind aber auszusondern erstens doppelt- 


zahlend die des Systems: 
f=—0, F=0, (a*)=0, (af)be—as(bf)—0, (aF)b,—az(b F)=0, 
(af) OF) — (@F) (of) =9, 
8n(n —1) (2n(m—1)—1), 
ferner die gemeinschaftlichen Lésungen von 
(iF) =9, a2(bf)—b.(af)=0, f=0, F=0, (#*)=0 
einfachzaihlend. Ihre Zahl betriagt: 
4n?(n—1) (3n—4). 

Man erhdlt daher als Ordnung und Classe der Haupttangenten- 
congruenz der accessorischen Fliiche: 

2n(n — 1) [4(5n—6) (3n —4) —- 4n(n—1) + 2 — n(Bn—4)] 

= 2n(n—1) (53n? —144n-+ 98). 


also im Ganzen: 


IX. 
Ueber Curven auf den Brennflichen und singuliren Flichen von 
Complexen. 


Wird den Gleichungen f= 0, g = 0 der Congruenz zweier Com- 
plexe eine Gleichung »y = 0 vom p'" Grade hinzugefiigt, so ist damit 
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eine Linienfliche 2mnp‘" Grades aus den Geraden der Congruenz 
ausgesondert, auf deren Erzeugenden die Beriihrungspunkte derselben 
mit der Brennfliche eine gewisse Curve bilden, die im Allgemeinen 
zweideutig auf die Linienflache bezogen ist. Kin eindeutiges Entspre- 
chen tritt nur ein, wenn durch die Gleichung yO die Brennpunkte 


rational getrennt werden, also beispielsweise fiir Gleichungen von der 
Form 






y= W204 N?=0, 
© = (f?) (p*) — (f9)*. 


Die Curve steht in einem dualistischen Zusammenhange mit den 
betrachteten Complexen. Indessen entspricht sie sich nicht selbst dua- 
listisch , sondern der Cuspidaleurve der lings ihr der Brennflaiche um- 
schriebenen Developpabeln. In der That ist es leicht zu sehen, dass 
die Ordnung der Curve gleich der Classe jener Cuspidalcurve ist und 
umgekehrt, wahrend der Rang beider Curven gleich ist. 

Wir bestimmen zuniichst die Ordnung der Curve. Jeder Punkt der 
Brennfliche ist als Schnittpunkt der Directrix /; + 4g; mit 2; anzu- 
sehen. Eine beliebige Tangente der Brennfliiche hat die Coordinaten 


Yi = Ux + fit AGi- 
Damit dieselbe zwei willkiihrliche Geraden a, b schneide, miissen die 
Gleichungen ‘ 


wo 


uaz + (af) + A(ag) = 90, 
ub, + (bf) + A(bg) = 0 


Daraus ergiebt sich: 


az (bf) — be(af) + 4[a2(by) —bz(ay)] = 9. 
Aus den Gleichungen 
f=0, p=0, y=0, 
(f?) (dzby eS bz dy)’—2 (fg) [(axbg- bz Gy) (azb;—bza,)|+ (p?) (azb;—bz ay *—0 
erhalt man 4mnp(m-+-n-+p— 1) Werthe von x. Schneiden sich a und 8, 
so liegt entweder ein Punkt der fraglichen Curve in der Ebene (ab), 


oder die Ebene der Brennfliche fiir einen Punkt der Curve geht durch 


den Punkt (ab). Aus dem dualistischen Entsprechen beider Fille folgt 
daher: 


Die Ordnung der Curve, in welcher die Linienfliche f=0, »p=0, 
~ = 0 die Brennfliche f=0, p =O beriihrt, ist gleich: 
2mnp(m-+n+p—1). 
Es wurden nun in § IV. die folgenden Curven betrachtet: 


1) die Curve des constanten Doppelverhiltnisses, 
2) die Curve der Involution, 


bestehen. 
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3) die Curve vierpunktiger Beriihrung. Sie ist eindeutig auf die 
Linienfliche f= 0, gp = 0, 0 = 0 bezogen, 

4) die Beriihrungscurven der Brennfliiche mit den singuliren 
Flichen von f und g, welche eindeutig auf die Linienfliichen 
f=0 »=0 F=0, f=0 p=0 &©= 0 bezogen sind. 

Wir erhalten daher sofort: 

Die Ordnung der Curve des constanten Doppelverhiiltnisses ist gleich 
4mn(m-—+-n—1) (m-+n—2), die der Curve der Involution 

2mn(m+n—1) (m+n—2). 
Die Ordnungen der Beriihrungscurven mit den singuldren Fléchen von 
f und p sind 2n?m(n—1), 2m?n(m—1), thre Geschlechter die der 
correspondirenden Linienfliichen, also 2nm(n—1) (8n+m—6)+ 1, | 
2nm(m—1) (8m+n—6)+1. Die Curve der vierpunktigen Beriihrung 
ist endlich von der Ordnung 2mn(m-—+-n—1)(m-+-n — 2) vom Geschlechte 
2mn(m-+-n—1) (S3m+3n—8)+1. 

Die Singularitiiten der letzteren Curven lassen sich daher bestimmen, 
sobald man etwa noch eine ihrer Pliicker’schen Zahlen bestimmt hat. 

Wir betrachten zuniichst die Curve vierpunktiger Beriihrung auf 
den Brennflichen eines linearen Complexes. 

Die Tangentialebene der Brennfliche in den Punkten der Curve 
vierpunktiger Beriihrung sind zugleich die durch den linearen Complex 
den niimlichen Punkten zugeordntten Ebenen. 

Soll nimlich im Falle g = a, = 0 die: Directrix 

a; + Af; 
dem linearen Complexe selbst angehéren, so muss 
(a?) + A(af) =0 
sein, mithin die Discriminante von ¥Y = 0 verschwinden. 

Die Curve der vierpunktigen Beriihrung ist mithin Curve eines 
linearen Complexes, d. h. eine Haupttangentencurve der Brennfliche*). 

Da die Zahl ihrer Spitzen und stationiiren Ebenen gleich Null ist, 
so hat man fiir ihre Singularitiiten die folgenden Werthe: 


N= M=2n?(n—1)™). 
P= 2n(n—1) (8n—5)4+ 1. 
R= 4n(n—1) (4n—5). 
v = 20n(n—1) (2n—3). 


*) Vgl. Lie, Math. Annalen Bd. V, 8.178. Liegt der lineare Complex @ mit 
f in Involution, so ist sie zugleich eine Haupttangentencurve der singuliiren Fliiche 
von f. 

**) Aus der Zahl N ergiebt sich leicht eine Bestiitigung des Werthes, den 
wir oben fiir den Rang der Brennfliche erhalten haben. Wenn eine Gerade des 
linearen Complexes, dem die Brennfliche angehért, die letztere beriihrt, so ist sie 





mit 
‘iche 
den 


. des 
t sie 


Ueber Complexe und Congruenzen. 107 


Diese Haupttangentencurve ist zugleich fiir die Linienfliche der 
vierpunktigen Beriihrung eine von denjenigen, die ich schon an einer 
anderen Stelle betrachtet habe. Man kann, wie jetzt gezeigt werden 
soll, die analytische Untersuchung dieser Curven so fiihren. Unter 
den Haupttangenten y der Erzeugenden 2 einer durch drei Complexe 

f ate 0, yo 0 ? Y= 0 
bestimmten Linienfliche giebt es zwei von solcher Lage, dass die Ebene 
(xy) zugleich Tangentialebene des dem Punkte (xy) entsprechenden 
Complexkegels von ist. Wir bestimmen die Coordinaten dieser beiden 
Geraden. Aus den Gleichungen: 
(1) (yp) =, (yz) =0, (ydx)=0, (ydx)=0, (y’)=0, 
welche eine Haupttangente der verlangten Eigenschaft charakterisiren, 
folgt : 
, ee: 
(2) “yi = 00; ? 
wenn Q gleich der Determinante (g; x; dz; d*x; y; 0;) gesetzt wird. 
Dabei ist ferner: 
(fdx)=0, (pdx)=0, (wdx)=0, (adxz)=0, (kdx)=0. 
| (fd?x) + (nm —1) fix dada =O. 


©) | (pd?x) + (m—1) px, dai; da, =0. 
(Wd?) + (p—1) van da, dx, =O. 

Multiplicirt man nun Q mit der Determinante: 

(4) A = (9: fi Yi % dx; kj) = (dx?) , 


so entsteht: 


(p*) (of) (py) 9 
“Se U, U, OU, («d*zx) 
} O yf yw 0 
(eo) (ef) (ev) ox 
wobei fiir (fd? x), (pd? x), (wd*x), beziiglich U,, U,, U3, greet wor- 
den ist. Fiihrt man weiter die Gleichung: 


(5) (yf) — 4(yy) = 90 


ein, so ist 


’ 


eutweder Congruenzgerade, d, h. Doppeltangente der Brennfliche, oder sie gehért 
dem Tangentenbiischel eines Punktes der Curve vierpunktiger Beriihrung an. Unter 
den Strahlen des ebenen Biischels in einer beliebigen Ebene, welches dem linearen 
Complexe angehért, befinden sich also n doppeltzihlende und 2 n?(n—1) = N ein- 
fache Tangenten der Brennfliiche. Mithin ist die Classe der ebenen Schnittcurve: 


; 2n + 2n?(n—1) = 2 n(m?—n+1) 
wie oben. 
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(*) (fe) (py) | fp ov 
(6) by¥:=—(ad?x)| O A 1 |—a2;| U, U, 

Um endlich 4 zu bestimmen, eliminiren wir die y aus den Glei- 
chungen (1) und (5). Wird die dabei auftretende gerinderte Deter- 
minante der Form (2?) 

(: Qi, Xi, dx;, d? x;, fi—Aay;) = 0 
mit dem Quadrate von A multiplicirt, so erhilt man sofort die von 
den Differentialen befreite Bedingungsgleichung: 
1) (9) ((F*) — 24 (fe) + # (H)] — Ufo) — 4)? =0. 

Die Formeln (6) stellen auf die einfachste Weise die Coordinaten 
der beiden Haupttangenten vor, ausgedriickt durch die Wurzeln 4, 4, 
der Gleichung (7). Fiir die Linienfliche f—0, p=0, y= O=0 
wird die Gleichung (7) rational in 4. 

Dieser letztere Fall liegt insbesondere vor fiir die Linienfliche 

f=90, p=a,=0, v= (a) (f?) —@fP=9. 
Die Geraden (6) bilden dann die Tangenten von zwei Haupttangenten- 
eurven dieser Fliche. Zur Bestimmung derselben hat man aus (7): 
4,=0, 
Fh 2R 
2 (@) (y) — (ap)? 
R = (a*) (fv) — (af) (av). 
Fiir 4 = 4, erhalt man aus (6): 
(8) yi = — (xd? x) [(af) fi — a(f?)] + a(@) U,, 
oder wenn man setzt: 
(af) U, (af) 


B= Gees? A= — GH? 
¥=a;+ Bx; + Afi, 
also die Coordinaten derjenigen Haupttangentencurve, welche zugleich 


Curve vierpunktiger Beriihrung der Brennfliche von f= 0, a, = 0 ist. 
Wir bemerken dabei, dass 


— A = («d?x) = — (da*) = (ka) V, 
(a*) (af) (ay) ‘ 
V=|(af) (f?) (f¥) |=— ar 
(av) (fv) (¥*) 


sowie 


Uy = — (n—1) fin ds dm = (ba®)(n—1) ( 


Qj eas ; 


a; Vi X; 
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oder weil 


% = (a) fi fx — (@f) (@e fx) 


U,—— (n—1)(kay R (7) 


ist. Der Kern der Determinante U, ist dabei aus den /;, gebildet. 

Setzt man 

(yz) =0, 

so erhalt man die Zahl der Tangenten der Haupttangentencurve, welche 
eine willkiihrliche Gerade z schneiden, d. h. den Rang R derselben, 
welcher aus den Cayley’schen Formeln zuvor schon bestimmt wurde. 

Auch die Zahl der stationiren Tangenten lisst sich direct be- 
stimmen. Die letzteren entsprechen solchen Haupttangenten (8), welche 
zugleich vierpunktige Tangenten der Linienflache sind. Die Bedingung 
(yd'x) =0 
liefert aber den Complex: 

K = U,(«xd*x) — (ad*x) (fd'x)=0. 
Er enthilt, wenn man den Factor °R quadratisch aussondert, die 
Variabelen x im Grade 5(2n—3), woraus sich die Zahl der stationaren 
Tangenten gleich der der Lésungen des Systems 
f=0, a4.=0, y=0, K=0, (#”)=0 

ergiebt, welche in der That 20n(n—1) (2n—53) ist. 


Fiir 4 = 4, erhalt man dagegen die andere Haupttangentencurve 
in der folgenden Form: 


yi=— (vd? x) {a;(af) —fi(a*) +-4, [4 (a) —a;(ay)]} —ai(U,—A, U5) (2) . 
Sondert man aus der rechten Seite noch den Factor R aus, so stellt 
die Gleichung (yz) = 0 einen Complex vom Grade 8n—11 vor. Der 
Rang dieser zweiten Haupttangentencurve ist daher 

4n(n—1) (8n—11). 

Dieselbe Zahl hatte man iibrigens auch auf folgendem Wege er- 
halten, wie zur Controle bemerkt werden mag. Die vollstindige 
algebraische Haupttangentencurve der Linienfliche ist von’der Ordnung 
und Classe 12(m—1)*. Sondert man also den auf der Brennfliche 
liegenden Theil von der Ordnung und Classe 2 ?(m—1) aus, so bleibt 
eine Raumcurve von der Ordnung und Classe 2n(n—1) (6n—6) iibrig, 
deren Geschlecht 2 (n—1) (3n—5)-+ 1 ist. Die Charakteristiken 
der zweiten Haupttangentencurve sind daher: 

M = N = 2n(n—1) (5n—6), 
R= 4n(n—1) (8n—11), 

P = 2n(n—1) (8n—5) +1, 
vy = 28 n(n—1) (2n—3). 
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Die stationiiren Tanyenten sind tibrigens hier durch den Complex: 
K’ = (xd? x) [A, (pd? a) — (fd*x)] — (ad*x) (U,—A, U;) = 0 
bestimmt, welcher nach Entfernung des Factors R? in der That vom 

Grade 

7 (2 — 3) 
ist, also die Zahl vy liefert. Es hat keine Schwierigkeit, die Gleichungen 
der Complexe K, K’ von den zweiten und dritten Differentialen voll- 
stiindig zu befreien. 

Die Gleichung 

R=0 
bestimmt die Cuspidalpunkte der Linienfliiche. In ihnen beriihren sich 
die beiden Haupttangentencurven, wie sich unmittelbar aus 4, =4,—=0 
ergiebt. 

Die Brennfliche eines linearen Complexes enthialt dreifache Tangen- 
ten, welche zugleich der Congruenz angehéren. In diesem Falle sind 
zwei der Beriihrungspunkte die zugehérigen Brennpunkte, wiihrend der 
dritte auf der Curve vierpunktiger Beriihrung liegt. Die dreifachen 
Tangenten dieser Art bilden eine Linienfliiche, welche diese letztere 
Curve zur n—-2-fachen hat. Um die Ordnung dieser Fliche zu be- 
stimmen, suchen wir die Zahl ihrer Erzeugenden, welche eine Gerade 


z schneiden. Die Coordinaten simmtlicher Erzeugenden lassen sich 
in der Form 


y= Ua + at Af 
geben, wo mw so zu bestimmen ist, dass die Gleichung: 
f(ux+atAfi) =0 
erfiillt ist. Sie ist vom » —‘2'" Grade in wu. Setzt man ferner: 
u(v2) + (2a) + A(fz) = 0 
und eliminirt die Grésse 4 aus der Gleichung 
a? + A(af) =0, 
so entsteht die Gleichung eines Complexes n? — 2 Grades, welcher mit 
f=0, a, = 0, » =0 verbunden, 
F 4 n(n —1) (n?—2) 
als Ordnung der Linienfliiche der dreifachen Tangenten liefert. Fiir 
den Complex zweiten Grades degenerirt dieselbe tibrigens in 16 ebene 
Biischel, deren Centra auf der Curve vierpunktiger Beriihrung liegen 


und die den Doppelpunkten und Doppelebenen der Kummer’ schen 
Fliche entsprechen. 


Im allgemeinen Falle zweier Complexe n'e" und m'" Grades ist die 
Curve vierpunktiger Beriihrung keine Haupttangentencurve der Brenn- 
fliche. Wir werden jetzt zeigen, dass lings derselben die Linienfliiche 

gn, 


f=0, p=0, O=(f*) (y’) — (fe) 
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und die Brennfliche sich osculiren, d. h. sich mit gemeinsamen Haupt- 


tangenten beriihren. 

Die eine Haupttangente der Brennfliche ist die Gerade 2 selbst, 
sie coincidirt also mit der Erzeugenden der Linienfliche. Die andere 
ist gegeben durch die Coordinaten 

Yi = — E+ fit Agi, 
wo w aus der Gleichung 
uB+CcC=0 
zu entnehmen ist. Hs ist zu zeigen, dass dieselbe iibereinstimmt mit 
der Haupttangente der Linienfliiche in dem niimlichen Punkte. Dabei ist 
= B (9?) ’ 
wenn zur Abkiirzung R = (/0) (y*) — (9) (f~) gesetzt wird 


OF eas a. fi %; 
emda fia;)’ 


der Kern der letzteren Determinante wird von den 


ae Wiz = (n —1) fix + (M—1) AQ: 
gebildet. 


Nun ist die Haupttangente der Linienfliche bestimmt durch die 
Coordinaten 


¥=eEU+ht Ap, 
wo der Werth von o aus der Gleichung: 
(yd? x) = o(ad?x) + (fitdrgid?x=0, 


@ (dx)? -t- Wik du,dx, = 0 


oder 


zu bestimmen ist. 
Unter Voraussetzung der Gleichungen 
(fdxz)=0, (ydxz)=0, (Odz)=0, (adxr)=—0, (kdx)=0 
hat man aber: : 
(dx)? = — (ka)? V 
ee Se ee td, eee 
V “—_ (gp) (7) ( ) (p®) (f9)] (g) R?. 
Ks ist ferner 
fi 9: 9; %; ep 


Vind xjdx, = — 9; 9; x; ki; 


also wenn in 


a O; = n—1 (gq?) (fifix) + m— 1 (£2) (Mi pia) — (fH) (m—1 (figixz) + 2—1 (@ifix)] 


vermige der Gleichungen 
bn: ce 
(fo) 





(9?) 
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A eingefiihrt wird 


tS) = WY i ee . : 
demnach r= val fi(9*)—9i(f9)] 


fi % 
fix; 
Die Gleichung fiir @ reducirt sich also auf: 
—oeB+C=0, 
womit der Satz erwiesen ist. 
Die Durchschnittspunkte der Curve vierpunktiger Beriihrung und die 


Beriihrungscurve der Brennfliche mit der singuléren Fliche von f =0 
sind gegeben durch die Gleichungen 


f=0, F=0, p=0, (fy)=0, (@)=0. 
Diese 4n(n—1) m(n+-m—2) Punkte sind aber Beriihrungspunkte der 
beiden Curven. Man iiberzeugt sich davon durch den Nachweis, dass 
die Linienfliche f—0, py =0, © =O der vierpunktigen Beriihrung 
und die Linienfliiche der Beriihrungscurve f= 0, F = 0, » = 0 unter 
Voraussetzung der genannten Gleichungen jedesmal zwei consecutive 
Erzeugende gemein haben. In der That ist die consecutive Erzeugende 
der ersten Fiche bestimmt durch: 
df=0, dp=—0, pPedIF—0=—40, 

die der zweiten durch die namlichen Gleichungen. 

Es hat keine Schwierigkeit, die Zahl der Punkte zu bestimmen, 
in denén diese Curven den weiteren singaliren Curven auf der Brenn- 
oder singuliren Fliche begegnen. 

Wir schliessen hieran endlich den Beweis des Satzes: 

Die singulire und accessorische Fliche eines Complexes osculiren 
sich lings der ihnen gemeinsamen Beriihrungscurve: 

f=0, F=0, (fF) =0. 
Die Haupttangenten der singuliren Fliiche in den Punkten derselben 
sind gegeben durch die Gleichung: 


(fF)e? + w(n—1)(F2) + (n-1)' fe Fi = 0, 
* die eine ist die Gerade z;, die andere bestimmt durch die Gleichung 
(n—1) (fa FF) + w(F2) =0. 
Fiir die accessorische Fliche denken wir aus 
Y= 2(f,F) + 4(F2) =0 
den Werth von 4 in die Gleichung uw? A + wu B+ C = 0 eingetragen. 


Dabei sondert sich der Factor (f;F;) aus. Wird dann (f;F;) = 0 ge- 
setzt, so ist A = 0, A; —0, so dass: 


— (kx)? 
Wr Axia xX, => tani R ( 


) —— (kay RC. 
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B= — (n—1)(F2) — 2(m—1) Fal 
C = — (n—1)P Fi Fifix — 2 (n —1) - (m—1) 


fa Fi Fd (Fihih) 
(FP) : 

Darnach ist die ¢ine Haupttangente derselben wieder x, wihrend die 

andere durch die mit der fiir die singuliire Fliche gegebenen wesent- 

lich identische Gleichung 

wB + C= [u(F2)+n—1 fuk Fi] [n—1(F2)+2(m—1)Fafifel =0 


bestimmt ist. 





X. 
Fortsetzung. Der Rang von Curven auf den Brennflichen. 


Wir stellen uns im Folgenden die Aufgabe, die Richtang der Curve 
zu bestimmen, in welcher die Linienfliche 

f=0, gp=0, »y=0 
die Brennfliche von f = 0, g= On berthrt. 

Es seien A, A’ zwei consecutive Punkte der Curve, denen die 
Tangentialebenen E, E’ entsprechen. Die simmtlichen Tangenten von 
A sind gegeben durch die Gleichungen: 

(1) y= Eu + fit Agi, 

die ihnen unendlich nahen Tangenten in A’ haben daher die Coor- 
dinaten : 

(2) yitdy: = udaj+adu+ofitr0gi+pidi+uxt+fitigi. 


Sollen die unendlich nahen Tangenten (1) und (2) sich schneiden, 
so muss der Ausdruck: 


(3) (dy®) =u? (da?) 4+ 2a [dad fit Ada,8 yi] + 2[(6fdp) A+ da (i0f)] 
+ (fi?) + 420 (p2) + 24da(idq,) + (g?) a2? 


verschwinden. 
Der eine Wurzelwerth der in m quadratischen Gleichung (3) ent- 
spricht der Tangente der Brennfliiche, welche die unendlich nahen 
Punkte A und A’ verbindet, d. h. dem Elemente der Beriihrungscurve, 
der andere dem Schnitt der Ebenen E, E,, d. h. der Generatrix der 
lings der Beriihrungscurve umschriebenen developpabelen Flache. 
Aus der Gleichung (3) sind mit Hiilfe der Gleichungen: 
(adz) = 0, (kdx)=0, (pdx) =0, (fdx)=0, (dx) =—0 
die dx; zu eliminiren, wihrend dA aus der Gleichung: 
(fOf) + 9(fy)4 + (fy)dd + a(pdq) + Ada(g?) =0 


zu entnehmen ist. Eliminirt man endlich mit Hilfe der Gleichungen 


(4) { Htaz+ (af) +4(ag)=9 
(f?) + 24(fy) + (gy?) = 0 
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4, w aus der Gleichung (3), so erhalt man die Gleichung eines 
Complexes, welcher mit 
f=0, p=0, v=0, (&’)=0 

verbunden, durch die Zahl der Lésungen dieser fiinf Gleichungen die 

Summe des Ranges der Beriihrungscurve und der Ordnung der von 

den Tangentialebenen der Brennfliche lings derselben gebildeten 

Developpabelen, d. h. den doppelten Rang der Beriihrungscurve angiebt, 
Um die Gleichung (3) von den Differentialen zu befreien, bedienen 

wir uns der folgenden Transformationen. Wir bezeichnen die Glei- 

chung (3) durch: 

(5) Aw?+2uB'+C'=0. 

Man hat dann zuniichst: 

B’? = (Of +409; fi 9 vi 2% ki)? *) 

[OF 4+-24(0f89)+ 2%q") (f8f)+-4F8q) (@A1)-+A p05) (Af) + A(vaq 
(f8f)+4(feg) (f?) (f9) (fv) 
(pof)+4 (eg) (f9) (9?) (py) 
(¥df)+4(veg) (f¥) (pv) (¥") 

in der Determinante linker Hand ist nur eine Verticalreihe’ hingeschrie- 


ben. Maultiplicirt man die dritte Horizontalreihe der Determinante 
rechts mit 4 und addirt sie zur zweiten etc. und beachtet man dabei 


=—(ka)? 


die zweite Gleichung (4), so gelingt es leicht die folgende Gleichung: 
(5) By? = C (dx*) — (ka) [R(fv)+4(pv)) — S((f9) +4) 


zu erhalten, wo: 


R= (pdf) + 4(pdy) + di(y’), 
S = (wdf) + 4(vd gy) + da(py). 
Die Discriminante der Gleichung (3) hat daher den Werth: 
. (6) B?— AC = (kz hh’, 
(7) A= R[(f¥)+4(p¥)] — Sify) +4@’)). 
Verschwindet die Discriminante, so hat die Gleichung (3) zwei 


gleiche Wurzeln, d. h. die Brennfliche und die beriihrende Linienfliiche 


haben zur gemeinsamen Haupttangente die Tangente der Beriihrungs- 
curve. 


*) Der Kiirze halber sind im Folgenden die Incremente der ersten Differential- 
quotienten durch @ bezeichnet. Es ist also 


of, = (n—1) Zf,,dx,, 
(pdf) = 2g, 4, = n—1) 2Q,f;, 42, , 
(df?) = (n—1)? 2(Lf,,dz,)*, 
(dx df) = Ldzx,6f;,= (n—1) Fdx,dx,f,,, ete. 
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Wenn daher A fiir alle Punkte der Beriihrungscurve verschwindet, 
so ist dieselbe eine gemeinsame Haupttangentencurve der beiden Fliichen. 
Man kann 4 =0 als Differentialgleichung von Haupttangentencurven 
auf der Brennfliche bezeichnen, welche vollstindiger Beriihrungsschnitt 
einer durch f =0, p =0, w = 0 bestimmten Linienfliche sind. 


Um den Ausdruck A von den Differentialen, welche er noch ent- 
halt, zu befreien, schreiben wir 


| (f*) (f8f) + A(f8q) (f¢) | 
(fp) + A(p?)]4 =| (fe) (pdf) + A(pd gq) (gp?) 
| (ro) (AP) + a(Hag) (pv) | 
= (fe) [(ef) Of) — (Sf) (Wf)] — (DECF?) (WE) — (HP) (FEF) 
+ (~¥) [(f?) (paf) — (wf) (fof) 
+ A{(f)[(~8y) (PY) —(H”) (Y9)]|—(@F) [FF H) (9 ¥)—(¥5 9) (F¥)] 
+ (Wf) [(F8 9) (y?)—(~8 @) (fe) ]} - 


Vermiége der Formel 


(a:difipiviti) = + (kx) [(adx)b,— (bdz)a,| 
hat man also 


| (fifi) (FQ) | (fipinde(f?) | 
(pifix) (H*) | (pi Vix) (FQ) 
(8) [(f9) +4] 4—=(n—1) | oe a +(m—1)-a ge ig? 
| Pr 0 | Qk 0 
UW 0 | Uy 0 








ausserdem ist 


(fe) +4 (9)? = — Lif?) @)— (fe ] = — ©. 
Die Transformation, welche zur Gleichung (8) fihrte, ist daher un- 
giiltig fir © —0, da dann auch (fp) + 4(g?) = (f*) + A(fy) = 9. 
Man hat in diesem Falle 


A= R[(f¥)+4@y)], 
(f9p) + (Of) + 24(pdq) + (Y’)dA—O0, 


(fipix) | 
(Pi Pix) | 
m—1 fe | 
R= —[(fe9)+4(929)]=— ay |», |? 
ve | 


LE 


ferner 


also 





insbesondere also fiir 
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y=0 

we n— 1 (p?) (fifix)-+-m—1(f?) (piqix) — (Fp) [n—1 (Hifix)+-m — (fi gaa)] 
(fipix) 9 | 
(pi Giz) O | 

fi O 

gm O 

(fifix) 1 

(pifix) 4 


rs 0 











Das Element der Curve vierpunktiger Beriihrung ist daher Element 
einer Haupttangentencurve der Brennfliche in den Punkten (fy) +4 (py) —0, 
d. h. den Cuspidalpunkten der Linienfliche /—0, p=0, y=0, 
sowie in den Punkten R=0O. Aus dem Umstande, dass R immer 
verschwindet, sobal@ einer der Complexe ; oder @ linear ist, entneh- 
men wir zugleich einen analytischen Beweis des Satzes, dass fiir Brenn- 
flichen eines linearen Complexes die Curve vierpunktiger Beriihrung 
eine Haupttangentencurve ist. 


Wir werden jetzt eine andere Determinantenrelation angeben, 
welchesdie quadratische Gleichung (3) mit der Gleichung 
Aw + Bu+C=0 


in Verbindung setzt, welche die Haupttangenten der Brennfliiche be- 
stimmt. 


Multiplicirt man die Determinante: 
| n—lfiantm—lAginte gi 2; 
Pi 0 0 | =(n—1)(Ae’?—Be+C) 
| a 00 
mit dem Quadrat der Determinante: 
(fp yrkdz) = — (dz), 


Ay, Ay Ajs (f*) t (FQ) | 
Ay Ag. Ags (fp) te (9?) 


so entsteht: 


‘ Ay, Ag, Agg (fy) ty (PY) 
Bre NF Ol |(P)(fo) (fo) 0 0 0 | 
t, t, t, oe FF vv. } 

(fp) (py?) (pv) 0 O O | 


t, = (/0/) + (8g) 
t, = (pdf) + 4(pdg) 
t, = (wd/) + A(ydg) 





Ueber-Complexe und Congruenzen. 117 


Av= au tel?) =n—1(fifefa) +Am—1(fifign) +e(P), 
Ayy= Aq, =4j. + 0(f9) = —1(figefiz) +4m—1(Gifipa) +e(f¢), 
Aj, = As, =4,3+ 0(f¥) = 2 — 1 (iff) +4m—1 (fide giz) +0(fY¥), 
Ay,= Ayo + (HP?) = M—1(HiGesix) +4m— 1 (Hig Gix)+0(H), 
Ay, = Ay,=43.+ O(MY) = N—1 (MideSix) +4m—1 (MitiGix) + e(HY), 
Ay= A3,+ @(v?) = n—1 (WideSix) + A4mM—1(viti giz) +0(¥?), 
= (dfidz;) + A(dgidx,) + e(dz?). 
Man hat daher 
(11) Ag?— Be +C=—{NZ~— A’O} (kz), 


wo 
= (7°) (9?) — (79)? 
Aj, Aj, A,3 (Ff?) (fy) 0 
Ay, Ayo Ay; (fp) (9?) 0 
A; As. 435 (FY) (py) 0 
PrP fofey 9 090 
fp yr py 0 O 0 
feogogyw 0 01 
Qs, M2 %3 (/?) Fp 
1 A2 Mo, Sp Gy 
= (kx)? | a; Aso As, SY PY | — e(dx?)O 
. f? fe fv 0 0 
foe’ ov 0 0 
= (kx)? T — o(dz?)0. 

Aus der identischen Gleichung (11) oder 
(12) (Ag*—Be+C) (da*) (da?) —=—{N (ka)? T— 9 (dx*)®) —A*0} (ka)? 
ergiebt sich daher: 

B (dx?) = (ka T—A[(dz8f)4+-4(d2d9)], 

C (da?) (dz*) = — (ka) T[(dxdf)+A(dzdg)) + (kz)? A?A, 
oder 
(18) B(dz*)[(6/ dz) -+4(dxd9)]+ O(as*) (da) 

=(ka)?A?A— A((dzdf)-+A(dzdq))?. 


Ks ist nun die Haupttangente der windschiefen Flache bestimmt 
durch den Parameter v in 


y= vat ht agi, 


(dx,df;) + 4(dx;dg,) 
(dz) : 


thx)? = = (ka)? 











wo 
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Nennt man die beiden Wurzeln der Gleichung uv? A + u»B+ C=0 * 


#, und g,, so giebt die Gleichung (13): 
(ka)P A? B C 
aya)" — ata» 
mithin hat man als Wurzeln der Gleichung (3): 
(14) w= vt V(v—p,)(¥—tp) - 


Der letztere Ausdruck hiitte sich ohne Weiteres aus einem be- 
kannten geometrischen Theoreme herleiten lassen. Wenn sich namlich 
zwei Filichen lings einer Curve beriihren, so bilden die Tangente der 
Beriihrungscurve und der Schnitt der consecutiven Tangentialebenen 
die beiden Richtungen, welche zu den Haupttangenten der beiden 


Flichen gleichzeitig harmonisch liegen. Die Haupttangenten der wind- 
schiefen Fliche sind aber: 


“i, vetfit gi 





die der Brennflaiche 
MME AGR, mutt rgp, 
woraus man fiir den Parameter w der beiden Strahlen, welche gleich- 
zeitig zu diesen Richtungen harmonisch liegen, die quadratische Glei- 
chung: 
we — 2 pv = by, — (4, +e,)” 
findet, deren Wurzelu mit (14) iibereinstimmen. 

Wir haben die liniengeometrische Betrachtung vorgezogen, weil 
durch sie die Tangente der Beriihrungscurve unzweideutig festgestellt 
wird auch in den Fallen, wo die Gleichung (14) ihre Bedeutung verliert. 

Es findet dies insbesondere statt, wenn A—=QO=(. Alsdann 
zeigt die Gleichung (12), dass: 


(— Be+C) (dz?) (dz?) = — NT(kz)*, 


wihrend die Tangente der Beriihrungscurve, resp. die ihr dualistisch 
entsprechende Generatrix bestimmt ist durch 


Wir ziehen daraus den Schluss: 
Jede umschriebene Linienfliche f= 0, p =0, » = 0 osculirt die 
Brennfliche f =0, po =O in-denjenigen Punkten, in denen ihre ge- 
meinsame Beriihrungscurve der Curve vierpunktiger Beriihrung begegnet. 


Ist dagegen A = 0, so hat die Gleichung (3) zwei gleiche Wurzeln 
und die Gleichung (12) 


(A @?—Be+ 0) (da2)(dz*) = — N((ka)? T— e(d2*)@) 


zeigt dann, dass die Haupttangente der Linienfliche mit einer der 
Haupttangenten der Brennfliche coincidirt, d. h. dass das Element der 
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Beriihrungscurve einer Haupttangentencurve der Flichen angehért, wie 
schon oben bemerkt wurde. 


Soll nun der Rang der Beriihrungscurve bestimmt werden, so ist 


zu setzen: 
u(z) + (fz) + A(p’) = 0, 
(7?) + 2(fp)4 + P(g) =0, 
u(da®) = — [(dx 6f)+Adedq)] + (kad, 
Die Elimination von w und 4 aus diesen Gleichungen liefert einen 


Complex vom Grade 
4(3n+3m+p—7), 
welcher mit den Gleichungen 
f=0, p=0, y=0, (#*)=0 

Smnp(3n+3m+p—7) Lésungen liefert. 

Der Rang der Beriihrungscurve ist daher 

4mnp(3n+3m-+p—7). 

Spitzen werden im allgemeinen bei der Beriihrungscurve nicht auf- 

treten. Ebenso ist die Zahl der stationiiren Tangenten gleich Null zu 


setzens Denn die Tangente der Beriihrungscurve ist nur dann Haupt- 
tangente der Linienflache, wenn die Gleichungen 


/=0, p=0, y=0, A=0 
bestehen, woraus ersichtlich ist, dass einer weiteren Bedingung, durch 
welche eine gemeinsame Haupttangente der Brennfliche und der Linien- 
fliche zur stationaven Tangente ihrer Beriihrungscurve wird, im all- 
gemeinen nicht geniigt werden kann*). Aus den Zahlen: 


N = 2mnp(m+n+p—1) 
R= 4mnp(3m+3n+ p—T) 
pB =0 

vy =0 


lassen sich daher die Charakteristiken der Beriihrungscurve berechnen. 

Insbesondere erhilt man als Rang.der Curve vierpunktiger Beriih- 

rung: 
4mn(4m-+ 4n—9) (m+n—2). 

Aus den Zahlen, welche oben fiir Geschlecht und Ordnung dieser 
Curve gegeben sind, ergiebt sich weiter 6 = 0. Stationiire Tangenten 
sind auch hier nicht vorhanden. : 

Wir bemerken endlich noch, dass in den Cuspidalpunkten der 
Linienfliiche vierpunktiger Beriihrung, welche durch die Gleichung: 


*) Verschwindet dagegen A, so ist die Beriihrungscurve Haupttangenten- 
curve, daher von gleicher Ordnung und Klasse und. enthalt eine in jedem Falle 
leicht zu bestimmende Anzahl von Spitzen und stationiren Tangenten. 
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f=0, p=0, y=O0=0, (/¥) +A(pv) =0 


gegeben sind, die Curve der vierpunktigen Beriihrung die singulire 
Erzeugende der genannten Linienfliche beriihrt. 


XI. 


Fortsetzung. Der Rang von Curven auf der singuliren Flaiche eines 
Complexes. 


Die Formeln des vorigen § vereinfachen sich bedeutend fiir die 
Beritihrungscurve der Linienfliche 
f=0, F=0, y=0 
mit der singuliren Fliche des Complexes f= 0. 
An Stelle der Gleichung (1) tritt dann 


(1) ¥= eat, 
mithin an Stelle von (3) 
(2) u?(dz*) + 2 u(da;df;) + (df?) =90. 


Wird diese Gleichung wieder durch 
Au? + 2B’u+C’'=0 
bezeichnet, so ergiebt sich wie vorhin 
B’? = (dz*)C' — (kay & 


wo 

A = (Fidfi) (vf) — fF) Wa4fi), 
oder 
(3) A = (Fifix, Vilizy fey Fe, Ve, Xe)(k2). 


Die beiden Wurzeln der Gleichung (2) sind hiernach immer rational 


ausgedriickt durch: 
B A(kz) 
w= — 5 4. SS. 


A =0 ist die Differentialgleichung der Haupttangentencurven auf der 
singuldren Fiche. 
Man erhiilt hiernach als Charakteristiken der Beriihrungscurve der 
Linienfliiche mit der singuliiren Fliiche: 
| R = 4n(n—1) p(4n+p—6) *), 
P = 2n(n—1) p(3n+p—6)+1, 
N = 2n?(n—1)p, 


*) Fiir » =2 sind dies dieselben Werthe, welche den Charakteristiken der 
Beriihrungscurve, die gegen Ende des vorigen § gegeben wurden, fiir n= 2, 
m==1 zukommen. Es entspricht dies dem Umstande, dass die Brennfliiche [2 1] 
zugleich singulire Fliiche eines Complexes zweiten Grades ist. 
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b =0, 
vy =, 
a = 8n(n—1) p(l0On+3p— 18), 
M = 6n(n—1) p(7n+2p—-12). 
Diese Zahlen sind zugleich die Charakteristiken der Beriihrungscurve 
| der Brennfliche von f =O, ~ =O mit der singuldren Fliche von f. 
Fiir den Fall der Kummer’schen Flaiche, die als Brennfliche 
zweier Complexe vom ersten und zweiten Grade gedacht wird, erhilt 
man daher als Charakteristiken ihrer Beritthrungscurve mit der singu- 
liren Fliche des Complexes zweiten Grades (n = 2, p= 1). 
N=8, B=0, v=(0, P=5, R=M, M=8, ac=8, 
ein Resultat, welches auch noch fiir den Fall seine Giiltigkeit behiilt, 
wo der Complex y ein specieller linearer ist. 
Fiir die Beriihrungscurve der Brennfliche [2 2] (n = 2, p = 2) 
mit der singuliiren Fliche eines der erzeugenden Complexe hat man: 
N=16, M=144, R=64, B=—0, v=0, a= 256. 


Dies sind die Charaktere der Schnittcurve von zwei Flachen vierten 
Grades, welche sich in einer Curve mit 16 wirklichen Doppelpunkten 
schneiden. In der That lisst sich leicht zeigen, dass die Beriihrungs- 
curve 16 wirkliche Doppelpunkte besitzt, die den 16 Knotenpunkten 
der singuliiren Flache entsprechen*). 


Wir betrachten endlich die Beriihrungscurve der singuldéren und 
accessorischen Fliche eines Complexes. 
Wird demgemiiss » = (fF) = 0 gesetzt, so ist: 
al | A = (/¥) (Fiafi). 
Nun ist 
Be ve = 2n—1 (fii Fi) + 2—2 (fifi), 
mithin 


ler — &£=[fe), bile), fer Fe, Gififier), %). 

Diese Curve ist daher auch hier im Allgemeinen keine Haupt- 
ler tangentencurve der singuliren Flaiche. Ihre Charakteristiken sind: 

N = 2n?(n— 1) (8n—4), 

6 =0, v=0, 

P = 2n(n—1) (8n—4) (6n—10)+1, 

R = 4n(n—1) (8n—4) (Tn—10), 

M = 6n(n— f) (3n—4) (13 n—20), . 


“ a = 8n(n—1) (3n—4) (19m—30). 


2 1] 





*) Vgl. § XVI. 
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Fiir den Fall » 2 verschwinden die dritten Differentialquotienten 
von f auch in A identisch. Es ergiebt sich daraus: 

Die singuldre und accessorische Fliiche eines Complexes zweiten 
Grades beriihren sich in einer gemeinsamen Haupttangentencurve. 

Es ist keine Schwierigkeit, diese Curve genauer zu untersuchen, 
insbesondere die Gleichungen anzugeben, von denen die Bestimmung 
ihrer stationiiren Tangenten abhiingt. Man findet dann: 


N=M=16, P=17, R=48, v=%6, B=16, «=16. 


Es mag noch darauf hingewiesen werden, dass die Gleichungen 
X. (8), XI. (3) in manchen Fallen unmittelbar zur Bestimmung von 
Haupttangenten fiihren. 

So z. B. hat man fiir die drei gegenseitig in Involution liegenden 
Complexe zweiten Grades: 


a2 x? 4 x? 
= k,— Q1 T 9, al ‘A; — Q2 or Ree om k;— @3 aa 0, 
(4) (fo) =9, (f¥y)=9, Y=), 
Vifu =vi—fi, 


ViPic= Vi — Pi, 
also A = 0 und damit den Satz: 
Die Linienfliche der drei Complexe (4) beriihrt die Brennfliiche je 
zweier derselben nach einer Haupttangentencurve. 
Ebenso verschwindet die Discriminante A fiir 


x? x2 x? 
5 =—+~—_—_ =0, F=-—_——,; = 90 = —— 

( ) f 7 —@s ? (k;— 0)? ? vi k; — Qs ? 
woraus ohne Weiteres die Bestimmung der Haupttangentencurven der 
Kummer'schen Fliche sich ergiebt. 


Xi. 
Die Singularititen der Congruenzen. 


Die beiden einem beliebigen Punkte des Raumes zugeordneten 
Complexkegel von f= 0, » = 0 haben im Allgemeinen keine irgend- 
wie ausgezeichnete Beziehung zu einander. Solche Beziehungen, die 
wir als Singularitéten der Congruenz bezeichnen, treten daher erst fiir 
bestimmte Flichen und Curven auf. 

Wenn die beiden einem Punkte A entsprechenden Kegel sich be- 
riihren, so ist A ein Punkt der Brennliiche der Congruenz, die ge- 
meinschaftliche Tangentialebene aber nicht die Ebene der Brennfliche 
im Punkte A, sondern die des correspondirenden Punktes auf der Be- 
riihrangskante. Von diesem Gesichtspunkte aus ist die Brennfliche 
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als singuldére Fliche der Congruenz zu bezeichnen. Berthren sich die 
beiden Kegel in zwei verschiedenen Kanten, so existiren fiir den naim- 
lichen Punkt der Brennfliche zwei verschiedene Tangentialebenen, der- 
selbe ist daher ein Punkt ihrer Doppelcurve. Es wiirde eine zweifache 
Bedingung erforderlich sein, wenn diese beiden Ebenen zusammen- 
riicken sollen, im Allgemeinen sind daher auf der Doppelcurve keine 
Punkte mit zusammenfallenden Tangentialebenen — pinch-points — 
vorhanden. Die Ebene, fiir welche die beiden Complexcurven von f 
und @ sich doppelt beriihren, ist umgekehrt eine Doppeltangentenebene 
der Brennfliche. { ; 

Osculiren sich die beiden Kegel des Punktes A, so besitzt die 
Brennfliche in ihm zwei unendlich nahe Tangentialebenen. Ein sol- 
cher Punkt gehért daher der Riickkehrcurve der Brennflaiche an. Um- 
gekehrt sind die parabolischen Ebenen derselben dadurch ausgezeichnet, 
dass sich die in ihnen liegenden Complexcurven osculiren. Von einer 
Congruenzgeraden ausgehend, gelangt man bekanntlich zu zwei un- 
endlich nahen, welche sie schneiden und durch Fortsetzung dieser Con- 
struction zu den Kummer’schen Developpabeln, in welche sich die 
simmtlichen Geraden der Congruenz anordnen lassen. Die Riickkehr- 
kanten der Kummer’schen Developpabeln haben daher in den Punkten 
der parabolischen oder Riickkehrcurve der Brennfliche stationire Ebenen 
oder Punkte. In den Punkten der Doppelcurve wiirden sich dagegen 
die Riickkehrkanten von zwei verschiedenen Developpabeln schneiden. 

Es werden ferner einzelne Punkte der Brennfliche existiren, deren 
Kegel sich dreifach beriihren, es sind die dreifachen Punkte der Doppel- 
curve. Ihnen entsprechen die dreifachen Tangentenebenen der Brenn- 
fliche, fiir welche dreifache Beriihruug von Complexcurven stattfindet. 
Ferner werden die beiden Complexkegel in einer bestimmten Zahl von 
Punkten sich osculiren und ausserdem in einer anderen Kante beriihren. 
Solche Punkte der Riickkehreurve gehéren zugleich der Doppelcurve 
an, und sind stationdre Punkte der leteteren. Wenn sich dagegen die 
Complexkegel eines Punktes iiberosculiren, so ist derselbe ein Punkt © 
der Doppelcurve, der stationdr fiir die Riickkehrewrve ist. Findet nam- 
lich dié Osculation in der Kante b, die Beriihrung in a statt, so ver- 
mittelt (a, b) zwei zusammenfallende Paare von Tangentialebenen der 
Doppeleurve, einer Ueberoscvlation entsprechen dagegen zwei zusam- 
menfallende Riickkehrtangentialebenen. 

Weitere der Doppel- und Riickkehrcurve gemeinsame Punkte treten 
im Allgemeinen nicht auf. . 

In speciellen Fallen kénnen natiirlich weit héhere Singularitaten 
auftreten, deren Aufziihlung wir hier unterlassen. Insbesondere kann 
es geschehen, dass die Complexcurven in einer Ebene einen reducibeln 
Theil gemeinsam haben. Derselbe gehdrt dann der Brennflaiche an, 
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zugleich ist aber diese Ebene eine solche, welche die Brennflaiche nach 
der ganzen Erstreckung einer Curve beriihrt, die von der vorigen ver- 
schieden ist. Das dualistische Verhalten findet statt, wenn zwei Com- 
plexkegel einen Theil gemein haben. Derselbe bildet einen Tangential- 
kegel der Brennfliche, dessen Spitze vielfacher Punkt derselben ist. 

Wir erwihnen noch besonders den Fall, wo einer der Complexe 
linear ist. Die Doppeltangentenebenen der Brennfliiche sind dann ein- 
deutig durch den linearen Complex auf die Punkte der Doppelcurve 
bezogen. Die Doppelcurve ist der Ort der Spitzen von Complexkegeln, 
fiir welche die durch den linearen Complex zugeordnete Ebene Doppel- 
tangentenebene des Kegels (mithin auch der Brennfliche) ist. In der- 
selben Weise gehéren Riickkehr- und parabolische Curve zueinander, 
Wenn die Ebene des linearen Complexes den Kegel ihres zugeordneten 
Punktes osculirt, so ist sie parabolische Ebene, der Punkt Riickkehr- 
punkt der Brennfliche. Die stationiren Punkte der Riickkehrcurve 
entsprechen den Kegeln, welche von der zugehdrigen Ebene des linea- 
ren Complexes iiberosculirt werden, die stationiiren Punkte der Doppel- 
curve Ebenen, welche osculiren und an einer anderen Stelle beriihren, 
endlich die dreifachen Punkte der Doppelcurve dreifachen Tangential- 
ebenen der Complexkegel, welche durch den linearen Complex ihren 
Spitzen zugeordnet sind. 

Von diesen Betrachtungen ausgehend, welche einen anschaulichen 
Zusammenhang der Singularitiéten der Brennflichen mit denen der Con- 
gruenz begriinden, gelangt man zu einer zweiten rein liniengeometrischen 
Definition dieser ersteren Singularititen, deren Verfolgung die bisherigen 
Untersuchungen zugleich in einigen Punkten ergiinzen wird. Die all- 
gemeine Aufgabe ist hier die liniengeometrische Bestimmung derjenigen 
Linienjlichen und Linienconfigurationen, welche mit jenen Singularitdten 
verkniipft sind. Wir werden dieselbe insbesondere fiir die parabolische 
und Riickkehreurve behan:eln. 

Wir betrachten zuniichst die Brennfliche eines linearen Complexes 
a, = 0 und f=0. 

Damit die Gerade x der Congruenz durch einen Punkt der Riick- 
kehr- oder parabolischen Curve gehe, miissen die Gleichungen: 





(yf) = 0, 

(yx) —_ 0, 

(ya) _ 0, 

“) (ya) a 0, 
(y’?) =9, 

Yili = 0 


erfiillt sein, in denen die « die Coordinaten einer beliebigen Geraden 
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(oder auch eines linearen Complexes) bedeuten. Die Resultante der- 
selben ist die Gleichung eines Complexes, welcher mit a, = 0, f= 0 
die gesuchte Linienfliche bestimmt. Man kann sie auf dem Wege einer 
Discriminautenbildung erhalten, es ergeben sich dann die namlichen 
Determinanten, mit deren Reduction wir uns schon friiher beschiftigt 
haben. In einer vollstindig entwickelten Form erhilt man diese Dis- 
criminante mittelst der symbolischen Methoden. 


Wir denken also (y?) mit Hiilfe der drei ersten Gleichungen (1) 
durch das Product zweier linearer Ausdriicke 


(Py) (Qy) 
ersetzt und y;y:f;; durch den symbolischen Ausdruck 
(2) (Ay)* = (B,)? = 0 


dargestellt. Dabei ist A;A,—= B;B,= fix, ferner: 
(A?) = (B?) = 0, 

da der Complex in der Normalform vorausgesetzt wird. Das Resultat 

der Elimination ist daher: 


(3) (pafAax) (qafBax)* + (paf Bax) (qafAaz)? =0. 


Setzt man nun: 


- 


= (pafAax) (qafBex), 
= (pafBazx) (qafAaz), 
so kommt an Stelle von (3): 
(4) PF? 4+ @=(F+G)— 2FG=0. 


Bezeichnet man wieder die Determinante der Coefficienten von (y?) 
horizontal und vertical mit den Gréssen B y 0 --- B’ y' 0° --- geriindert 


durch 
By’ O’--- 


}(F+@)—— parce # 


woraus, wenn man die sechs ersten Horizontal- und Verticalreihen mit 
den x multiplicirt und von der letzten subtrahirt, vermége 


f=0, az=0, (22) =0, 


1(F + G) = (a,%) (° ‘p) — ime (; rp) + “ (re) 


Man hat ferner: 


so ist 


At on ee le: 
BB; = A, As= f;, 


also: 
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af Ay? 


(6) t(F+ GF = (a) (3), 


In derselben Weise ergiebt sich: 


© FO— (ies) (ppen) = 9 (opa) (opp): 


Die Resultante ist daher: 


® Orn) ~ (apa) Corn) = 


oder mit Benutzung eines bekannten Determinantensatzes: 


fA? ABY , 
m (Sy 2 (Cp) (@ — rr) =0, 
wir schreiben sie in der Form: 
(8) o?— 20¥—0, 
wo ‘ 
A 2 AB 
o= (4): C= WM —Cf?, Y= (ae) 


Es ist leicht, die symbolischen Werthe durch ihre wirklichen aus- 
zudriicken. Insbesondere hat man: 


® = (f?) (a;ax fix) — 2(aifi) (ax @ifix) + (a2) (fifefix) » 
4¥ = (f: Fi) (a:axfix) —_ (a, F)?— ie) 2 (fix) te (a?) (F;?) —_— (af) (aifix F;) 


. + F (ajaxfifei), 
wobei wieder F' = (f;*) gesetzt ist. 


Der Complex (8) ist vom Grade 2(3n— 4). Daraus folgt: 
Die Linienfliiche, deren Erzeugende sich auf die parabolische wid 
Riickkehreurve stiitzen, ist vom Grade 4n(3n—4). 
Diese Fliche steht in einer nicht uninteressanten Beziehung zur 
Linienfliche vierpunktiger Beriihrung, welche durch: 
a; = 0, f= 0, 8=0 
gegeben ist. Die singuliiren Erzeugenden der letzteren sind gegeben 
durch das Verschwinden von 
V =[(af) (a®) — (a’) (f@)}? = RB. 
Die Cuspidalpunkte, deren Zahl demgemiiss 
4n(n—1) (8n—4) 
betriigt, liegen dabei auf der Curve vierpunktiger Beriihrung. Man 
findet ferner leicht, dass 


— (a?) ® = (af) (a®) — (a®)fO = R. 
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Beriicksichtigt man schlierslich die Form der Gleichung (8), so 
ergiebt sich: 

Auf der Curve der vierpunktigen Beriihrung liegen 4n(3n—4) (n —1) 
ausgezeichnete Punkte. Sie gehiren gleichzeitig der parabolischen und 
der Riickkehreurve der Brennfliche an, und sind Cuspidalpunkte der 
Linienfliche der vierpunktigen Beriihrung, sowie der der parabolischen 
und Riickkehreurve. Die letzteren beiden Flichen beriihren sich in den 
entsprechenden Congruenzgeraden, ihren gemeinsamen singuliren Erzeu- 
genden. 

Wir schliessen hieran die Bestimmung derjenigen Linienfliche, 
welche aus den Geraden der Congruenz gebildet wird, auf denen Punkte 
der Doppeleurve liegen und die ersichtlich diese Curve selbst zur Doppel- 
curve hat. Wir haben also dic Bedingung auszudriicken, dass die 
Tangentialebene 

¥ifi =9 
eines Complexkegels Doppeltangentialebene ist und gleichzeitig dem 
linearen Complexe angehért, also unter Voraussetzung der Gleichungen: 
(yz) =0, az=0, f=0, ay=0. 


Die Bedingung der doppelten Beriihrung fihrt zunichst auf die 
Discriminante: 
¥ = 0, 
welche am Schlusse des § H. betrachtet wurde. Erwiigt man, dass, 
wie schon dort bemerkt wurde, die Gleichungen 


dy = 0, (yf) =9, (yx) =0, (y?) =0, ¥=0 
2(n-+-4)(n—3) gleiche Wurzeln y = x besitzen, so muss die Resul- 


tante derselben, welche entsteht, wenn man aus den letzten fiinf Glei- 
chungen und der willkiihrlichen Bedingung: 


: Ly = 0 
die y eliminirt, den Factor 
(ct) 2("+2)(n—3) 

enthalten. Unter Absonderung desselben wird die Resultante daher 
vom Grade 
2(n +2) (n—3) + 2 (m —1) (n+ 2) (n —3) + 2(n—2) (n —3)— 2 (n+ 2) (n—3) 
in den x, oder: 

2(n—3)(n?+-2n—4). 

Wir erhalten daher eine Linienfliche vom Grade 

4n(n —3)(n?+2n—4), 
deren Erzeugende paarweise einen Punkt der Doppelcurve der Brenn- 
fiiche enthalten. Ihre Doppelcurve zerfillt also in zwei Theile, von 
denen einer die Doppelcurve der Brennfliiche selbst ist. 
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Man kann die letztgefundene Zahl verificiren, indem man die Zahil 
der Schnittpunkte der Curve vierpunktiger Beriihrung mit der Doppel- 
curve bestimmt. 

Diese letzteren Punkte sind gegeben durch 


a,=0, f=0, (#)=—0, @=0 


Y = 0, 
falls in Y an Stelle von y; a; + Af; substituirt wird, wo 4 = — 
Y enthilt dann die Coordinaten x im Grade: 
(n—1) (n-+2) (n—3) + (n—2) (n—3) = (n—3) (n° 2n—4), 

woraus sich ergiebt: 

Auf der Curve vierpunktiger Beriihrung liegen 

4n (n—1) (n—3) (n?+2n—4) 

Punkte der Doppelcurve*). Die gleiche Zahl von Punkten ergiebt sich 
aber durch den Schnitt der vorhin betrachteten Linienfliche mit dem 
Complexe 0 = 0. 

Wir gehen nun zu dem allgemeinen Falle zweier Complexe f=0, 
g = 0 iiber und bestimmen auch hier die Linienfliche von Congruenz- 
geraden, in denen sich Complexkegel oder Complexcurven der beiden 
Complexe osculiren. Durch die Gleichungen: 


(9) (@f)=9, Yo) =9, (yz) =0, (y’)=—0, (ay) =0 
driicken wir zuniichst eine Gerade y aus, welche durch einen der auf 
x liegenden Brennpunkte in der zugehérigen Brennebene gelegen ist 
und die willkiihrliche Gerade « schneidet (dem Complexe a, = an- 
gehért). Die Complexkegel, welche von diesem Brennpunkte auslaufen, 
haben dann die Gerade x und die ihr benachbarte gemeinsam, welche 
wir in der Form x + ydaA darstellen kénnen. Setzt man in den Glei- 
chungen (9) an Stelle von y ¢, an Stelle von « x+-yd4, so resultirt 
eine zu y unendlich nahe Gerade z aus den Gleichungen: 


(f+8/)=0, (2(p+6q)=0, (e(@-+yda))=0, (2*)=0, (es)—=0, 
welche wir durch y+ dy bezeichnen; sie bestimmt die gemeinschaft- 
liche Tangentialebene der beiden Complexkegel, welche von dem un- 
endlich nahen Brennpunkte auf der Geraden x+-ydA auslaufen. Durch 
die Bedingung, dass die Gerade ¢ = y + dy sowohl z als y schneidet, 
wird nun ausgedriickt, dass entweder x, z, y in einer Ebene liegen, 
und dann findet Osculation der Complexcurven in dieser Ebene statt, 
oder dass x, z, y durch einen Punkt gehen, welcher Spitze von zwei 
sich osculirenden Complexkegeln ist. 


und 


uF 
(af) 


*) Diese Punkte gehdren der Curve vierpunktiger Beriihrung als einfache 
Punkte an, 
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Die dazu erforderlichen Gleichungen sind: 





(yitdy) (fi +d4 2 yd fi) = 0, 
(yitdy:) (pitas Dy yi)= 0, 
(ydy) — 0, 
(10) (wdy) =0, 
(ady) =0, 
(kdy) — 0, 
(dy?) =0. 


Sie geben, wenn aus ihnen die y und dy mit Hiilfe der Gleichungen 
(9) und 
f=0, 9=0, (#)=0 

eliminirt werden, die Gleichung eines Complexes, welcher diejenigen Ge- 
raden der Congruenz bestimmt, welche entweder den Punkten der para- 
bolischen oder denen der Riickkehrcurve entsprechen. Diese Geraden 
miissen sich daher in zwei getrennte Linienflichen sondern, welche von 
gleichem Grade sind. 


An Stelle der beiden ersten Gleichungen (10) tritt sofort, wenn 
Of; =n—l fix Axx, 
09; = m—19;4d 2, 
und fiir die beiden’ Polarcomplexe die Bezeichnungen 
Yiye fix = O,, 
YiYe Pir= Ay 
eingefiihrt werden, 
(fi dy:) + n—1ddA, = 0, 
(pidy:) + m—1ddA, =0, 

also nach Elimination von dd 
(11) (dy; (m—1f;A4, —n—19;A,]) = 0. 

Eliminirt man jetzt aus den 5 letzten Gleichungen (10) und (11) 
die Differentiale dy, so ergiebt sich: 

(Q ° (m—1 fd, —n—l1 gid,) LYi k; ;) =, 

Aus dieser Determinante entfernt man durch Multiplication der 6 ersten 
Horizontal- oder Verticalreihen mit y und Subtraction von der dritt- 
letzten vermége der Gleichungen (9) den Factor (ky)? und durch die 
analoge Operation in den x den Factor (a,)?. Die Determinante nimmt 
dadurch die einfache Form: 
(12) (n—1)?A,?(f?)—2(n—1) (m—1)A, A, (fp) + (m—1)P A,?(g?) =0 


an. Aus den Gleichungen (12) und (9) sind jetzt die y zu eliminiren. 
Mathematische Annalen. IX. 9 
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Wir zerlegen zu diesem Zwecke die Gleichung vierten Grades (12) in 
zwei quadratische Factoren: 


* (A,7,— 724) (A, B, —B,A,) = 9, 


7B, = (n—1)* (f?), 
7B, =(m—1)2(g2), 
¥2B, + 7B, = 2 (fp) (n—1)(m—1). 
Setzt man jetzt fiir 
Do7, — Ayr = ViyelYs Pix — Pofir] 
den symbolischen Ausdruck: 
A, == B,?, 


wo 


so dass: 
A; Ay = 7, Piz — Yofix, 
(A?) = (B*?) = 0 
sein wird, wenn die Formen {f= 0, gm = 0 vollstiindig von einander 
unabhiingig sind, so ist die Resultante der Gleichungen in y 
(13) om? — 20¥, 


wo 


wobei wiederum: 


@ = (f*) (9) — (fe)”, 

® = (2: fA), 

Y=(Q:fpAB). 
Sie enthilt in dieser Form noch die Irrationalitiiten y,, y,. Man ent- 
fernt dieselben, indem man den Ausdruck (13) mit dem analog gebil- 
deten multiplicirt, welcher durch Vertauschung der 6 mit den y ent- 
steht. So ergiebt sich schliesslich: 
(14) 40°¥,¥, — 20(¥0'?+¥, 0) + Oo? = 0, 
welche Gleichung einen Complex 4(3m-+3n—7)'" Grades vorstellt. 
Der Grad der totalen Linienfliiche, deren Erzeugende den beiden sin- 
guliiren Curven der Brennfliiche zugeordnet sind, ist daher: 

Snm(3m+3n—7). 

Es hat keine Schwierigkeit, die wirklichen Ausdriicke statt der 
symbolischen einzufiihren, doch ist es unnéthig, hierauf weiter einzu- 
gehen. Die Cuspidalpunkte der Linienfliiche vierpunktiger Beriihrung 
sind auch hier bestimmt durch die Gleichungen: 


f=—0, g=—0, 0 = 0, 
[(p*) (f0) — (fe) (9)? = 9. 
Die Zah] derselben ist daher 4mn(m-—+-n—2)(3m+3n—17). 
Man findet dann ferner, dass die genannten Linienflichen der para- 
bolischen ete. Curve die niimlichen Cuspidalpunkte besitzen. Dic Zahi 
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der Punkte, in denen die Riickkehr- beziehungsweise parabolische Curve 


’ der Curve vierpunktiger Beriihrung begegnen, ist daher gleich: 

4mn(m--n—2)(3m+3n—7). 
Die Tangente der Curve vierpunktiger Beriihrung ist dabei jedesmal die 
betreffende Congruenzgerade und man iibersieht leicht, dass dasselbe der 
Fall sein wird mit den beiden genannten Curven. Es stimmt diese Be- 
merkung, die in der That aus den Formeln, welche wir friiher fiir die 
Tangenten von Beriihrungscurven gegeben haben, ohne Weiteres her- 
vorgeht, tiberein mit dem bekannten Satze, dass die Curve vierpunktiger 
Beriihrung auf jeder Fliiche eine Beriihrungscurve der genannten beiden 
singuliiren Curven ist*). 

Setzt man in Gleichung (12) 

" _— 
a =4,4,,  @ ea goth § (4,442), 
so sind A, 4, die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 
ss (f2) + 22(F@) + a2(p2) = 0 
und (12) reducirt sich auf: 
n—1A, + m—14A, = 0. 

Man erkennt in den beiden letzteren Gleichungen die véllige Iden- 
titiit der hier vorliegenden Frage mit dem bereits friiher gelésten Haupt- 
tangentenproblem. Die Discriminante der Gleichung 

wAt+ub+Cc=0 

ont ist hiernach identisch mit der linken Seite der Gleichung (14). Es ist 
bil- damit zugleich ein rein liniengeometrischer Beweis der geometrisch 
ent- ohne Weiteres einleuchtenden Behauptung gegeben, dass die Osculation 

von Complexkegeln oder Curven Punkten oder Ebenen der Riickkehr- 

resp. parabolischen Curve entspricht**). 
om - XM. . 
sin- 

Die Singularitaten der Brennflaichen. 
Wir bezeichnen nun mit 

der 1) N die Ordnung = Classe der Brennfliiche, 
nzu- 2) S den Rang derselben (Classe der ebenen Schnittcurve, Ord- 
rung nung des Tangentenkegels), 

*) Salmon, Anal, Geom. d. Raumes, § 334. 

**) Wenn die Discriminante B?— 4 AC fiir alle Geraden der Congruenz ver- 
schwindet, so enthilt die Brennfliche nur parabolische Punkte. Man kann daher 
die Gleichung 

para Bt—4AC=0 
Zahl als Differentialgleichung der developpabeln Brennflichen bezeichnen., 
9* 
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3) J Ordnung = Classe der Haupttangentencongruenz = Zahl 
der Wendetangenten des ebenen Schnittes = Zahl der Riick- 
kehrkanten des Tangentialkegels, 

4) P die Ordnung der parabolischen Curve = der Classe der 
Developpabeln der Riickkehrtangentialebenen*) = der Zahl 
der Punkte, in denen die Beriihrungscurve des Tangenten- 
kegels der Riickkehreurve begegnet, 

5) D die Ordnung der Doppeleurve = Zahl der Doppelpunkte 
des ebenen Schnittes = Zahl der Doppeltangenten des Tan- 


gentenkegels, 
6) R die Ordnung der Riickkehreurve = Classe der parabolischen 
Ebenen = Zahl der Inflexionskanten des Tangentenkegels 


= Zahl der Riickkehrpunkte des ebenen Schnittes, 
7) A die Zahl der Doppeltangenten des ebenen Schnittes = Zahl 
der Doppelkanten des Tangentenkegels, 
8) K den Rang der Riickkehrcurve = dem Rang der parabo- 
lischen Curve **). 
Nach den Formeln von Pliicker ist zuniichst: 
S= N(N—1)—2D—3R, 
1 J =3N(N—2) —6D—8R, 
(1) N= S(S—1)—2A—3J, 
R=38S (S —2)—6A—8J. 
Aus den bereits gefundenen Werthen 
N = 2mn(m+n—2), 
S = 2mn{(m+n—1)?— mn-+ 1], 
J = 4mn[2(m+n— 1)(m+n—2) — mn + 1] 
ergeben sich daher mit Hiilfe der Gleichungen (1) die Werthe von 
R, A, D. 
Bestimmung der Zahl P. 


Wir betrachten die Tangente der Fliche in einem parabolischen 
oder Riickkehrpunkte. Ihre Coordinaten sind 
(2) Yi = UH + fit rQi, 
wo w ein willkiihrlicher Parameter, 4 die gemeinsame Wurzel der 
Gleichungen : 
(3) . B—4AC=0, 
(4) (f?) + 24(fp) + 4(g*) = 0. 


*) Unter der Riickkehrtangentialebene verstehen wir diejenige Ebene, in 
welcher der osculirende Kegel zweiten Grades fiir einen Punkt der Riickkehreurve 
degenerirt. 

**) Vgl. Seite 135, 
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Damit die Gerade (2) zwei willkiihrliche Geraden a, b schneide, 
miissen die Gleichungen 


ua, + (af) + A(ag) = 0, 

ub, + (bf) + A(by) =0 
bestehen. Setzt man den hieraus entspringendén Werth von 4 in die 
Gleichungen (3), (4) ein, so entstehen die Gleichungen zweier Com- 
plexe von den Graden , 


6(n-+-m—2), 2(n-+-m—1). 
Sie bestimmen mit 
f=9, »=90, (x?) = 0 


24 nm(m-+-n—2) (n+ m— 1) 
Lisungen, aus denen aber die des Systems 
f=90, p=090, az(be) —dz(ap) =9, az(bf) — b.(af) =0 

vierfachziihlend auszuscheiden sind. Es bleibt daher die Zahl 

4 mn[6(m-+-n—2) (m+n—1) —2mn], 
welche sich gleichzeitig auf die parabolische und Riickkehreurve be- 
zieht, Wenn a, b sich schneiden, so haben wir entweder einen in der 
Ebene (ab) liegenden Punkt dieser beiden Curven, oder es geht durch 
den Punkt (ab) eine Tangente der Fliche, d. h. eine parabolische oder 
Riickkehrtangentialebene. Beide Gruppen entsprechen sich dualistisch. 
Es stellt demnach die Zahl 

2mn[6(m—+n—2) (m+n—1)— 2mn] 
die Zahl P+ R vor. Daraus ergiebt sich: 

P = 2mn[5(m+n— 2) (m+n—1) — 3mn-+ 4). 

Die bis jetzt gefundenen Zahlen bestiitigen eine merkwiirdige Glei- 
chung, welche zuerst von Cayley aufgestellt ist*). Cayley hat ge- 
zeigt, dass eine Riickkehr- resp. Doppelcurve im Schnitte der Hesse’- 
schen Determinantenfliche mit der Originalfliiche 11- beziehungsweise 
8-fachziihlend auftritt und dies an einer gewissen Rotationsfliche veri- 
ficirt. Eine einfache Rechnung zeigt nun in der That, dass die Glei- 
chung: 

4N(N—2)—8D—11R— P=0 
eine Identitiéit ist. Und man hiitte die Zahl P direct aus der letzteren 
Gleichung, die wir die Cayley’sche nennen, bestimmen mégen, doch 





*) On Reciprocal Surfaces. Phil. Trans. of the year 1869. Durch eine Be- 
trachtung der totalen Curve vierpunktiger Beriihrung auf der Brennfliche, auf 
welche ich hier nicht eingehe, kann man iibrigens auch die daselbst fiir die Mul- 
tiplicitiit, mit welcher die Salmon’sche Fliche Riickkehr- und Doppelcurve einer 
Fliche ausschneidet, gegebene Formel verificiren. 
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schien es vortheilhaft, zu zeigen, wie die liniengeometrischen Unter- 
tersuchungen selbst diese Gleichung bestiitigen. 


Bestimmung der. Zahl K. 

Wir schicken hier zuniichst eine etwas genauere Betrachtung der 
Riickkehr- und parabolischen Curven iiberhaupt vorauf. Die parabo- 
lische Curve einer allgemeinen Ordnungsfliche wird gebildet von Punk- 
ten, welche zusammengefallene Haupttangentenpaare besitzen, ihre 
Ebenen sind Doppelebenen der Fliiche mit zusammenfallenden Beriih- 
rungspunkten. Der der Fliiche umschriebene Kegel, dessen Spitze ein 
parabolischer Punkt ist, hat die parabolische Ebene zur Doppeltangenten- 
ebene mit zusammenfallenden Beriithrungskanten, d. h. zur Undulations- 
ebene, Undulationskante ist die entsprechende Haupttangente. Die 
Haupttangenten liings der parabolischen Curve, die parabolischen Haupt- 
tangenten, bilden eine developpable Fliiche, deren Cuspidalcurve als 
Cuspidaleurve der parabolischen Ebenen bezeichnet werden mag. 

Der parabolischen Curve entspricht die Riickkehrcurve einer all- 
gemeinen Classenfliiche. Diese Curve ist der Ort von Punkten, denen 
zusammenfallende. Tangentialebenen oder Haupttangenten zukommen. 
Die Riickkehrtangentialebenen bilden eine Developpable, deren Classe 
der Ordnung der parabolischen Curve entspricht. Die Erzeugenden 
derselben sind die Riickkehr-Haupttangenten, diese letzteren entspre- 
chen mithin den Tangenten der parabolischen Curve. Der Schnitt der 
Fliiche mit der Riickkehrtangentialebene ist eime Curve mit dreifachem 
Punkt, dessen drei Zweige zusammenfallen*), und deren gemeinsame 
Tangente die Tangente der Riickkehrcurve bildet. Die Tangenten der 
Riickkehreurve entsprechen den parabolischen Haupttangenten. 

Es ist daher bei zwei reciproken Fliichen 

die Ordnung der Riickkehreurve gleich der Classe der paraboli- 
schen Ebenen, 

die Ordnung der Developpabeln der parabolischen Haupttangen- 
ten gleich dem Range der Riickkehrcurve, 

die Ordnung der Developpabeln der Riickkehr-Haupttangenten 
gleich dem Range der parabolischen Curve, 

die Ordnung der parabolischen Curve gleich der Classe der Rtick- 
kehrtangentialebenen, 

die Ordnung der Cuspidaleurve der Riickkehrtangentialebenen 
gleich der Classe der parabolischen Curve, 

die Ordnung der Cuspidalcurve der parabolischen Ebenen gleich 
der Classe der Riickkehreurve**), 


‘ 
*) Vgl. Il, p. 64. 
**) Zu der etwas ausfiihrlicheren Darlegung im Texte bin ich veranlasst wor- 
den durch eine Bemerkung des Herrn Klein (diese Annalen V, S, 300), welche 
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Diese Beziehungen werden nun auch bei der Riickkehr- und para- 
holischen Curve der Brennfliche obwalten. Liniengeometrisch sind aber 
beide Curven definirt als Beriihrungspunkte zusammenfallender Haupt- 
tangenten. Diese Haupttangenten bilden die Erzeugenden von zwei 
developpabeln Fliichen und die Dualitit der Brennfliche erfordert dann, 
dass die Zahl der Erzeugenden, welche eine willkiihrliche Gerade z 
schneiden, fiir beide dieselbe sei. Daraus folgt, dass der Rang der 
parabolischen Curve gleich dem der Riickkehreurve ist. 

Wir bestimmen zuniichst K fiir die Brennfliiche eines linearen 
Complexes f= a, = 0. 

Die Gerade 

i y¥=eu+ht+ igi 
ist Haupttangente in einem parabolischen oder Riickkehrpunkte, wenn 
(5) wA+uBb+C=0, 
wihrend 


Bb? —4AC=0. 


Wir suchen nun die Zahl der Linien y, welche eine Gerade z 
schneiden, setzen daher: 


| w (we) + (fe) +A(p2) = 0, 


6 PRS Athy - 
©) = (f2) + 24(fg) + 22(g?) = 0. 
Da B? —4AC=0 einen Complex vom Grade 6” — 8 vorstellt, so 
hat man w, A aus den Gleichungen (4), (5), (6) zu eliminiren. Dies 
liefert einen Complex vom Grade 8(n—1). Die Gesammtzahl der 
Haupttangenten ist daher 8 (m—1)(6n—8), mithin: , 

K = 4n(n—1) (6n—8). - 

Fiir die Brennfliiche zweier Complexe ne" und m'*" Grades enthiilt 
die Discriminante (3) die Gréssen uw, 4 selbst quadratisch. Insbeson- 
dere ist B=a-+Af, wo a B die x in den Graden 3n + 2m — 6, 
2n + 3m — 6 enthalten. Setzt man nun 

uAtB=0, 
uw (we) + (f2) + A(pz) = 0, 
i A (fz) -- (x2) Pa. 
—A(pz)+(xz)pB 0b? 
a, b sind von den Graden 2m + 3n — 5, 2n-+ 3m — 5. 


so ist 


sich auf die parabolischen T'angenten der Integralfliichen eines Complexes zweiten 
Grades bezog. Ich nehme dabei. Gelegenheit, dieselbe dahin zu modificiren, dass 
die daselbst entwickelte Formel eben nur ein Ausdruck des Theorems ist, dass 
parabolische Tangenten immer eine Developpable bilden, wie mir Herr Klein auf 
eine gelegentliche Mittheilung iiber reciproke Flichen bemerkte. 
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Setzt man die Werthe von 4 in die Discriminante und (4) ein, so 
erhilt man die Gleichungen zweier Complexe von den Graden: 
2[5(m-+n)— 11], 6(m-+-n—2). 
Aber aus den Lésungen, welche diese Complexe mit f=0, go =0 
bestimmen wiirden, sind zu entfernen die des Systems: 
f=—0, p=9, a=0, d—=0, (2*)=—0, 
und zwar vierfachzihlend, also im Ganzen 
Smn(2m+3n—5) (2n-+-3m—5). 
Endlich ist noch das System 
A=0(0, B=0, f=0, go=0, ¥V=0, (z#?)=0, 
oder 


A=0, f=9, 9=0, (@)=0, (f°) —2(fe)ab + &(g?) =0 
mit 8mn(3m+3n—7)(m-+ n—2) Liésungen zu entfernen. 
Man hat daher als Zahl der Haupttangenten 
24m n[5(m-- nm) —11] (m+ n—2) — 8mn[2m-+3n—5] [2n+3m—5] 
— 8mn(3m-+3n—T)(m+n—2), 
mithin 
K = 4mn[6(m-+-n — 2)?—2 (m+ n—2)—(m—1)(n—1)]. 


Wir bezeichnen jetzt die folgenden weiteren Singularitiiten der 
Brennfliche. Ks sei 

9) ¢ die Zahl der dreifachen Punkte der Doppelcurve = der 
Zahl der dreifachen Ebenen der Fliche, 

10) y die Zahl der stationiiren Punkte der Doppeleurve = der 
Zahl der Ebenen der Doppeldeveloppabeln, welche zugleich 

_ parabolische Ebenen sind, 

11) B die Zahl der stationiiren Punkte der Riickkehreurve = der 
der stationiiren parabolischen Ebenen (Beriihrungspunkte 
der parabolischen Curve mit der totalen Curve vierpunktiger 
Beriihrung), 

12) k die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte der Doppelcurve, 

13) h die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte der Riickkehreurve. 

14) @ die Zahl der Schnittpunkte der Beriihrungscurve des Tan- 
gentenkegels mit der Doppelcurve. 


Zwischen den letzteren Zahlen besteht, die Gleichung: 
(7) K = R(R—1) — 2h — 38, 


sowie die 6 Salmon’schen Gleichungen: 
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( S(N—2) =J+e+2P, 
D(N—2) = @ +28+ 3y + 3b, 
R(N—2) =2P+ 46+ 7, 


(8) | s(w—2)(N—3) = 2A4+28D43SR —4e —9P, 





Di 


D(N—2)(N—3)=4k+ SD+3DR— 98 — 6y — 20, 
R(N—2)(N—3) =6h+ SR+2DR— 6p —4y — BP. 


e vierte der Salmon’schen Gleichungen wird eine Identitiat, 


wenn man den Werth von @ aus der ersten in sie eintrigt. Es blei- 
ben also gerade sechs Gleichungen zur Bestimmung der unbekannten 
Singularitiiten 


h, k, eo, B, 7, t. 


Man erhili zuniichst fiir die Brennfliche eines linearen Complexes 
mit einem Complexe ne Grades: 


(9) 4 


N = 2n(n—-1), 

S = 2n(n?—n-+1), 

J = 4n(n—1)(2n—1), 

R = 2n(n?—4), 

A = 2n' — 4n’ + 6n! — 1Tn + 20n? — bn, 
P = 2n(5n?— 8n-+4), 

D = 2n(n+1)(n—2)(n—3), 

K = 8n(n—1)(8n—4), 

B = 8n(n—3)(3n—2), 

y = 4n(n— 3) (n—4)(n?+6n— 4), 

t =—4n(n—3)(n—4)(n—5)(n?+3n—2), 
k = (n—3)[2n'—10n'+ 2n!+ 42n3+ 5n?— 155 n-+ 58], 
h = 2n°—16n'— 15n'+ 60n?— 12n—38, 
o =4n'— 8n'— 24n3+44n?— 24n, 





also z. 


*) Q ist der Rang der Doppelcurve. 


Q = 4n(n—1)(n—3) (n?+2n—4)*), 

B. fiir 
es = 2 3 4 5 
N 4 12 24 40 
S 12 42 104 210 
J 24° 120 336 £120 
| a 30 96 210 
A 28 680 4840 0 
P 32 150 416 890 








K 32 240 68 1760 

m.-9 0 80 360 
Pe i a ee 

or ae 

t — 0 0 0 

k — 0 2680 

h — 315 3696 

0 -~ QO 1120 


Fiir die Brennfliiche zweier Complexe f= 0, m = 0 von den Gra- 

den n, m hat man dagegen: 

N=2nm(m+n—2), 
R=2mn[(m+n—1)(m+n-—2)+mn—4], 

S =2mn[(m-+n—1)?-—mn+1], * 

D =2m?n?(m+n—2)?— 4mn (m+n — 1) (m+-n—2)—2mn (m+n — 3) 
P =2mn[5(m-+n—1)(m+n—2) —3mn+ 4], 

J =4mn[2(m-+n—1)(m+n—2)—mn-+1], 
K=4mn[6(m+n—2)?—2(m+n—2) —(m—1)(n —-1)], 
2A=S-S—1—N—3SR, 


? 


(10) ¢ 





aus denen sich die Werthe der iibrigen Singularitiiten in jedem Falle 

berechnen lassen. So z. B. ist fiir n = m= 2 

N=16, S=48, D=24, R=48, P=116, J= 14, A=904, 
o=176, B=80, h=856, K=—304, y=0, t=—0. 





XIV. 
Die Singularititen der Complexflichen. 


Fiir die Pliicker’schen Complexfliichen als Brennflichen eines 
speciellen linearen Complexes sind die Zahlwerthe des vorigen § nicht 
mehr giiltig. Es entstehen hier weitere Reductionen, die wir im Fol- 
genden darlegen und durch directe geometrische Betrachtungen besti- 
tigen werden. 

Wenn 

f=—a,=0, (a?) =U, 
so wird 
A= — (a@)’, 
B= (ag) L + (p*)H, vgl. § VIL. 


Da die Axe a der Complexfliche eine n(m—1)-fache Gerade der 
Fliche ist, so ergiebt sich zunichst aus den Gleichungen: 
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J = n(n—1)(8n—7), 
N = 2n(n—1), 
S = n(2n?—2n+1), 
und den Pliicker’schen Formeln: 

S=—= N(N—1) —2D—3R— n(n—1)[(n(n—1)—-1], 

J =3N(N— 2) —6D — 8R — 38n(n—1)[n(n—1)—1], 

R= n(n—2)(2n+1), 

D = n(n —2)(n—3) (3n+1). 

Bei der Bestimmung von f+ P ist zu beachten, dass die Diseri- 
minante 

B— AC=0 
die Gréssen (aq) und (g*) homogen im zweiten Grade enthilt. Setzt 
man daher: 
t2=0, p=0, (2?) =0, 


a,).,- - bat, i 2(a@) 


~ (ag)b,—(bpja, (y?) ’ 
so hat man 4 Gleichungen von den Graden: 
1, n, 2, 2n—1, 


‘welche mit B?—4AC=0, welcher Ausdruck die # im Grade 2(3n—4) 


enthiilt, 4 (2n—1)(3n—4) Lésungen geben, aus denen doppelt- 
zihlend die des Systems 
t,=O0, p=0, (gp?) =0, (ap) = 90, (x*) =0 
auszuscheiden sind. Es ergiebt sich daher 
R+ P= 2n(4n?—T7n-+ 2), 
mithin 
P = n(6n?—11n+6). 

Die gefundenen Zahlen befriedigen wieder die Cayley’sche Glei- 
chung, wenn man bedenkt, dass die Schnitteurve der Hesse’schen 
Fliiche mit der Complexfliiche, welche die parabolische Curve darstellt, 
wegen der vielfachen Geraden eine Reduction um 4n(n—1) [n(n—1)—1], 
wegen der 2n(n— 1)? pinch-planes um 4n(m—1)? verlangt*), so dass: 

4 N(N—2) — 8D — 11 R — P — 4n(n—1)(n?—2) = 0. 
Endlich ergiebt sich auf dem niimlichen Wege wie im vorigen §: 
K = 2n(n— 1)(Tn - 10). 

Es wird nicht iiberfliissig erscheinen, wenn wir zeigen, wie diese 
Zahlen durch geometrische Betrachtungen gefunden werden kénnen, 
die von den analytischsn Untersuchungen der frtiheren § ginzlich un- 
abhiingig sind. 


*) Die Hesse’sche Fliiche hat pinch-plane und pinch-line mit der Original- 
fiche gemeinsam. 
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1) Aze der Complexfliiche. Jedem Punkte der Axe « entspricht 
ein Kegel n'** Ordnung, der Tangentenkegel der Complexfliiche. Die 
n(n—1) Ebenen, welche man durch die Axe an den Kegel legen kann, 
sind ebenso viele Ebenen, welche die Complexfliche in diesem Punkte 
beriihren, jeder Punkt der Axe ist daher n(m—1)-facher Punkt der 
Fliche. Ebenso liegt in jeder Ebene durch die Axe die Complexcurve 
n' Classe, deren n(m—1) Schnitte mit derselben Beriihrungspunkte 
der Ebene mit der Fliche sind. Die Axe ist daher »(m—1)-fach 
sowohl ihrer Ebenen- als Punkterzeugung nach. 

Diese Ebenen und Punkte bilden eine Involution [m(m—1), »(n—1)] 
mit 2[m(m—1)—1]n(m—1) Doppelelementen. Auf der Axe liegen 
daher ebensoviel Cuspidalpunkte. Diese sind zusaymengesetzt aus drei 
verschiedenen Classen von Punkten, nimlich 

1) aus den dreifuchzihlenden 4 Spitzen derjenigen Complexkegel, 
welche eine durch die Axe gehende Ebene zur Wendeebene 
haben, 

2) aus den Schnittpunkten der singuliiren Fliche des Complexes 
mit der Axe, den uw pinch-points der Complexfliiche, 

3) aus den doppeltziihlenden v Spitzen von Complexkegeln, welche 
eine durch die Axe gehende Ebene zur Doppelebene haben. 

In der That hat man: 

= 2n(n—1)(n—2), 
u = 2n(n—1)?, 
v = n(n—1)(n—2)(n—3) 
und 
2n(n— 1) [n(n—1) —1] = 6n(n—1) (n—2) + 2n(n—1)? 
+ 2n(n— 1) (n—2) (n —3) *). 


2) Classe und Ordnung der Complexfliche sind bereits durch 
Pliicker bestimmt worden**), sie ergeben sich ohne Weiteres, wenn 
man den Schnitt der Fliiche mit einer Ebene durch die Axe betrachtet. 
In der That trifft jede Gerade, welche die Axe schneidet, die Complex- 
fliche in »(m—1) weiteren Punkten, wihrend durch jede solche Ge- 
rade n(m—1) Ebenen sich an die Fliiche legen lassen (Tangential- 
ebenen an den Complexkegel, der von dem Schnittpunkte der Geraden 
mit der Axe ausgeht). Es ist also N = 2n(n—1). 

3) Rang der Complexfliche. Die 2n(n—1)? pinch-planes der Fiche 
gehen durch die Axe derselben. Ein ebener Schnitt, welcher der Axe in A 


*) Ueber die Multiplicitiit, in welcher die verschiedenen Punkte in den Grad 
der Discriminante eingehen, vg]. Zeuthen, Sur les droites multiples des surfaces, 
Math. Annalen Bd. IV, 8, 13. 

**) Neue Geom. 8S. 208. 
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begegnet, enthilt demnach ebensoviel Tangenten, welche durch A 
gehen, ausserdem noch » weitere, die von A auslaufenden Geraden 
des Complexkegels. Von A lassen sich also 

n [2n?—4n+3] 
Tangenten an die Schnittcurve legen. Da aber A selbst ein n(n—1)- 
facher Punkt der Curve ist, so ist fiir die Zahl S eine Verminderung 
von 2n(n—1) eingetreten, woraus: 

S = n(2n?—4n+3-+2n—2) = n(2n?—2n+1). 

4) Riickkehrcurve der Complexfliche. In jeder Ebene durch die 
Axe liegen 3n(n—2) Spitzen der Complexcurve, sie sind zugleich 
Spitzen der Schnittcurve der Complexfliiche in dieser Ebene, d. h. 
Punkte ihrer Riickkehreurve. Ausserdem liegen aber auf der Axe. die 
A = 2n(n —1)(m—2) Punkte, welche ebenfalls Spitzen von Complex- 
curven sind, deren Ebenen durch die Axe gehen. Die Riickkehreurve 
besitzt daher in einer solchen Ebene 

R = 2n(n—1)(n—2) + 3n(n—2) = n(n —2)(2n+1) 
Punkte. 


5) Doppeleurve der Complexjliche. In jeder Ebene durch die Axe 
liegen 4(n—2)(n?—9) Doppelpunkte der Complexcurve, also Punkte 
der Doppeleurve der Complexfliiche. Weiter liegen auf der Axe 
v = n(n— 1)(n—2)(n—3) Doppelpunkte von Complexcurven, woraus: 
D=}n(n—2) (n?—9) + n(n— 1) (n—2)(n—3) =} (n —2) (n—3) (3n+-1). 

6) Stationdre Punkte der Riickkehrcurve. Von der Axe gehen 
4n(n—3)(3n—2) Kegel mit Undulationsebene aus, sie entsprechen 
den Punkten, in denen die parabolische Curve die totale Curve vier- 
punktiger Beriihrung beriihrt, ihnen entsprechen ebensoviel stationire 
Punkte der Riickkehreurve. Es ist demnach: 

B = 4n(n—3) (8n—2). 

7) Stationdire Punkte der Doppelcurve. Ihre Zahl entspricht dua- 
listisch der Zahl der Complexkegel, deren Spitzen auf der Axe liegen, 
welche eine Inflexionsebene haben, die zugleich einfache Tangential- 
ebene ist. Hieraus ergiebt sich: 

y = 2n(n--3) (n—4) (n?-+ 6n —4) 
8) Dreifache Punkte der Doppeleurve. Vhre Zahl ist 
t = 3n(n—3) (n—4) (n—5)(n?+3n—2). 

9) Beriihrungscurve der Complexfliche mit der singuliren Fliche 
von pg =). Die Complexfliche berihrt nach § IV. die singulire Fliche 
in einer Curve, welche durch die Linienfliche 
(y?) =0 


a, =Q, 


y= 0, 
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bestimmt ist. Ihr Grad ist daher 2n?(m—1), das Geschlecht 
2n(n—1)(8n—5)+ 1. In der That beriihrt jede Complexcurve die 
Schnittcurve ihrer Ebene mit der singuliiren Fliche in den 2”(n—1) 
singuliiren Punkten, welche auf den 2n(n—1) Geraden der Congruenz 
der singuliiren Linien liegen. In jeder Ebene durch die Axe liegen 
daher 2%(m—1) Punkte der Beriihrungscurve, auf der Axe aber noch 
2n(m— 1)? weitere, die Schnittpunkte der singuliiren Fliche mit der- 
selben. Daraus ergiebt sich als Grad der Beriihrungscurve: 
2n(n—1) + 2n(n — 1)? = 2n?(n— 1) 






wie vorhin. 


Als Ordnung der Durchschnittscurve der Complexfliche mit der 

singulirer Fliche ergiebt sich mithin: 
4n? (n — 1)® — 4n?(n—1) = 4n3(m— 1) (n --2). 

Wir entnehmen daraus den Satz: 

Die Spitzen der Complexkegel mit Doppelkanten, welche eine be 
liebige Gerade beriihren, liegen auf einer Curve von der Ordnung 
4n3(m— 1) (n—2). 

Eine weitere Particularisation der Complexfliichen entsteht dadureh, 
dass die Axe derselben dem Complexe @ selbst angehért. Jede Ebene 
durch dieselbe beriihrt dann die Complexfliiche in m(m—1) Punkten, 
von denen zwei zusammenfallen. Wir schliessen daraus, dass die Axe 
auch jetzt noch als n(m—1)-fache Gerade zihlt, dass aber jeder ebene 
Schnitt der Fliche in der Axe einen n(m—1)-fachen Punkt mit zwei 
zusammenfallenden Zweigen besitzt. Daher erniedrigt sich die Classe 
und die Zahl der Haupttangenten in den Pliicker’schen Formeln um 
eine resp. zwei Einheiten, und man kann sich leicht tiberzeugen , dass die 
Zahlen S und J die niimliche Verminderung erfahren. Die Grade der 
Doppel- und Riickkehreurve bleiben daher dieselben wie im allgemei- 
nen Falle, da die Zahl der pinch-Singularitiiten so lange unverindert 
bleibt, als die Axe keine singuliire Linie des Complexes g ist. Es ist 
iibrigens leicht, auch diesen Fall in Betracht zu ziehen. 


XV. 


Die zweite Gruppe der Singularititen der Complexe in ihrer Beziehung 
zur singularen Fliche. 


Die Punkte der singuliren Fliche sind Spitzen von Complexkegeln 
mit einer Doppelkante, der singuliiren Linie. Die letztere ist zugleich 
Doppeltangente der Complexcurve in der singuliren Ebene, dagegen 
Riickkehrtangente der beiden Curven in den Ebenen F,, £, (§ IIl.). 

Die Frage, wann die Doppel- zur Riickkehrkante, beziehungsweise 
die Doppel- zur Wendetangente wird, kann man wieder an die Be- 
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Der Complexkegel 
resp. die Complexcurve desselben muss in einen doppeltzihlenden Kegel 
erster Ordnung resp. Curve erster Classe degeneriren. Nach den Un- 
tersuchungen von Pliicker findet dies statt fiir die Knotenpunkte und 
Doppelebenen der Kummer’schen Fliche, welche seine singulire 
Fliche ist. Es ist daher die Bedingung auszudriicken, dass die Gerade 
« fiir den conischen Polarcomplex eine der durch die Knotenpunkte 
resp. in den Doppelebenen dieser Fliiche verlaufenden Linien ist. Dazu 
ist aber im Anschluss an die Betrachtungen des § II. erforderlich, dass 
die Gleichung vierten Grades: 

fe—e % | 
(1) x ee 
zwei Paare von gleichen Wurzeln besitze. Da fiir f—0, F =O be- 
reits zwei Wurzeln gleich co sind, so ist die Discriminante der quadra- 
tischen Gleichung 
2) (FP) + w(F*) + wt(Filefa + q(fP) = 0 
gleich Null gesetzt, die erforderliche Bedingung. 

Zu demselben Resultate kommt man auch auf folgendem Wege, 
der von einer speciellen Theorie des Complexes zweiten Grades unab- 
hiingig ist. Die beiden Ebenen E,, EF, des conischen Polarcomplex- 
kegels im singuliiren Punkte liegen harmonisch zur Ebene F' und der 
singuliiren Ebene. Riicken E,, E, zusammen, so vereinigt sich auch 
F mit ihnen, Ks werden daher die Gleichungen: 


(yf) =9, 
(yf) =0, 
‘ (yx) sisr 0, 
©) (ya) =O, 
(y*) sans 0, 





YiYkfix—= O 

ausdriicken, dass entweder die Ebenen E,, E, mit F' oder im dua- 
listischen Sinne die beiden Punkte e,, e, mit f zusammenfallen. Beides 
tritt im Allgemeinen nicht gleichzeitig ein*). Die Elimination der y 
aus den Gleichungen (3) bedingt aber das Verschwinden der Diseri- 
minante von 


fe-—e fe Fi | be | 
line's: | (fF) | fe—e fil 
gO Ota or =0, 
F, 0 0| Wk Popieien 
kK 4 


welche mit der von (1) identisch ist. 


*) Plicker, N. G, 8. 308. 
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In Riicksicht auf unsere friiheren Untersuchungen iiber die Haupt- 
tangenten der singuliren Fiche lisst sich demnach der folgende Satz 
aussprechen: 

Die Riickkehreurve der singuliiren Fliiche ist der Ort der Spitzen 
von Complexkegeln mit Riickkehrkante, die parabolischen Ebenen der- 
selben enthalten Complexcurven mit Wendetangente. Die ausgezeichnete 
Gerade (Riickkehr- oder Wendekante) ist auch hier die singulire Ge- 
rade, Die Riickkehrtangentialebene des Complexkegels ist aber nicht 
Riickkehrtangentialebenée der singuliren Fliche, ebensowenig als der 
Wendepunkt der Complexcurve ein parabolischer Punkt einer Fliche ist. 
Die Riickkehrtangentialebenen der Complexkegel umhiillen die accessori- 
sche Fliiche, die Wendepunkte der Complexcurven liegen auf derselben. 

Die Discriminante von (2), welche wir mit TT =O bezeichnen, 
stellt einen Complex vom Grade 8 — 12 vor. Daraus folgt: 

Die Linienfliiche, deren Erzeugende Riickhehr- oder Wendetangenten 
von Complexkegeln oder Curven sind, ist vom Grade 

4n(n—1)(8n— 12). 

Die Discriminante TT enthilt im Wesentlichen die Ausdriicke (fF), 
(F?), (Fi: Fifi). Die geometrische Bedeutung derselben ergiebt sich 
ohne Weiteres. Da (yF’) = 0 die Tangentialebene des Complexkegels 
von F vorstellt, so zeigt die Gleichung (fF’)—= 0, dass dieselbe mit 
der singuliren Ebene coincidirt. Wegen: 

fifefi = (fF) 
riickt dann zugleich eine der Ebenen des zerfallenden conischen Polar- 
complexkegels in die nimliche Ebene hinein. In der singuliren Ebene 
liegen daher zwei unendlich nahe singulire Linien, d. h. die singuliire 
Gerade ist Haupttangente der singuliiren Flaiche*). 

Die Linienfliche der singuléren Geraden, welche Haupttangenten 
der singuléren Fliche sind, ist daher vom Grade 

4n(n—1)(3n—4). 


Die Complexcurve in der singuliiren Ebene hat in diesem Falle 
die singuliire Gerade zur Doppeltangente, aber der eine Beriihrungs- 
punkt der Doppeltangente coincidirt mit dem singuliren Punkte. 

Haben die Complexkegel von f und F in der singuliren Ebene 
iiberhaupt eine weitere Kante gemeinsam, so ist dieselbe eine Doppel- 
tangente der singuliren Flaiche und zugleich singulire Linie. Die Be- 
dingung dafiir ist die Existenz einer gemeinsamen Wurzel der Glei- 
chungen: 


*) Uebrigens geht dies unmittelbar aus dem Ausdrucke hervor, den wir friiher 
fiir die Haupttangenten der singuliren Fliiche aufgestellt haben. 
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Kuspan =, 


Fuzran = 9: 


Da die Resultante der letzteren beiden Gleichungen einen Complex 
vom Grade 2(n—1)(n—2)(n+-3) vorstellt, so hat man den Satz: 
Die Linienfliiche singuliirer Geraden, welche die singulire Fliche 


' =~ 


e 
. in den Punkten einer Curve beriihren, die singuliren Doppeltangenten 
4 der Fliche als nicht singulére Beriihrungspunkte zugeordnet sind, ist 
rr vom Grade: ‘ 
ji 4n(n— 1)? (m—2)(n+3). 
}- Die singulire Ebene kann auch mit der Riickkehrtangentialebene, 
n. ‘respective der parabolische Punkt der singuliren Fliche mit dem Wende- 
n, punkt der Complexcurve sich vereinigen. Es muss dann mit (f;F;) 
auch TT verschwinden, woraus 
” (F?) = 0. 
Betrachten wir nun die F; als Coordinaten einer Geraden 4, so 
liegen die drei Geraden 
’ a fi F; oder x & 7» 
h wegen 
re (2) =0, (8) =0, (4?) =0, 
= (8) =0, (wn)=0, (En) =0 
entweder in einer Ebene, der singuliren Ebene, oder sie gehen durch 
einen gemeinsamen Punkt, den singuliren Punkt. Im letzteren Falle 
ist die Riickkehrtangentialebene des Complexes singulire Ebene, die 
ar- Complexcurve in der letzteren hat aber auch jetzt noch die singulire 
— Gerade zur Doppeltangente. Denn die Beriithrungspunkte der Complex- 
are curve mit dieser Linie sind gegeben durch die Mittelpunkte der beiden « 
Strahlbiischel, in welche die Linienfliche 
on aitfix—=0, (ef) =0, (22) =—0 
in der singuliren Ebene degenerirt. Wihlt man nun eine willkihr- 
liche Gerade r in dieser Ebene, so wird 
7 "; + Af; 
7 diesen Strahlbiischeln angehéren, wenn 
bene ritefix + 240i Fi) =, 
ppel- der eine Beriihrungspunkt ist also wie vorhin der singulire Punkt, der 
Be- andere durch den Parameter: 
Glei- (rite fix) 
tae, 
: bestimmt, welcher nie unendlich gross werden kann, da (7;F’) nicht 
friiher verschwindet, wenn x & y nicht in einer Fbene liegen. 
Die beiden Tangentialebenen des Complexkegels von F' im singuliiren 
Mathematische Annalen. IX. 10 
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Punkte haben keine ausgezeichnete Lage zur singuliren Ebene der Com- 
plexe f oder F. Ihre Richtungen sind bestimmt durch den Strahl 
fi: + 4F;, der ihnen angehért, wo 4 aus der quadratischen Gleichung 


fit Fa + 246 Fax) + V(x) = 0 s 
zu entnehmen ist. 
Fassen wir diese Betrachtungen und die entsprechenden dualisti- 


schen (fiir den Fall, dass 2 & y in einer Ebene liegen) zusammen, so 
ergiebt sich: 


Die singuliire Fliche enthéilt 
8n(n — 1)(2n—3) (8n —4) 


ausgezeichnete Punkte. Die eine Hiilfte derselben gehirt der paraboli- 
schen Curve an, § y x liegen dann in einer Ebene, der parabolische 
Punkt der singuliren Fliche ist Wendepunkt der Complexcurve in dieser 
niimlichen Ebene. Die andere Hilfte wird von Punkten der Riickkehr- 
curve gebildet, fiir welche die Riickkehrtangentialebene des Complexkegels 
mit der singuliren Ebene coir t. 

Wenn aber die 4 Au 

f, #, (fF), (#) 

gleichzeitig verschwinden, so hat (vgl. § IV.) die accessorische Fliche 
entweder ein pinch-point oder ein pinch-plane. Wir fiigen daher dem 
vorigen Satze noch hinzu: 

Die den 4n(n—1)(2n—3)(3n—4) ausgezeichneten Punkten der 
parabolischen Curve der singuliren Fiche entsprechenden singuliiren 
Ebenen sind pinch-planes der accessorischen Fiche, die entsprechenden 
Punkte der Riickkehrcurve pinch-points derselben. Pinch-line ist in 
beiden Fiillen die singuliére Gerade. 

Die itibrigen Singularititen der singuliiren Fliiche bediirfen kaum 
einer weiteren Erlaiuterung. 

Die Doppelcurve ist der Ort der Spitzen von Complexkegeln mit 
zwei Doppelkanten, die Doppeltangentenebenen der singuliiren Fliiche 
enthalten Complexcurven mit zwei Doppeltangenten. Unter den Com- 
plexkegeln mit zwei Doppelkanten tritt eine bestimmte Zahl auf, bei 
denen die eine Doppelkante zur Riickkehrkante wird, sie entsprechen 
stationiren Punkten der Doppelcurve, welche der Riickkehrcurve ange- 
héren. Complexkegel mit zwei unendlich nahen Doppelkanten ent- 
sprechen dagegen stationiren Punkten der Riickkehrcurve, welche der 
Doppelcurve angehéren. Endlich entsprechen Complexkegel mit drei 
Doppelkanten den dreifachen Punkten der Doppelcurve, die Ebenen 
von Complexcurven mit drei Doppeltangenten den dreifachen Ebenen 
der singularen Fliche. Weitere Singularitiiten sind auch hier im All- 
gemeinen nicht vorhanden. 
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n- Wir bezeichnen nun mit 
hl N, S, 4, J, D, R, P, K, B, v> t, Q, h, k 
8 die niimlichen Zahlen, welche in § XIII. erliutert worden sind. 
Man erhilt dann weiter aus 
N = 2n(n—1)?, 
ti- S = 2n(n—1)(n?—n+1), 
= J = 2n(n—1) (5n?—8n-+2) 
zunichst 
R = 4n(n—1)(n?—n— 2), 
D = n(n —1) (2n' —6n' — n?+4n-+ 12), 
li- A = $8(S—1) — n (n—1) (15? —23n+5). 
ae Ferner ergiebt sich 
ser R-+ P= 8n?(n—1)(2n-—3), 
bes mithin 
aa P = 4n(n—1)(3n?+-5n+2). 


Endlich hat man: 
K = 2n(n—1)(4n—6) (5n—6). 


Aus den Salmon’schen Formeln ergeben sich dann die folgenden 
she Zahlen: 


em B = 4n(16n* —73 n?+ 99n— 42), 
y = 8n(n—3) [n5— n!+ n3—31n?+ 58n —28], 


ee t = }n[2n'—12n7+ 9n°-+ 41 n>—51 nt 3493 1550n?-+ 2052n— 840], 
fn @ = 2n(2n*®— 8n>+ 14n4—33 n+ 57 n? —44n-+-12], 

in aus denen die Werthe von h, k sich leicht berechnen lassen. 

Ks eriibrigt noch die Untersuchung der accessorischen Fliiche. 
um Bei der Bestimmung der Zahl R-+ P ist zu beachten, dass die 
Discriminante B? — 4 AC, wenn fiir 4 sein Werth aus (vgl. § VIII.) 

mit 2 (f.Fi) + 4(F2) =0 
iche eingesetzt wird, den Factor (fJ’) quadratisch enthalt. Sondert man 
— denselben aus, so bleibt ein Ausdruck, welcher homogen im zweiten 
bei Grade in Bezug auf (/;F';) , (7) ist. Werden demgemiss die unbrauch- 
hen baren Lésungen entfernt, so erhilt man 
a R+ P =8n(n—1)(2n—3)(7n—8), 
pee mithin: 
drei N = 2n(n—1)(5n—7), 
ame S = 2n(n—1)(13n?—31n-+19), 
snen R = 4n(n—1)( Tn?—18n+10), 

All- P = 4n(n—1) (21n?— 56n+38), 

D= n(n—1)(50n'— 190n3 + 183 n?+ 36n—72), 
10* 
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J = 2n(n—1)(52n?— 144n-+ 98), 
A=S(S—1)—N—3J. 


Zur Controle dieser Werthe bemerken wir, dass, entsprechend den 
4n(n—1)(2—3)(3n—4) pinch-planes der accessorischen Fliche die 
Cayley’sche Gleichung: 

4N(N—2) — 8D— 11R— P— 8n(n—1) (2n—3) (8n—4) = 0 
besteht. 


Es hat keine Schwierigkeit, den Rang der Riickkehrcurve und 
damit die iibrigen Singularitiiten zu bestimmen, indem man von den 
erweiterten Formeln Gebrauch macht, welche Cayley an die Stelle der 
Salmon’schen gesetzt hat*). 


XVI. 
Zur Theorie einiger Complexe und Congruenzen. 


Wir beabsichtigen nicht, im Folgenden eine vollstiindige Theorie 
einiger niederen Complexe und Brennflichen darzulegen. Es soll sich 
vielmehr nur darum handeln, aus den allgemeinen Untersuchungen der 
vorigen Paragraphen diejenigen Consequenzen zu ziehen, welche ohne 
Weiteres aus denselben hervorgehen. 


1) Brennfliche der Congruenz [2,1], f=0, a,=0. 


Ihre Gleichung in Liniencoordinaten wurde schon oben gegeben. 
Ordnung und Classe derselben ist 4, der Rang 12, die Charaktere ihrer 
ebenen Schnittcurve iiberhaupt die einer allgemeinen Curve vierter Ord- 
nung, da eigentliche Doppel- und Riickkehreurven nicht vorbanden sein 
kénnen. Die Curve vierpunktiger Beriihrung ist 8’ Ordnung und 
Classe, 24° Ranges, vom Geschlechte 5 mit 40 stationiiren Tangen- 
ten, sie ist der vollstiindige Beriihrungsschnitt einer Linienfliche 8'" 
Ordnung mit der Brennfliiche, deren Erzeugende vierpunktige Tangenten 
derselben sind. Diese Linienfliche enthilt ausser der genannten Haupt- 
tangentencurve noch eine zweite 16'** Ordnung und Classe, 40'*" Ranges, 
vom Geschlechte 5 mit 56 stationiren Tangenten. Es giebt ferner 


eine Linienfliche 16'e* Grades, deren Erzeugende Wendekanten der-: 


jenigen Complexkegel zweiten Grades sind, deren Wendeebenen dem 
linearen Complexe gleichzeitig angehéren. Da dann der Complexkegel 
sich in zwei ebene Strahlbiischel auflést, von denen das eine dem linea- 
ren Complexe angehért, so besteht diese Linienfliiche aus 16 ebenen 
Biischeln ,“ deren Mittelpunkte 16 conische Knotenpunkte, deren Ebenen 


*) Phil. Trans. a. a. O. 
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16 conische Doppelebenen der Brennfliche bestimmen. Die 16 Kno- 


Die Brennfliche ist iiberhaupt eine Kummer’sche Fliche vierter 
Ordnung und Classe. Sie wird von der singuliren Flache des Com- 
plexes zweiten Grades f= 0 in einer Curve achter Ordnung vom Ge- 
schlechte 5 beriihrt, welche die Curve vierpunktiger Beriihrung in 8 
Punkten beriihrt. 


Wenn der Complex a, = (0 mit dem Complexe f = 0 in Involution 
liegt, so ist die Beriihrungscurve der Brennfliche mit der singularen 
Fliche zugleich eine gemeinsame Haupttangentencurve beider Flichen. 
Aus dem Umstande, dass sechs solcher linearen Complexe fiir f vor- 
handen sind, ergiebt sich demnach die Existenz von 6 Haupttangenten- 
curven der singuliren Fiche, deren Charakteristiken die oben ange- 
gebenen sind. Da dieselben zugleich vierpunktige Beriihrungscurven 
der singulairen Fliche sind, so schneiden sich diese Haupttangenten- 
curven gegenseitig in den Punkten, in denen sie stationire Tangenten 
besitzen. Stellt demnach «, = 0 irgend einen der 5 anderen linearen 
Complexe vor, die ausser a, — 0 mit f in Involution liegen, so be- 
stimmen die Gleichungen 


f = 2.3 
F=0, 
“= ? 
a, = 0 


8 Punkte dieser Art auf den beiden Haupttangentencurven, die den 
linearen Complexen a,, @, entsprechen. Jede der 6 Haupttangenten- 
curven der singuliiren Fliche schneidet daher irgend eine der anderen 
in 8 Punkten u. s. w. 


2) Brennfliche der Congruenz [2, 2]. 
Sind iiberhaupt zwei Complexe gleichen Grades 
f=0, o=0 

gegeben, so wird durch den Complex 

(1) f—ap=0 

jedem Punkte des Raumes ein Kegel zugeordnet, welcher zu dem durch 
f=0, » =O bestimmten Biischel gehért. Die Gleichung der Brenn- 
fiche in Punktcoordinaten ist die Bedingung, welche aussagt, dass 
die Complexkegel von f und @ sich beriihren. Bekanntlich hat dann 
einer von den Kegeln f— Ag —O die betreffende Beriihrungskante 


zur Doppelkante. Die Bedingung aber, dass der Kegel des Com- 
plexes (1) eine Doppelkante habe, fiihrt auf die Gleichung seiner sin- 
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gularen Flache*),- welche demnach den Parameter 4 im Grade 3(m—1)? 
- enthalt. Durch jeden Punkt des Raumes gehen daher von den singu- 
laren Flichen des Complexsystems (1) 3(m—1)? hindurch. Beriihren 
sich aber Kegel der Complexe f und @ in einer Kante, so zahlt die- 
selbe als Doppelkante von Kegeln aus dem Systeme f— Aq fiir zwei 
Lésungen. Daraus geht hervor, dass die Brennfliche von Punkten 
gebildet wird, durch welche zwei unendlick nahe singulire Flichen 
des Systems hindurchgehen oder dass die Brennfliiche von singuliren 
Flaichen dieses Systems eingehiillt wird (§ IV) **). 

Fiir zwei Complexe zweiten Grades f=0, p=O ist nun die 
singulire Fliche des Complexes (1) in Punktcoordinaten dargestellt 
durch: 

(2) S=A+310+32770 + 2A’ —0, 

4 =0, A’=0 sind dabei die singuliren Flichen der Complexe f 
und g. Die Discriminante von (2) 

(3) 4UV— W*?=0, 

wo 


U =A0’ — 8’, 

V=A’0— 80", 

W = AA’ — 090’, 
ist die Gleichung der Brennfliche in Punktcoordinaten und, wie es 
sein muss, von der 16" Ordnung. Ihre Riickkehreurve ist der ge- 


meinschaftliche Schnitt der drei Flichen 
U=0, V=0, W=0, 
also in der That vom 48" Grade. Die beiden Beriihrungscurven der 
Brennflaiche mit den singuliren Flichen von f=0, g = 0 sind Cur- 
ven 16‘ Ordnung, bestimmt durch den Schnitt von 
A=0, 0=0; A=0, O=—0. 

Von den beiden Complexkegeln, welche einem Punkte der Beriih- 
rungscurven entsprechen, geht jedesmal der eine durch die Doppelkante 
des anderen. Die beiden Beriihrungscurven haben je 16 wirkliche 
Doppelpunkte, welche dadurch entstehen, dass die Flichen 0, 0’ durch 
die Knotenpunkte von A, A’ hindurchgehen. Die Pliicker’schen Zah- 
len derselben wurden schon oben gegeben***), 


Die Gleichung der singuliiren Fliche von (1) in Ebenencoordinaten 
ist dagegen: 


*) Vgl. Clebsch, Math. Annalen Bd. V, 8S. 439. 

**) Es braucht wohl kaum hinzugefiigt zu werden, dass die Doppeldiscri- 
minantenfliche von f — 14q = 0 die Brennfliiche von f und » im Allgemeinen nur 
als reducibeln Theil enthilt. 

***) Vgl. § X. 
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(4) L=D+34T+ 3274+ D=0, 

wo JD =0, D’ =0 die Gleichungen der Flichen A=0, A’ =O in 
Ebenencoordinaten vorstellen. Die gemeinschaftliche Developpable der 
Discriminante von £0 und D=O enthilt den reducibeln Theil 
D=0, T=0, welcher der singuliren Fliche von f lings der Be- 
rihrungscurve mit der Brennflaiche umschrieben ist. In der That ist 
unmittelbar evident, dass jeder Punkt der Beriihrungscurve der Fliche 
©, jede zugehérige singuliire Ebene der Fliche T angehéren muss. 

Ausserdem schneidet jede der singuliren Flichen die Brennfliche 
in einer Curve 32' Ordnung, deren Punkte dadurch charakterisirt 
sind, dass der eine Complexkegel die eine Ebene des Paares beriihrt, 
in welches der andere Complexkegel degenerirt ist. Die Brennfliche 
schneidet die beiden singuliren Flichen in 128 Punkten, die in zwei 
Gruppen von je 64 zerfallen, je nachdem der zerfallende Complexkegel 
des ersten Complexes durch die Doppelkante des zweiten geht oder 
umgekehrt. 

Die Doppeleurve der Brennfliche ist von der 24'" Ordnung. Sie 
enthilt keine dreifachen oder stationiiren Punkte, wie auch schon daraus 
ersichtlich ist, dass die beiden Kegel zweiten Grades sich weder in 
3 Kanten beriihren, noch osculiren und ausserdem einfach beriihren 
kénnen ohne zusammenzufallen. Dagegen giebt es 6 = 80 stationiire 
Punkte der Riickkehrcurve, in denen sich die Complexkegel iiberoscu- 
liren. Die Riickkehreurve ist von der 48'" Ordnung mit 856 schein- 
baren Doppelpunkten, 80 Spitzen, vom Range 304 u. s. w. 


3) Die singulire und die accessorische Fliche des Com- 


7 r ; \ 
plexes zweiten Grades f= a,,7,%,=0. 


Man erhiilt die Gleichung der singuliiren Fliche in Liniencoordi- 
naten, weun man aus den Gleichungen 
f= an.%%=—0, F=0, «=O, 
OY = Mein + WX 
die x eliminirt. Da (y*?)=0, so kann man /’= 0 weglassen und f= 0 
durch (wy) = 0 ersetzen. Die Gleichung der singuliren Fiche ist 
daher die Discriminante von: 


Gik—U Yi 
Yi 
Die Gleichung (5) stellt, wenn y mit « vertauscht wird, eine Schaar 
von Complexen zweiten Grades mit dem Parameter w vor, welche wir 
in der Form 
(6) Ay UX, = 0 
schreiben. 





6) 0 | =o. 
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Alle Complexe dieser Schaar besitzen dieselbe singuldre Fliiche. Man 
erhilt naimlich die singulire Fliche von (6) durch Elimination der z 
aus den Gleichungen: 


CH= MG + Ant, (2)=—0, (wy) =0. 

Multiplicirt man die ersten 6 dieser Gleichungen der Reihe nach 

mit den 6 Reihen der Determinante 
A= |on— |, 
so entsteht: 
O[YiGix — Hx] = My [Gieee — WX) + Aa;. 

Setzt man also statt 
mn —p zur Abkiirzung: —4, 

i 
so ist die Discriminante nach 4 von 

| Giz —A Yin — WYe | 

| |=0, 

| Ye a 
welche letztere Gleichung ohne Weiteres in die Gleichung (5) iiber- 
geht, die Gleichung der singuliiren Fliche von (6); demnach identisch 
mit der des Complexes f = 0. 

Die singuliire Fliche ist von der 4' Ordnung und Classe, 12! 
Ranges etc. Die Linienfliche der parabolischen und Riickkehreurve 
ist vom Grade 32, sie besteht, wie man in der That an ihrer Glei- 
chung: 

f=0, F=0, (FF?) —4(¢F) fal hi+ a, (fF)] =0, 
nachweisen kann, aus 32 ebenen Biischeln, die sich zur Hilfte auf die 
16 Knotenpunkte, zur anderen Hiilfte auf die 16 Doppelebenen der 
singuliren Fiche beziehen. 

Insbesondere sind die 32 Geraden 
(7) f=0, F=0, (fF)=0, (F)=0 
Erzeugende derselben , die zugehérigen singuliren Punkte Centra dieser 
Strahlbiischel*), Man kann sich davon auf folgende Weise tiberzeugen. 
Wir betrachten den Complexkegel des durch die Gleichungen (7) be- 
stimmten singuliren Punktes, dessen Gleichung 


(8) YiYe fiz = O 
ist. Setzt man statt y, 2; A4f,;+ m<2;, unter der Voraussetzung, dass 
z eine Gerade ist, welche den Bedingungen 


*) Die folgenden Untersuchungen iiber die singulire Fliiche des Complexes 
zweiten Grades sind zwar schon zum Theil von Pliicker gegeben, doch schien die 
im Texte gegebene Darstellung, welche von viel allgemeineren Gesichtspunkten 
ausgeht, hier eine Stelle beanspruchen zu diirfen. 
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Ueber Complexe und Congruenzen. 
(ef) =9, 



























an (ex) = 0, 


geniigt, so ergiebt sich 
©) vynfie PE RALEt weNt AweF) +a CP) +o etefa) 


ch = Ww (6:24 fix). 

Die Gerade z geht nun entweder durch den gemeinschaftlichen 
Schnittpunkt der drei Geraden «;, f;, F; oder z, &, 4, den singularen 
Punkt von x. Der Kegel des singuliiren Punktes besteht dann nach 
(10) aus dem Doppelbiischel in der singuléiren Ebene. Oder die Gerade 
z liegt. in der Ebene der drei genannten Geraden, der singuliren Fbene 
von x, die Complexcurve in derselben lost sich dann in ein Doppel- 
biischel auf. Wir betrachten weiter den Complexkegel von J’, dessen 
Gleichung 
(10) 2 (ysfury? = 0 
ist. Derselbe hat x zur singuliren Geraden, weil (Z’*) = 0, er ent- 
hilt ausserdem die Gerade f;, da 





(z¢F) =0 


< 2 (fief) = (F2) = 0. 
" Dieser Kegel besteht also zum Theil aus einem ebenen Biischel, wel- 
Oca ches in der singuliiren Ebene liegt. Die Lage des zweiten ebenen Bii- 


schels erhilt man, indem man den Strahl des Kegels (10) aufsucht, 
welcher die Coordinaten 


rlei- s; fi + AF; 
hat. Man erhilt durch Substitution von z; an Stelle von y; in (10) 
(F?) + 24 (fx Fi Fi) + PRP fief) = 9. 


urve 








F die ~ Der aus dieser letzteren Gleichung genommene Werth 
8 8 
der 
, a 2 hin FP) 
~ @AR ato 
bestimmt die Lage des zweiten: Biischels, welches im Allgemeinen nicht 
v in die singuldre Ebene hineinriicken kann, so lange die Gleichungen 
ame =0, F=0, (fF)=0, (F)=0, @)=0, (fuFiF)—0 


. be- keine gemeinschaftliche Lisung besitzen*). Das dualistisch Entsprechende 
gilt fiir die Complexcurve von F in der singuliren Ebene, falls die 
Geraden f, x, F in einer Ebene liegen. 

Es sind sonach alle Linien des Biischels x; + Af, singulire Linien 





dass des Complexes /. Wenn also die drei Geraden durch einen Punkt 
gehen, so entsprechen denselben unendlich viele singulire Ebenen. Die 
singulire Ebene, welche der Geraden x entspricht, ist durch die zu- 

olexes geordnete Gerade x; bestimmt. Es wird daher der singuliren Geraden 

on die —— 

nkten *) In diesem Falle hat der Complex die Gerade x zur Doppellinie, vgl. 


§ XVII. 
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Ye = Xe + Af 


zugeordnet, sein die Gerade 


fl fi a AF;. 

Aus der projectivischen Beziehung zwischen den Geraden y,, &% 
geht hervor, dass ihre Verbindungsebenen, die singuliiren Ebenen einen 
Kegel zweiten Grades, den Tangentenkegel der singuliiren Fliiche in 
ihrem conischen Knotenpunkte umihiillen. Dieser Kegel beriithrt nur die 
Ebene (x, /f) in der singuliren Geraden, ein Umstand, welcher die ge- 
nannte Gerade und Ebene als Hauptelemente auszeichnet. 

Liegen dagegen x, f, F in einer Ebene, so bilden die singuliren 
Punkte auf den singuliiren Geraden des Biischels x; + Af; einen Kegel- 
schnitt, dessen Ebene Doppelebene der singuliren Fliiche ist und der 
die Gerade x in ihrem singuliren Punkte beriihrt. 

Die Haupttangentencurven der singuliren Fliche, die Beriihrungs- 
curven mit der accessorischen Fliche 12'* Ordnung und Classe sind, 
der ganzen Schaar von Complexen (6) entsprechend, welche die nim- 
liche singuliire Fliche, aber verschiedene accessorische F lichen besitzen, 
Curven 16' Ordnnng und Classe, 48'*" Ranges, vom Geschlechte 17 
mit 96 stationiiren Tangenten, 16 stationiiren Punkten und Ebenen*). 
Die Linienfliche der singuliren Haupttangenten ist jedesmal vom Grade 
16, sie schneidet die singulire Fliche ausser der Haupttangentencurve 
noch in einer Curve 16' Ordnung vom Geschlechte 17 u. s. w. 

Aus der Discriminante von (2) muss sich in diesem Falle der 
Factor A aussondern, da die singuliire Fliiche ein reducibler Theil der 
totalen Brennfliche der Congruenz der singuliiren Linien ist. Dem- 
entsprechend verschwindet, wie man nachweisen kann, die Invariante © 
identisch**), Die beiden Complexkegel von f und F' haben daher fiir 
jeden Raumpunkt eine solche Lage, dass dem ersten umschriebene 
Dreiseite vorhanden sind, welche Polardreiseite von F sind, und es 
giebt eine Fliche vierter Ordnung 0’ = 0, fiir welche auch einge- 
schriebene Dreikante dieser Art fiir den Complexkegel von f vorhanden 
sind. 

Die Gleichung der accessorischen Fliche erhilt hiernach die Form 

S’= 40+ AA?=—0, 
sie beriihrt die singulire Fliiche in der Haupttangentencurve 
A= 0, 0, =: 0 
und hat mit ihr keine weitere Curve gemeinsam. 


*) Vgl. Klein und Lie, Monatsberichte der Berl. Akademie, Dec, 1870. 


**) Diesen Satz haben Herr Pasch und ich gleichzeitig anderswo gegeben- 


Vgl. Géttinger Nachr., Juli 1873. 
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Die Riickkehreurve der accessorischen Fliche ist der vollstaindige 
Schnitt der Fliichen ; 

A’ =0, 0’ =0, 
also vom 16. Grade. Die Riickkehrtangentialebene ist die Tangential- 
ebene der singuliren Fliche von F = 0. 

Die Gleichung der accessorischen Fliche in Ebenencoordinaten | ist 

dagegen : 

473+ DD? =0. 
Die parabolischen Ebenen derselben sind daher die gemeinschaftlichen 
Ebenen der Flichen 7’ = 0, D’ = 0. 

Der parabolische Punkt der accessorischen Fliche ist der Beriih- 
rungspunkt der parabolischen Ebene mit der Fliche D’ = 0, d. h. der 
singuliren Fliche von J’. Der parabolische Punkt fallt daher mit dem 
Riickkehrpunkte zusammen, Riickkehrcurve und parabolische Curve der 
accessorischen Fléche sind identisch. 

Man kann diesen letzteren Satz analytisch folgendermassen er- 
weisen. 

Die singuliire Fliiche des Complexes F = 0 beriihrt im allgemeinen 
die accessorische Fliiche in einer Curve 8n(n—1)?(2n—3) Grades, 
deren Geschlecht das der Linienfliiche f=—0, F=0, (F?) =0, also 
4n(n—1)(2n —3)(Tn—12)+-1 ist. Diese Curve hat fiir einen Complex 
sweiten Grades die ausgezeichnete Eigenschaft, zugleich die vollstindige 
parabolische und Riickkehrcurve der accessorischen Fliiche zu bilden. 

Es lisst sich in der That zeigen, dass fiir » = 2 die Discriminante 

B?—4AC=0 
der Haupttangentengleichung der accessorischen Fiche 
WA+uBb+C=0 (§ VIL, 10) 
im Wesentlichen nur durch die Gleichung (F'?) = 0 erfiillt werden 
kann. 
Man hat niimlich, da » = F, 
i= F; = fatbhes, 
also fir »—1—m—1=—1 
r= Fix == fmifmk > 
‘ Fifihi nai (F;’) ? 
Fu Fifi = FeFifin. 


fixtAgix fi x: 
C=] fi 00 
“i; 00 


Bezeichnet man die Determinante rechter Hand mit Q, so ist 


Daher ist zunichst: 
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| fia % 0 


Afat1 0 x; | 
—Q@a=—| 0 10] |x 00|—RS. 
a 00! |0 01) 








Die beiden Factoren, in welche wir @ zerlegt haben, lassen sich 
leicht bestimmen. Ks ist 


S=faFi Fi t+a,fif), 
R= [A (faF.A) + (fF) — (FP) + BFF)] ($1, 14). 


Demnach: 
— C= [sh F+e(fP)\P eR +e (6 F))—ae)+(FF)]. 
Ferner 
B= —(fF)(F2) +4(F) — 42 (fe FF) — r(fF)\ (fF), 
_ wo 
Y = ZF;;, 

eS) ae oo 

Endlich ist ’ . 
A=— (fF). 


Setzt man noch 2f,./;F; — y(fF’) = T, 30 erhalt man 
B? — 4AC=[a(F?) — (fF)P ((F2? — 27 (fF)). 

Aus dieser Entwickelung geht hervor, dass erstens die Linienflaiche 
f=0, F=0, (F}?—27(fF)=0, 
parabolische oder Riickkehrpunkte der accessorischen Fliiche bestimmt. 
Diese Fliche ist aber dieselbe, welche die analogen Curven auf der 
singuliiren Fliiche ausschneidet, sie besteht also aus 32 ebenen Biischeln, 
welche die singuliren Punkte auf den 32 pinch-lines der accessorischen 
Fliche zu Mittelpunkten haben. Diese Punkte gehéren daher in einem 
besonderen Sinne den genannten Curven auf der letzteren Fliche an*). 

Der andere Factor von B? —4AC reducirt sich fiir bestimmte 
Werthe von 4 immer auf (fF), (fJ’) ist itibrigens als der Frage 
fremd von vornherein auszusondern. Setzt man dagegen 4 = oo, oder 
was auf dasselbe herauskommt, in der Gleichung 

wWwA+uBbB+C=0 
p= .., A= < und dann v = 0, A’ =1, so reducirt sich B und C 
auf die Werthe ° 
B=—(fF)T, 
C=—}jT?, 


wenn gleichzeitig (I’?) = 0 gesetzt wird, was durch A=oo bedingt ist. 


*) Vgl. das Folgende. 
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Dann ist aber B?--4AC—0, womit der angegebene Satz bewie- 
sen ist. 


Bei der Bestimmung der Zahl P im § XV. ist vorausgesetzt, dass 
Riickkehr und patabolische Curve verschieden sind. Fiir den Fall n—2 
haben daher die dort gegebenen Formeln fiir P keine Giiltigkeit. Im 
allgemeinen Falle scheint jedoch eine specielle Beziehung beider Curven 
zu einander nicht vorhanden zu sein. 


Die gemeinschaftlichen Punkte der Flichen A=0, A’=0, 0’=0 
reduciren sich vierfach ziahlend auf die 16 Knotenpunkte der singu- 
laren Filiiche, sie correspondieren der einen Hilfte singulirer Punkte, 
welche auf den 32 ausgezeichneten Geraden (7) liegen. Sie sind pinch- 
points der accessorischen Fliche und Spitzen der gemeinsamen Haupt- 
tangentencurve dieser Fliiche mit der singuliren. Sie sind aber zugleich 
dreifache uniplanare Knotenpunkte der accessorischen Fliche, Ebene des 
Knotens ist die Tangentialebene der Fliche 8’ =0. Das dualistisch 
entsprechende gilt fiir die gemeinschaftlichen Ebenen der Flichen D=0O, 
D'=0, T’=0. Sie sind stationire Ebenen der Hawpttangentencurve, 
pinch-planes der accessorischen Fliche, aber der singulire Punkt auf 
der pinch-line ist dreifach zu zihlender Beriithrungspunkt einer dreifachen 
Ebene dieser Fliiche. 


Wir bemerken noch, dass jede Doppelebene der singuliren Fliche 
6 Knotenpunkte der letzteren enthilt. Auf dem Beriihrungskegelschnitt 
der Doppelebene (einer parabolischen Curve der singuliiren Fiche, 
welche hier in eine aus 16 Kegelschnitten bestehende Curve 32' Ord- 
nung, 32'" Ranges zerfillt) liegt das Centrum des Doppelbiischels von 
Strahlen, in welches die Complexcurve degenerirt ist. In demselben 
ist die Doppelebene stationiire Ebene der Haupttangentencurve, welche 
also in der That- dieser Ebene in 4+ 2-6 = 16 Punkten begegnet, 
wie es ihrer Ordnung gemiiss der Fall sein muss. 


4) Die Brennfliche [3, 1}. 


Ihre Gleichung in Punktcoordinaten, welche von Clebsch gegeben 
ist, lisst keine Singularitiiten ohne Weiteres erkennen*). Die Fliche 
ist zwolfter Ordnung und Classe, 42'" Ranges. Der Tangentenkegel 
derselben hat 675 Doppel-, 120 Riickkehrkanten, er begegnet der 
Riickkehreurve 30" Grades in 150 Punkten. Diese letztere Curve ist 
240" Ranges mit 315 scheinbaren Doppelpunkten. Stationiire Punkte 
derselben sind, wie tiberhaupt eine Doppelcurve, nicht vorhanden, was 
a priori ersichtlich ist. 


*) Clebsch, Math. Annalen, Bd. V, S. 437. 
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Die Complexflache [3 1] hat dagegen eine 6-fache Gerade, .24 pinch- 
points und pinch-planes, ihre iibrigen Charakteristiken sind 
N=12, S=39, R=21, D=0, P=81, K=—132, Bp=y=—it—0. 


5) Die singulire Fliche und die Singularititen des 
Complexes dritten Grades. 

Der Complex dritten Grades besitzt keine eigentliche Undulations- 
fliche. Die Congruenz der Undulationskanten ist hier vom Grade 
6(11-3—18) = 90. Der Complexkegel mit Undulation zerfillt aber 
in einen Kegel zweiten Grades und ein ebenes Biischel, das letztere 
muss daher der genannten Congruenz ganz angehéren. Demnach be- 
steht die Congruenz der Undulationskanten aus lauter ebenen Biischeln, 
deren Mittelpunkte eine Curve 90° Ordnung, deren Ebenen eine Develop- 
pabele 90% Classe bilden. Diese Curve ist zugleich eine Doppeleurve 
der singuliren Fliche, da der Kegel mit Undulation zwei Doppelkanten 
enthilt; die genannte Developpabele ist die Doppeldeveloppabele der 
nimlichen Fiche. 

Ueberhaupt ergiebt sich aus den allgemeinen Formeln des § XV. 
N=24, S=84, D=9, R=, P—336, K=— 648, J=—276, 
A= 3060, B=360, y=0, t—120, 9 = 900, h= 3696. 

Die singulire Fliche ist also von der 24' Ordnung und Classe, 
84ten Ranges, ihre ebene Schnittcurve 24'** Ordnung, 84'*' Classe, mit 
3060 Doppel-, 276 Wendetangenten, 96 Riickkehr-, 90 Doppelpunkten. 
Die Riickkehreurve ist 96’ Ordnung mit 360 Spitzen, 3696 schein- 
baren Doppelpunkten 648'" Ranges etc., was in der That der Schnitt- 
curve zweier Flichen 8'* und 12‘ Ordnung entspricht, durch welche 
nach Clebsch diese Curve dargestellt werden kann. Die parabolische 
Curve ist 336' Ordnung. , 

Die stationiiren Punkte der Riickkehrcurve entsPrechen Comples- 
kegeln, welche aus einer Ebene und einem sie beriihrenden Kegel zweiten 
Grades bestehen. Dem entsprechend besteht die Complexcurve in den 
360 parabolischen stationiren Ebenen aus einem Strahlbiischel und einem 
Kegelschnitt, der durch das Centrum des ersteren geht. 

Die Doppeleurve enthilt keine stationiiren Punkte y. Es ist dies 
a priori daraus schon zu ersehen, dass der Complexkegel dritten Grades 
nicht gleichzeitig eine Doppel- und Riickkehrkante erhalten kann. 

Fiir die 120 dreifachen Punkte der Doppelcurve list sich der Complex- 
kegel in drei ebene Biischel auf, dem entsprechend fiir die 120 Tritan- 
gentialebenen der singuléiren Fliiche die Complexcurve in drei Curven 
erster Classe. 

Einem Punkte A der Doppelcurve entspricht als Complexkegel 
dritten Grades ein von A ausgehendes Biischel in der Ebene a und 
ein Kegel zweiten Grades. Wir bezeichnen die beiden Gebilden gemein- 
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samen Geraden durch «,@,, sie gehéren zugleich dem Complexkegel 
von J’ an, da sie singuliire Linien des Complexes f sind. Der Punkt 
A ist ihr gemeinsamer singulirer Punkt; die zugehérigen singuliren 
Ebenen die vierten harmonischen zur Tangentialebene des Kegels 
zweiter Ordnung in den Kanten «,(a,) der Ebene a und der Tangen- 
tialebene des Complexkegels von F'. Der Durchschnitt der beiden 
singuliiren Ebenen bestimmt die Richtung der Doppeleurve im Punkte 
A. In der Ebene a liegen noch zwei singulire Linien B,, 6,, welche 
die Complexcurve 4'** Classe von F' in zwei Punkten ¢,, c, beriihren. 
Sie beriihren zugleich die Complexcurve von /, welche aus dem Biischel 
A und einem Kegelschnitte besteht, in den Punkten d,, d,. Die vierten 
harmonischen Punkte zu Ad,(d,)B,(B,) sind die beiden singuliren 
Punkte auf den Geraden £, B,, d. h. die Beriihrungspunkte der Doppel- 
ebene a mit der singuliren Fliche. 

Diese Beziehungen bleiben unveriindert auch fiir die dreifachen 
Punkte der Doppelcurve. Die drei Biischel mit den Durchschnitts- 
kanten a,a,a,, in welche der Complexkegel von / fiir den dreifachen 
Punkt A zerfallt, sind drei Doppelebenen der Flaiche, deren Beriihrungs- 
punkte vermittelst der in ihnen liegenden Complexcurve durch die eben 
gegebene Construction gefunden werden kénnen. Die doppeltzihlenden 
drei Geraden a,a,a, machen mit den beiden anderen singuliren Linien, 
welche in jeder der drei Doppelebenen liegen, gerade die 12 singularen 
Geraden aus, welche durch jeden Punkt des Raumes hindurchgehen. 

In einer dreifachen Ebene a liegen die drei ausgezeichneten Punkte 
@,@,@,, in welche die Complexcurve dritter Classe degenerirt ist. Sie 
sind Punkte der Doppelcurve der singuliren Fliche, aber nicht Beriih- 
rungspunkte der dreifachen Ebene mit derselben. Diese liegen viel- 
mehr auf den Verbindungsgeraden der Punkte a,a,«, und zwar jedes- 
mal als vierte harmonische Punkte zu den Paaren [@,@,|, [@,@,], [a a; | 
und den Beriihrungspunkten der Complexcurve von I’ mit den gleich- 
namigen Verbindungslinien. 

Die Beriihrungscurve der accessorischen Fliche mit der singuliren 
Fliche ist von der 180 Ordnung, vom Geschlechte 481 ete. Von 
den beiden Tangentialebenen des Complexkegels dritten Grades coin- 
cidirt die eine mit der singuliren Ebene. Diese Ebene wird zur Undu- 
lationsebene des Complexkegels, wenn die Gleichungen 

f=0, F=0, (fF)=0, fiffifar=0 
bestehen, d. h. fiir 720 Punkte dieser Beriihrungscurve. Diese Punkte 
gehéven der Doppelcurve an, und die Undulationsebene ist eine Doppel- 
ebene der singuliren Fiche, deren einer Beriihrungspunkt mit der- 
selben der betreffende Punkt der Doppelcurve selbst ist*). 


*) Ausser diesen 720 Punkten existiren weitere Punkte, welche der Beriih- 
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6) Die Brennfliche [4 1). 
Ihre Gleichung in Punkt- oder Ebenencoordinaten ist von Clebsch 
in der Form i* — 6j? 0 gegeben, wo i=0, j =O Filichen 8' 
resp. 12’ Ordnung sind. Aus den oben entwickelten allgemeinen 
Formeln geht hervor, dass die Fliiche 24‘ Ordnung und Classe, 104‘ 
Ranges ist. Sie enthalt eine Riickkehrcurve 96'* Ordnung, 768! 
Ranges, mit 3696 scheinbaren Doppelpunkten und 320 Spitzen, was 
mit den Charakteren einer vollstiindigen Schnittcurve der Flichen i 
und j iibereinkommt. Die Doppelcurve ist 80‘ Ordnung, sie enthilt 
selbstverstiindlich weder dreifache noch stationiire Punkte. 


7) Der Complex vierten Grades. 


Seine Undulationsflache ist von der 160' Ordnung. Seine Singu- 
laritiiten und die seiner singuléren Fliche sind durch die Formeln: 


R— 480, N=72, K=3360, D=1680, P= 1440, J = 1200, 
S=—312, p—3360, y—17280, t= 13760, 9 = 17760 


gegeben. 
$ XVII. 


Ueber Doppellinien eines Complexes. 


Wenn die Gleichungen 
(1) fi = 0%, t=1, 2,---6 
fiir eine Gerade des Complexes f= 0 bestehen, so ist dieselbe eine 
Doppellinie desselben*) Alle Kegel des conischen Polarcomplexes, 
welche den Punkten von x entsprechen, zerfallen in Ebenenpaare, alle 
Complexkegel von f= 0 lings der niimlichen Geraden haben also 
Doppelkanten. Das Bestehen der Gleichungen (1) erfordert eine Be- 
dingungsgleichung zwischen den Coefficienten von /. Fiir den Complex 
zweiten Grades kann dieselbe ausgedriickt werden durch das Verschwin- 
den der Discriminante von: 





Ay, — & Ayo a3 G4 A5 a6 
G1 Ay2—" Ao, G4 Ao; Ao6 
(2) as, A32 A33— UW Az, A35 A36 uicltic 
| 41 Aso M4 Ayy— U5, Ay 
Gs as9 53 as, Gs, —U Ase 
M64 M2 Aes Ay Qs, Aen— E | 


rungscurve mit der accessorischen Fliiche und der Doppelcurve gemein sind. Sie 
sind durch die Bedingung bestimmt, dass die nicht singuliire 'l'angentialebene des 
Complexkegels Undulationsebene wird, 

*) Pliicker, N. G. 8. 296, 
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Der Complex zweiten Grades f= a;,%;2, = 0 hat daher eine, 





























ol zwei oder drei Doppellinien, je nachdem die Gleichung (2) ein, zwei 
Qter oder drei Wurzelpaare besitzt. 
ial Man kann iibrigens die Gleichungen (1) zu denen noch (x?) = 0, 
Aten f = 0 hinzu treten, ersetzen durch das fiquivalente System von 6 Glei- 
Sten chungen, aus welchen @ eliminirt ist: 
vas (2?) =0, f=0, F=0, (fF) =0, (F?) = 0, (Fi: Fifi.) =9. 
n i Aus denselben ersieht man sofort, dass ein in der kanonischen 
railt Form 
kx? = 0 
darstellbarer Complex zweiten Grades eine Doppellinie enthalt, wenn 
irgend zwei der Coefficienten k; gleich sind, 
gu- Wenn iiberhaupt der m'* Polarcomplex von der Form | 
3) An = (cy)¥ | 
00, ist, so ist auch | 
A i 
A*—! = (« = (ry) (« oS . | 
In der Entwickelung von f(a -+-Ay) verschwinden daher fiir (zy) =0 
alle Coefficienten von 4° bis 4” inclusive. Die Gleichung (8) ist daher 
die Bedingung einer m +- 1-fachen Complexgeraden. 
Es sei die Gerade x, eine Doppellinie des Complexes f= 0. Ge- 
hért sie zugleich dem Complexe y = 0 an, so ist sie eine Gerade auf 
oul der Brennfliiche der Congruenz /=0, p=0. Sie ist aber in dicsem 
me Falle im allgemeinen sowohl Doppelstrahl als Doppelaxe der Fliche. 
ie Wir erweisen dies folgendermassen: 
ola Es werde unter y eine Gerade verstanden, welche die Doppelgerade 


Be- az, schneidet. Die Zahl der Schnittpunkte von y mit der Brennfliche, 
' respective die der Tangentialebenen durch y an dieselbe, ist bestimmt 

















ry durch die gemeinsamen Lésungen x der Gleichungen: 

(yx) =0, 

if = 0 ? 

yp = O ; 

(a?) =0, 

b= (f°) (@y)? + 2(7) (py) (Ty) + (9) (Fy)? = 9. 
Wir betrachten die Linienfliche der Complexe f=0, o =O, 
¥=0. Da 
ow 
iso Sg . . 

. pes so ist die Gerade x, eine vierfache Erzeugende derselben, also s=2, 
ne 


eine vierfach ziihlende Lisung der Gleichung, womit unter Voraus- 


setzung dualistischer Vertheilung unser Satz bewiesen ist. . 
Mathematische Annalen. IX. 11 
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Eine Doppellinie des Complexes / ist auch Doppellinie des Com- 
plexes F —0, wie sich sofort aus den Gleichungen 


in = fix = fi = 0%; 


ergiebt. Sie 2dhlt daher vierfach in der Congruenz der singuliren Linien. 
Daraus ergiebt sich, dass die Doppelgerade auch Doppelstrahl und Doppel- 
axe der singuliiren Fliche ist, wie sich itibrigens auch aus der Betrach- 
tung der Gleichungen: 
f=0, F=0, (yf) =9, (yx) =0, (x?) =0, 

deren drei erste eine Linienfliiche mit vierfacher Generatrix x, reprisen- 
tiren, ergiebt. 

Auf dieselbe Weise findet man, dass die Doppelgerade auch Doppel- 
element der accessorischen Fiche ist. 


Gottingen, im Juli 1874. 
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Beweis eines Satzes tiber rationale Curven. 


Von J. Liinorn in Karlsruhe. 


Wenn die Coordinaten eines Punktes einer Curve sich darstellen 
lassen als rationale Functionen eines Parameters 2, so entspricht stets 
jedem Werth von 4 nur ein Punkt der Curve, dagegen braucht nicht 
immer jedem Punkt der Curve nur ein Werth von 4 zu entsprechen, 


wie das Beispiel der Gleichungen x7 = 2?, y = M zeigt. 


Wenn nun jedem Punkt einer rationalen Curve » Werthe von 4 
entsprechen, so kann man stets fiir 4 eine neue Variable so einfiihren, 
dass deren Werthe und die Punkte der Curve sich gegenseitig eindeutig 
entsprechen. 


Um dies zu beweisen, seien, unter f, mo, w ganze Functionen 

verstanden, ras 
(a g (a) 

() oem? I om 
die Ausdriicke der Coordinaten. Der Annahme nach entspricht einem 
unbestimmten 4 == 4, ein Punkt der Curve und diesem wieder eine 
Gruppe von » Werthen des Parameters, zu welcher 4, selbst gehdrt, 
wihrend die iibrigen 4,, as, -++ A, seien, die natiirlich Functionen 
von 4, sein werden. 


Dann bestehen die Gleichungen 





f(y) _ FRA oy) _ 9) 
oy) A) 7B) A)? 
(fir i= 2, 3, --- n), 


welche zeigen, dass die beiden Gleichungen 


2) { f(4) (ay) — FA) 4) = 9, 
p (4) w(A,) — p(A,) oA) = 0 

durch 4=4/,, d,, --+ 4, gleichzeitig erfiillt werden. So lange 4, un- 

bestimmt ist, kénnen diese » Werthe nur einfache Wurzeln beider 

Gleichungen sein. Wire nimlich das unbestimmte 4, mehrfache Wur- 

zel, so miissten die Gleichungen 

11* 
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f°(ay) (Ay) — ¥(A,) £ (4) = 0, 
p (A,) ¥(4,) — ¥'(A,) p(A,) = 0 


f(s) (As) 
(a4) (a4) 
liefern wiirden, was nicht méglich ist. Wiire aber z. B. 4, eine mehr- 
fache Wurzel, so miisste 
F'(ae) _ Fy) __ faa) 
W (As) (44) (Ag) 
sein fiir jedes A,, oder (weil 4, eine Function von A, ist, die jeden 
beliebigen Werth annehmen kann) fiir jedes 4,. Dann gilt aber das 
vorhin Bemerkte. 


Somit miissen die linken Seiten der Gleichungen (2) durch das 
Product (4A—4,) (A—A,) -- - (A—A,) theilbar sein. Aus der Annahme, 
dass jedem Punkte der Curve nur » Werthe von 4 entsprechen sollen, 
folgt aber, dass dieses Product~der grésste gemeinsame Theiler der 
Functionen auf der linken Seite in den Gleichungen (2) sein muss. 
Daher kann man eine ganze Function von 4 und 4, ¥ (4, 4,) auf die 
bekannte Art finden, welche diese beiden Functionen theilt und sich 
vom obigen Product héchstens durch einen von 4 unabhingigen Factor 
unterscheidet. Weil bei Vertauschung von 4 mit 4, die beiden Func- 
tionen, deren grésster gemeinsamer Theiler (4, 2,) ist, nur ihr Zeichen 
andern, muss Y(4,4,) auch in Bezug auf 4, vom n'*® Grade sein, - 
kann also 








bestehen, die 





== Const. 





= Const., 














= Ho (4y)A" + Hy (Ay) a"? + + + + Ha(A)) 
gesetzt werden, wobei die ganzen Functionen g,(4,) héchstens vom 
n" Grade sind. 


Da nun die Gleichung ¥(4,4,) = 0 die Wurzeln 4,, 4, --- dn 
; (a4) 


hat, ist der Quotient je zweier Coefficienten wr iy einer symmetrischen 
k\“1 
Function von 4,, 4, --- 4, gleich, so dass 
. @,(A) 
(3) p,(A) _— ik 


denselben Werth hat fiir die » Werthe 4,, 4, --+ 4, von A, welche 
einem Punkte der Curve entsprechen. Von den beiden Functionen 9, 
und g, kann keine von héherem als dem n' Grade sein; eine davon 

muss aber sicher diesen Grad haben, wenn der Quotient beider nicht | 
constant ist, weil er sonst nicht fiir » Werthe des Argumentes A den- 
selben Werth annehmen kénnte. Ist folglich w,, gegeben, so liefert (3) 
nw Werthe von 4 und zwar solche, die einem Punkte der Curve ent- 
sprechen. Diese Grissen w,, haben also die Eigenschaft, dass jedem 
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Punkte der Curve ein Werth von w,, und jedem u,, wieder ein Punkt der 
Curve entspricht. 


Hiermit ist der im Anfang erwahnte Satz bewiesen, fiir den mir 
bis jetzt kein Beweis bekannt war. 
Seien z. B. die Gleichungen gegeben 


(4? + 1)? 4 (4? + 1) 


VFfsre+i’ YY Wears’ 
so findet sich die Function ¥ 
= A, —AaP+l)+4+4,. 


z+ 
A 


C= 


Daher ist 


a 
ela » Moy =I, ioe = 


so dass man @,, und wo, als neue Variable einfiihren kann. 
Es ergiebt sich so 
came, yee 
#,,+1 Hoyt 


Karlsruhe, im Februar 1875. 








Ueber die singularen Werthsysteme einer algebraischen Function . 


und die singularen Punkte einer algebraischen Curve. 


Von M. Néruer in Erlangen. 


In der Theorie der singuliren Werthsysteme einer algebraischen 
Function einer Variabeln ist, rein algebraisch betrachtet, durch die 
Puiseux’schen Reihenentwickelungen*) in sofern ein Abschluss vor- 
handen, als die Discussion des Verhaltens der Function in der Nihe 
eines solchen Werthsystems in allen Fallen gewonnen ist. Geometrisch 
sind fiir die der Function entsprechende algebraische Curve bisher nur 
aus diesen Reihenentwicklungen durch Hrn. Cayley**) einige nume- 
rische Beziehungen, auf einem theilweise hypothetischen Wege, abge- 
leitet worden. 

Aber man hat an eine Theorie der singuliren Werthsysteme weiter- 
gehende Anforderungen zu stellen. Man kann zuniachst, was das 
Puiseux’sche Verfahren nicht ist, eine allgemein giiltige analytische 
Methode zur Aufstellung der Reihenentwicklungen verlangen. Man 
muss ferner fordern, dass die hierbei angewandten Begriffe sich auch 
geometrisch entwickeln lassen und iiberhaupt zu einer Definition der 
singuldren Punkte einer Curve fiihren. Es wird endlich nothwendig, 
dass dieser selbe Gedankengang auch die Untersuchungen, in welchen 
vor Allem die singuliren Werthsysteme auftreten, direct erledigt, ohne 
dass man bis zu den fertigen Reihenentwicklungen selbst vorzuschreiten 
hatte; also insbesondere die Untersuchung der Resultante, welche bei 
der Elimination einer Variabeln aus zwei speciellen Gleichungen eut- 
steht; ferner die Erweiterung der Pliicker’schen Gleichungen mit 
Hilfe der erwaihnten Definition der singuliren Punkte, deren Verhalten 
bei rationaler Transformation, ete. 

In einer in den ,Géttinger Nahrichten“ vom Jahre 1871***) ver- 
dffentlichten Note habe ich angegeben, wie man die Theorie der ein- 
deutigen Transformationen benutzen kann, um eine ausreichende Defi- 
nition der singuliren Werthsysteme zu erhalten und damit den im 

*) Liouville’s Journal t. 15 u. 16. 
**) Quarterly Journal of Mathem., t. 7, 1866, und J. Crelle-Borch. t. 64, p. 369, 
***) p. 267: ,,Ueber die algebraischen Functionen“, Note 2. 
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Vorhergehenden gestellten Anforderungen an eine Theorie derselben 
zu geniigen. Nach dieser Definition besteht ein singulaérer Punkt aus 
einer endlichen Anzahl vielfacher Punkte, die nur in bestimmten Rich- 
tungen unendlich nahe an einander geriickt sind, aber so, dass hier- 
durch kein Punkt von héherer Ordnung der Vielfachheit entsteht. 
Durch die hier folgende Ausfiihrung dieser Methode soll zunichst die 
Beschrankung aufgehoben werden, welche sich friihere, geometrische 
und algebraisch-functionentheoretische, Untersuchungen durch Aus- 
schliessurtg der singularen Punkte aufgelegt haben, und welche in der 
That ohne wesentliche Modification der Betrachtungen derselben fallen 
gelassen werden kann*). : 

Derselbe Gedanke, die Benutzung successiver, wenn auch spe- 
cieller, Transformationen ist fiir die erste der obigen Anforderungen, 
das analytische Verfahren der Reihenentwicklungen, auch von Hrn. 
Hamburger**) 187] durchgefiihrt, und ferner von Hrn. Kénigsber- 
ger angegeben und spiiter ausgefiihrt***) worden}). Ich werde daher 
die rein algebraischen Betrachtungen nur bis zu diesen Entwicklungen 
hinfiihren, jedoch in einer Form, dass sich dieselben,-wie im § 6. ge- 
schieht, direct in die Geometrie iibertragen lassen. Einige Punkte der 
Theorie der singuliren Werthsysteme sind mit Hiilfe quadratischer 
Transformationen inzwischen auch durch Hrn. De la Gournerie 
(Comptes rendus 1873) und Hrn. Darboux (Comptes rendus 1874) 
behandelt worden. , 

Ich bemerke noch, dass ich eine weitere, in dem Obigen nicht 
euthaltene Frage in der Theorie der singuliiren Werthsysteme, die nach 
den gestaltlichen Eigenschaften der Curve in der Nahe des singularen 
Punktes unter den verschiedenen Realitétsbedingungen, als den vor- 
liegenden Betrachtungen ferne stehend, beiseite lasse. 


$ 1. 

Der Gedanke, welchen wir einer Theorie der singuliren Werth- 
systeme einer algebraischen Function zu Grunde legen, besteht darin, 
dass man durch einfache rationale Transformationen der die Function 


*) Fiir die Verhiltnisse der rationalen Transformation ist dieses schon friiher 
in mehreren Arbeiten geschehen, Siehe Brill u. Nother: ,,Ueber die algebr. 
Functionen und ihre Anwendung in der Geometrie“, Math. Annalen Bd. VII, ferner 


“Nother: ,,Ueber die eindeutigen Ebenentransformationen“, Math. Ann. Bd. V, ete. 


**) Ueber die Entwicklung algebr. Functionen in Reihen“, Zeitschr. fiir 
Mathem., u. Phys. XVI, 1871. 
***) Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Functionen.“ Abschnitt 
tiber die algebr. Functionen. 
+) Wahrend des Druckes des vorliegenden Aufsatzes ist eine weitere Dar- 
legung dieser Entwicklungen erschienen: Stolz, ,,Ueber die singul. Punkte der 
algebr. Functionen und Curven“‘, Math. Annalen Bd. VIII. 
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definirenden Gleichung zwischen zwei Variabeln eine solche Gleichung 
erhalten kann, in welcher die beziigliche Singularitat aufgelést ist. 
Man transformire die gegebene Gleichung 
f(z,y)=90, 
fiir welche =a, y= b ein singulires Werthsystem sei, rational in 
eine zweite 
{ (@,4%,)=9, 
vermittelst Ausdriicke der Form: 


9 (ey) | _ (x.y) 


x= “= 
: 2 (@,y) "1 zia,y)? 





wo die @, w, % ganze Functionen von 2, y sein sollen, welche fiir 
“=a, y=b verschwinden. Wir wollen dabei voraussetzen, dass 
nicht zugleich 

Op C1 Op OF oni Ow Ox Ow Ox 

Ox oy dy ou Ox ey Cy Ox 
fiir «= a,y =} verschwinden. 

Hierbei entsprechen sich die Werthsysteme (7, y) von f und (2, y;) 
von /“) eindeutig, einzelne ausgenommen. Sei insbesondere (za, y=b) 
ein k-faches Werthsystem von f, d. h. seien die Glieder niedrigster 
Dimension von /, in x — a und y —b, 


f,(@—a, y — b) 


von der Kk‘ Ordnung, und seien zuniichst die aus /,(x—a, y—b) =0 





fiir z-? folgenden & Werthe von einander verschieden und mit 
(2=") bezeichnet. Man erhilt dann durch die Ausdriicke 
~G+GnGen, |, G+G) Gen 
st) + (32) (2=2),’ (4) +4 9) Ga) 
(¢=21, 2,-- &), 


li 


wo (°°) den Werth von cn fir «=a, y=b bedeutet etc., dem 


k-fachen Werthsysteme von f entsprechend, k Werthsysteme (a, y,) ° 


von f“), welche vermége unserer Voraussetzungen alle von einander 
verschieden werden. Man kann ferner leicht erreichen, dass dieselben 
auch nur dem k-fachen Werthsysteme und nicht zugleich einem andern 
von f entsprechen. Man hat hierzu nur die Functionen g, 7, x 80 
zu bestimmen, dass den 3 Gleichungen 


f=90, p—aiz=9, wp—hixz=—0, 
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welche fiir (xa, y=b) und fir (cx=a+da, y=b+ db), wo 
= = s—*), erfiillt werden, durch kein weiteres gemeinsames 
Werthsystem (7, y) geniigt wird. Die Werthsysteme (a,;, b1;) werden 
alsdann auf f“) einfache sein, in welchen f nun keine Singularitat 
zeigt; sie bilden, mit ihren benachbarten, k getrennte Reihen von 
Werthsystemen von f'=-0, welchen ebensoviele getrennte Werth- 
reihen um (xa, y=b) von f =O entsprechen: 

Wenn die Wurzeln von /,(c—a, y—b)=0 nicht alle von einander 
verschieden sind, so tritt, wenn man die Transformationsbedingungen 
unverandert beibehalt, fiir ( —0O statt der & getrennten einfachen 
Werthsysteme eine Singularitét auf. Besteht diese in einem k,-fachen 
Werthsysteme von f“)==0, so fassen wir jetzt die Singularitét von 
f=0 in (wa, y=b) als Grenzfall zweier Singularititen auf, eines 
gewohnlichen k-fachen und eines k,-fachen Werthsystems, die an der. 
Grenze derartig unendlich nahe zusammengeriickt sind, dass hierbei 


(2) einen bestimmten Werth enthilt. Fiir die Ausfithrung dieser 


Auffassung geniigt es schon, sich auf die speciellste der hier méglichen 
Transformationen zu beschrinken, die einfachste quadratische Trans- 
formation, deren sich auch Hr. Hamburger und Hr. Kénigsberger 
in den citirten Arbeiten bedienen. 


§ 2. 
Die Gleichung f = 0 sei zunachst nach aufsteigenden Dimensionen 
in « —a und y — b geordnet: 


(1) f(a, y) =f, (2—a, y —b) + frp i @—a, y—b)+.--- =0, 


wo allgemein f,(a—a, y—b) eine in x—a und y— b homogene 
Function der Dimension h bedeutet. Wir sagen nun, dass das Werth- 
system (ca, y=b) und dessen benachbarte Werthreihen, welche 
‘= 0 geniigen, k Elemente von f = 0 bilden und bezeichnen im Fol- 
genden das singulire Werthsystem als ein k-elementiges. Die k Ele- 
mente sind den /, verschiedenen oder gleichen, linearen Factoren von 
f,(e—a, y—b) =0 zugeordnet. Solche in den & Elementen enthal- 
tene k’ Elemente, welche durch keine rationalen Transformationen von 
einander getrennt werden kénnen und welche dann nothwendig einem 
wenigstens k’-fachen linearen Factor von /,(x—a,y—b) =O azuge- 
héren, sollen einen k’-fachen Zweig von f=O0 bilden. Endlich bezeich- 
nen wir das k-elementige Werthsystem fiir den Fall, dass alle linearen 
Factoren von /,(a—a, y—b) = 0 von einander verschieden sind, als 
ein gewohnliches k-faches oder kurzweg als ein k-faches. 

Unter der Annahme, dass keiner der linearen Factoren von © 
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f,(c@—a, y—b) mit  —a zusammenfalle, wenden wir auf f= 0 die 
Transformation an: 

MPS Sa J 
(2) y=, 
durch welche wir y, an Stelle von y einfiihren, und erhalten als trans- 
formirte Gleichung: 


(3) f® (2, %) =f,(1,%) + (w—a)f,,,(1, Yj) +--+-=0. 


Dem k-elementigen Werthsysteme von f= 0 entsprechend, ent- 
stehen k Werthsysteme von f‘ = 0: 


z—a=0, fl, y,) =90, 
welche zusammenfallend oder getrennt sind, je nachdem die linearen 
Factoren von /,(2—a, y—b), also die Elemente von f=0, es sind. 
Umgekehrt riihren auch die Werthsysteme von f“) 0, fiir welche 
x =a ist, ausgenommen x =a, y, = oo, nur von den Elementen von 
f=0 in (ca, y=b) her. 

1) Sind die k Werthsysteme von f/f =O alle von einander ver- 
schieden, so ist jedes derselben ein einfaches fiir f — 0, und 
(=a, y=b) ein gewodhnliches k-faches fiir f—0, oder f =O hat 
daselbst k einfache Zweige. 


2) Wir betrachten sodann den Fall, dass diese k Werthsysteme 
alle zusammenfallen, dass also 


f,(@—a, y—b) = [by(a@—a) — y—d)}' 
ist, wobei wir weiter annehmen, dass fei (%@—@, y—b) fiir b, (x—a) 
— (y—b) = 0 nicht verschwindet. In diesem Falle hat f —0 in 
Za, y =), 

ein einfaches Werthsystem, in dessen Nihe sich f® wie x—a ver- 
halt; dasselbe bildet, mit seinen benachbarten, nur ein Element von 
f, wobei denn durch keine rationale Transformation eine weitere 
Trennung der Werthreihe bewirkt werden kann. Demselben entspre- 
chen alle & Elemente von f=0 um (c=a, y=b), und diese bilden 
zusammen einen k-fachen Zweig von f =, aber einen solchen der 
einfachsten Art, indem eben nur die i Elemente aufeinanderfolgende 
sind, ohne weitere Singularitaét. Wir werden dieses Verhalten so aus- 
driicken: Mit dem k-fachen Werthsystem verbindet sich ein Verzwei- 


gungssystem (k—1)'" Ordnung oder auch k—1 einfache Verzweigungs- 
systeme von f = 0*). 








*) Betrachtet man aus f=0 y als Function von 2, so ist «=a ein Ver- 
zweigungspunkt (k —1)*t Ordnung fiir y (oder noch héherer Ordnung, wenn b,=@ 
ist), in dem y = b wird. 
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) die 3) Von einem beliebig singuléren k-elementigen Werthsystem soll 
jetzt gezeigt werden, dass dasselbe als Grenefall eines k-fachen Werth- 
systems definirt werden kann, zu welchem eine Anzahl von einfachen 
Verzweigungssystemen treten, und an welches weiter eine Reihe von 
— h- , k®-, «++ elementigen Werthsystemen (wobei ki) + k® 4 ..-=Sk 
ist) unendlich nahe heranriicken. 
Diese Auflésung des k-elementigen Werthsystems wird durch die 
ent- Transformation (2) direct geleistet. /,(*—a,y—b) habe einen genau 
l-fachen Factor 


[b,e@—a)—y—b], (<h), 
also f(x, y,) = 0 entsprechend / zusammenfallende Werthsysteme: 


aren 
ind. OE, ER 
Iche Die iibrigen k —1 Werthsysteme von f“) == 0, fiir welche =a 
von ist, sind bereits von diesem getrennt, und wir kénnen daher dasselbe fiir 
sich untersuchen. Es mégen nun die Glieder f,41, fr+2, --- derart singu- 
ver- lar sein (namlich /,,; mége wenigstens den Factor [b,(«—a)—(y—b)]*—‘ 
und besitzen), dass f(x, y,) =O in (=a, y,=b,) ein k,-elementiges 
hat Werthsystem erhilt, wo k, <1 sein wird. In demselben existiren 
héchstens k, Zweige von f()—0; daher giebt es auch nur héchstens 
wii ebensoviele von f =, welche aus den | Elementen entstehen, die dem 
l-fachen Factor zugeordnet sind. Diese erste Transformation ergiebt 
also bereits, dass von den 1 Elementen wenigsteus (J—k,)-mal je zwei 
aufeinanderfelgende sind, oder, nach der Bezeichnung von 2): es ent- 
~a) stehen 1—k, einfache Verzweigungssysteme, welche zu dem k-fachen 
n Werthsysteme von f = 0 zutreten. 
Denkt man sich ferner in der Gleichungsform (3), welche immer 
vermége (2) in die Gleichungsform (1) iibergeht, die Bedingung erfiillt, 
eo, dass in der Nahe des Werthsystems (ca, y,=b,), nicht fir s—a 
Nee selbst, ein k,-elementiges Werthsystem von f“) stattfindet, von der- 
tere jenigen Singularitét, wie es im gegebenen Falle fiir (c—a, y,—=b,) 
jenigen Singu ; es im gege » Y=), 
at selbst geschieht, so wiirde jenem Werthsystem ein k,-elementiges von 
den f= 0 entsprechen, von genau derselben Singularitat, welches in die 
der Nahe von (c=a, y=b) fallt; denn unsere Transformation verhilt sich 
ude in einem solchen Werthsystem nur wie eine lineare (in welcher ein 
wari Werthsystem und dessen benachbarte ausnahmslos wieder solchen ein- 
oni deutig entsprechen). Die Singularitiit von f = 0 besteht hier, soweit 
gs- die 7 Elemente in Betracht kommen, in einem k-fachen Werthsysteme 
mit 1—k, einfachen Verzweigungssystemen und in einem in die Nahe 
desselben fallenden k,-elementigen Werthsysteme. Geht man zur Grenze 
'er- liber, so riickt nur das k,-elementige Werthsystem an das k-fache un- 
= endlich nahe heran, und zwar so, dass hierbei (4) den Grenzwerth b, 
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hat. Daher erhalt man, indem man diese Betrachtung auch auf die 
tiorigen kK —1 Elemente in (c—a, y=b) ausdehnt, die unter 3) ge 
gebene Definition. 


§ 3. 

Zur weiteren Bestimmung der Singularitaét im allgemeinen Fall 3)* 
des § 2. hat man nun nur das k,-elementige Werthsystem (x =a, y,=b,) 
von f=0, welchem ein an das k-fache von f = 0 herangeriicktes 
analoges Werthsystem entspricht, auf dieselbe Weise zu untersuchen, 
wie es soeben fiir das k-elementige von f = 0 stattfand. 


Man ordnet /) (x, y,) zuniichst wieder nach aufsteigenden Dimen- 
sionen von x—a und y,—),: 


(4) f(@,¥,) = f, («—a, y,—b,)+ f.i(e—a, y,—b,) +--+ =0, 


und hat nun fiir die Untersuchung der Elemente von (cz—a, y,—b),) 
zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem dieselben einem Factor x—a 
nicht zugeordnet sind oder dieses sind. Auf die Elemente der ersten 
Art wendet man wieder die Transformation an, durch die y, eliminirt 
wird: 

(5) y, = 4 a 


w-a’ 
und erhalt hierdurch in f® (x, y,) = 0 eine erste Auflésung des k,- 
elementigen Werthsystems, soweit es jene Elemente betrifft. In Bezug 
auf die Elemente der zweiten Art aber wird man zuniichst irgend eine 
lineare homogene Function von x—a und y—b an Stelle von r—a 
als unabhiangige Variable einfiihren, oder einfacher, man wird direct 
die Transformation machen: 
xz—a@a 

(6) iii mn — b, ; 
und mit Hiilfe derselben x, an Stelle von x in f\ (x, y,) =O bringen. 
Die transformirte Gleichung wird dann: 
(7) f” (@,, 9) =f, a, 1) + (y,—4,) fs rs a) } stu, 
und sie hat eim den betrachteten Elementen entsprechendes singulires 
Werthsystem in y,—b,, x,—=0, dessen Verhalten in Bezug auf 
y, — 6,0 nun die nichste Auflésung des k,-elementigen Werth- 
systems liefert, soweit es diese Elemente zweiter Art betrifft, welche 
einer Potenz des Factors x — a in os (x—a,y,—b,) zugeordnet sind. 

Durch eine fortgesetzte Anwendung dieser beiden Transformatio- 
nen auf jedes einzelne der entstehenden singuliren Werthsysteme wird 
man die gegebene Singularitit von f= 0 vollstindig auflésen, wenn 
man nur, was wir unten in der That nachweisen werden, durch eine 
endliche Zahi solcher Operationen zuletzt auf eine Reihe getrennter 












Ueb. diesing. Werthsysteme einer alg. Function u. die sing. Punkte einer alg. Curve. 173 


einfacher Werthsysteme gefiihrt wird, die dem k-elementigen Werth- 
systeme (va, y=b) von f= 0 entsprechen; da sich dieselben nun 
selbst nicht weiter auflésen lassen. 

Die verschiedenen Zweige, welche f= 0 in (c=a, y=b) besitzt, 
entsprechen nun einzeln jenen resultirenden einfachen Werthsystemen, 


if die 
3) ge. 







































all 3)* und die Zahl derselben ist gleich der Zahl dieser Werthsysteme. Die 
=),) Vielfachheit eines Zweiges ist gleich der Zahl der Elemente von f=0, 
icktes welche dem betreffenden einfachen Werthsysteme entsprechen. Und 
chen, da jedes der einfachen Verzweigungssysteme, welches wir durch unsere 

successiven Transformationen finden, ein Zusammenfallen zweier Ele- 
imen- mente von f= 0 bedeutet, so vertheilt sich die Gesammtzahl der Ver- 


zweigungssysteme, welche in dem singuliren Werthsystem von f—0O 
enthalten sind, so, dass auf einen k’-fachen Zweig von f= 0 ein Ver- 
’ zweigungssystem (k’— 1)'e* Ordnung oder k’—1 einfache Verzweigungs- 


=b,) systeme fallerf. Hat man k—vr Zweige von f=—0O in (x=—a, y=b), 
z—4¢ so enthilt dieses k-elementige Werthsystem + einfache Verzweigungs- 
ersten systeme in sich. 

ninirt Wie sich so durch die Transformationen die Gesammtzahl r der 


Verzweigungssysteme ergiebt , so kann man auch im Verlaufe der Trans- 
formationen die zu jedem einzelnen Zweige gehdrige Zahl k’, welche 
dessen Vielfachheit anzeigt, bestimmen. Es ist nimlich, wenn man 


s k,- zunichst die Transformation (2) angewandt hat, k’ gleich der Zahl der 
Sezug Werthsysteme, fiir welche  —a=0, f(x, y,) =0 und y, =), wird, 
1 eine und welche dem betreffenden Zweige von f() 0 zugehéren. Wenn 
x — Ob nun dieser Zweig von f“) = 0 nicht dem Factor «— a zugeordnet ist, 
direct wenn man also weiter die Transformation (5) angewandt hat und hier- 


durch zu einem Werthsystem (x—=a, y,—=b,) von f(x, y,) =O ge- 
langt ist, so wird k’ auch gleich der Zahl der Werthsysteme, welche 
«—a=0Q mit dem in y, = b, befindlichen betreffenden Zweig von 
ngen. f(a, y.) = 0 gemein hat, etc. 

War aber der Zweig von f (x, y,) = 0 dem Factor « — a zuge- 
ordnet, so dass man weiter durch die Transformation (6) auf (7), auf 
{®(a,, y;) =, tiberging, so ergiebt sich k’ als die Zahl der Werth- 


uldires systeme, welche y,—b,—=0O mit dem betreffenden Zweige von 
5 auf f®(x,,y,) =O gemein hat, plus derjenigen Zahl, welche z, = 0 mit 
erth- diesem Zweige in («,—=0, y,==b,) gemein hat. Diese beiden Zahlen 
elche bestimmen sich aber beim Uebergang von f® zu einer Gleichung 
sind. f®—=0 analog weiter, etc. 
1atio- 

wird § 4. Beispiel. 

wenn Sei 


f(, 9) =ey' + he, 9) + hee, 9) ++°- 
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i, = 2a, we, = Zbyx-, 

« nicht = 0. 
Hier ist (c—0, y=0) ein 4-elementiges Werthsystem von f = 0. Die 
Transformation y = xy, liefert 

f(@, 9) = ays + ef (1%) +2 (1,%) + °°: 


Das entsprechende singulire Werthsystem von f\ ist (c=0, y,=0). 
Sei nun 


und 


a@=0, «,=—0, ff, nicht =O. 
Man erhalt dann: 


f(x, y,) = Box? + xq, (x, y,) + 4(%, Y;) + 95(%, 4%) +°° >, 
wo 
92 (7, ¥,) = ai" + Byyi% + 92", 
Py (@, ¥;) = @ y+ agy,2x+ Boy,?2? + yyy, 2 +a d,2x*, etc., 


daher ist (c=0, y,=0) ein zwei-elementiges Werthsystem von f“ und 
dem Factor 2 selbst zugeordnet , woraus noch zwei einfache Verzwei- 
gungssysteme fiir f—0 in (c—0, y=0) folgen. 

Nun hat man die Transformation «= y,2, auf f anzuwenden 
und erhilt: 


f® (x, ,Y,) = Box? + 9, %, 92 (%,,1) + 9,2 Q4(%,,1) +--- 
= (Byx,? + a, 2,y,+ay,") +2, y, (B, Ly Oy Y)) + Wy (ZY) +e 
Hierbei ergiebt sich in (2,0, y,—0) wieder ein zwei-faches Werth- 


system von f®, dem nun vermdge der Transformation x, = y,2», 
welche f® iiberfiihrt in 


f® (X,Y) = (Bo Xa? + Oy Ly &) + 1yy, (By %_ + Oy) + y,?Y, (42,1) +--+, 


zwei von einander verschiedene Werthsysteme (y,—=0, x,) von f® =0, 
aus B,x,?-+ a,2,-+ a—0(, entsprechen, wenn nur 


—4af, nicht = 


Daher besteht das 4-elementige Werthsystem von f= 0 alsdann 
aus einem vierfachen und zwei zweifachen Werthsystemen, sowie zwei 
einfachen Verzweigungssystemen. Es existiren daselbst zwei Zweige 
von f= 0, und zwar ist jeder dieser Zweige ein zweifacher; denn die 
Ordnung Kk der Vielfachheit fir den einen der Zweige ist hier gleich 
der Zahl der Werthsysteme, welche y, —0 mit dem entsprechenden 
Zweige von f@) (x,, y,) =, plus der Zahl solcher, welche 2, = 0 mit 
diesem Zweige gemein hat. Die ersiere Zahl ist gleich der Zahl der 
‘“Werthsysteme des entsprechenden Zweiges von f® (x,, y,) = 0, fir 






welche y, = 0 ist, also = 1; die zweite Zahl ist gleich der Summe - 
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der beiden Zahlen der Werthsysteme, welche dieser Zweig mit y, = 0 
und mit x, = 0 gemein hat, also, da x, fiir diesen Zweig nicht 0 ist, 
ebenfalls = 1. Daher wird kh’ —2, und zwar fiir jeden der beiden 
Zweige von f= 0. 
Wenn aber 
a,? —4ap, = 0 

ist, und wenn ausserdem der lineare Factor, dessen Quadrat dann 
B, x." + a2, + @ ist, verschieden ist von B,x,-+ @,, so besteht das 
singulire Werthsystem von f®) (x,, y,) = 0 aus einem zweifachen, zu 
welchem noch ein einfaches Verzweigungssystem tritt. In diesem Falie 
bilden also alle Elemente von f—=0O in (10, y=0) einen 4-fachen 
Zweig. Dieses 4-elementige Werthsystem besteht aus einem 4-fachen 
und zwei 2-fachen Werthsystemen, zu welchen drei einfache Ver- 
zweigungssysteme treten. 


g 5. 


Zu dem in § 3. noch verlangten Nachweise, dass die Operationen 
nach einer endlichen Anzahl abschliessen, geniigt die Betrachtung 
irgend einer Beziehung, fiir welche sich die dem singuliren Werth- 
systeme iiquivalenten vielfachen Werthsysteme wie getrennt liegende 
verhalten und dann nicht in unendlicher Zahl existiren kénnen. 

Wir untersuchen hier allgemein die Resultante der Elimination 
einer Variabeln aus zwei Gleichungen zwischen zwei Variabeln, wenn 
die beiden Gleichungen ein singuliires Werthsystem gemein haben. 
Wir nehmen, wie friiher, an, dass die Singularitit von f(x, y) = 0 
fiir (c—=a, y=b) stattfindet. 

Wenn (x=a, y=b) fiir f(x, y) = 0 ein k-elementiges, fiir eine 
aweite Gleichung g(x,y) —=0 ein K-elementiges Werthsystem ist, 
von denen wir annehmen wollen, dass sie nicht beide « — a zugeord- 
nete Elemente besitzen, so hat die Resultante, welche durch Elimination 
von y aus f=0, p=0 entsteht, von (xa, y=b) herriihrend, jeden- 
falls den Factor 


(a—a). 
Wir wenden nun die Transformation (2) des § 2.: 


y—b=—(@—a)y, 
auf f= 0 und auf p =0 an, die in f(x, y,) =0, yp (x, y,) = 90 
iibergehen mdgen. Jedem gemeinsamen Werthsysteme von / —0 
und g — 0 (y, =o oder oo ausgenommen) entspricht auch ein 
solches fir f—=0, p= 0. Fallen insbesondere noch @ derselben auf 
% =a, so, dass die Resultante der Elimination von y, aus fY = 0, 
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gy) == 0 den Factor (x—a)* erhiilt, so tritt derselbe auch zu der obigen 
Resultante aus f= 0, mg = 0 hinzu, und diese hat den Factor 


(a —a)'**e, 





Man untersucht nun in gleicher Weise die Zahl g, indem man in 
jedem einzelnen der vielfachen Werthsysteme von f/f) —0, pl —0, 
a2 —az-==0 nach der angegebenen Methode weiter transformirt. Da- 
durch wird in jedem solchen der von diesem herriihrende Beitrag zu @ 
weiter bestimmt, wobei es denn fiir diese Zahl gleichgiiltig ist, ob man 
daselbst die Resultante in x oder in einer neueingehenden Variabeln 
aufzustellen hat. Mit diesen Transformationen wird man, indem man 
dieselben auch auf entstehende einfache Werthsysteme weiter anwendet, 
fortfahren, bis gemeinsame Werthsysteme nicht mehr erhalten werden. 
Ein solcher Abschluss muss immer eintreten, wenn nur f und  keinen 
gemeinsamen Factor besitzen, da nur in diesem Falle die Resultante 
von f und » unbestimmt wird. 


Wenn man tiberhaupt die Potenz von x —a bestimmen will, welche 
in die Resultante von f und gm durch Elimination von y eintritt, 
hat man auch die iibrigen gemeinsamen Werthsysteme von f=0, 
gy = 0, x =a, insbesondere (x = a, y= oo), ahnlich-zu untersuchen. 


Setzt man 7 = 4 ,y¥= - und erhalt so homogene Formen fiir f 


und g, so betrachtet man das Werthsystem — = 0, r = 0 von f und g. 
Dasselbe sei wieder ein k-elementiges von f, ein K-elementiges von 9, 
und unsere Methode liefere kK + @ gemeinsame Werthsysteme von / 
und » in (§=0, r=0), so aber, dass nur g’ von den @ Werthsyste- 
men den Zweigen, welche aus den § — ar selbst zugeordneten Ele- 
menten bestehen, zugehéren. Man hat alsdann, von (x =a, y= 00) 
herriihrend, in der durch Elimination von y aus f und @ folgenden 
Resultante den Factor (c—a)*. — Endlich ergiebt sich auch der Grad 
dieser Resultante in x selbst auf ihnlichem Wege. Die in x aufgestellte 
Resultante bezieht sich auf diejenigen Werthsysteme, fiir welche t nicht 
= () ist, und ferner auf diejenigen, welche in (E=0, r=0), auf §—at 
beziiglich, soeben in der Zahl 9’ angegeben worden sind, wobei man 
natiirlich die verschiedenen in (E=0, t=O) befindlichen gemeinsamen 
Zweige, einen t=0, also a=oo, zugeordneten ausgenommen, in 
Rechnung zu ziehen ‘hat. Sei also m der Grad von f, N der von 9 
in £, 7, tT; es mdgen ferner f—=0, » =O in den verschiedenen Werth- 
systemen, fiir welche r= 0 ist, ( —0, t—() ausgenommen, also fiir 
«== 00) r gemeinsame Werthsysteme besitzen; endlich in (E=0, t=0), 
dem k- bez. K-elementigen Werthsystem von f, bez. p: kK+9°+1" 
gemeinsame Werthsysteme, wo sich r” auf die Zweige bezieht, welche 
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aus den t zugeordueten Elementen bestehen, 1’ auf die iibrigen Zweige; 
so wird der Grad der Resultante in z: 
nN —r— (kK-+r’). 

Zu dem am Anfange dieses § angegebenen Nachweise geniigt jetzt 
die Betrachtung von f= 0, oe =(. Aus 

f(x, y) = (@—a} f @, y)) 
Of (@9) __ (np _pr—1 OF (eH) 
ee Sam (a a)* Ou ? 
und wenn nun in (c=a, y,=b,) ein &,-elementiges Werthsystem von 
{™ entsteht, das keine x—a zugeordneten Elemente besitzt, so ergeben 
die Transformationen 
y—b=(z—a)y,, y—b=(e@—-a)y,, Y,—b,=(t@—a)y,--- 
weiter : 
af” (2, %) af (x, 42) a bat * eae Of (ew, ys) __ ee 

On O42 mer a OY: ga 
Diese Transformationen kénnen aber nicht so fortgehen, ohne dass man 
endlich entweder zu einem einfachen Werthsystem einer Gleichung /“ 
oder zu einem singuliren, das x—a zugeordnete Elemente enthiilt, 
gefiihrt wird. Denn fiir jedes vielfache Werthsystem von /™, fiir wel- 


_ches «=a ist, hat man gemeinsame Werthsysteme von / —0, 
of™ 


folgt 


=(r%—aji—!. 


—— 0, so dass bei unbegrenzter Fortsetzung der Operationen die 
h 4 
Resultante von f= 0, ae 0 den Factor x—a in beliebig hoher 


Potenz erhielte. In f= 0 wiire dann ein vielfacher rationaler Factor 
enthalten, was wir ausschliessen. Sobald aber einmal fiir /“ in dem 


‘ ky-elementigen Werthsystem (x=a, y,=b,) «—a zugeordnete Ele- 


mente auftreten, wird nach’ § 2. 3) nothwendig k, < k, so dass unsere 
Transformationen immer zu einem Abschluss fiihren miissen. 

Wir gehen nur kurz darauf ein, wie aus unsern Transformationen 
jetzt die Reihenentwicklungen der Kunction y nach aufsteigenden, im 
Allgemeinen gebrochenen Potenzen von «—a, welche der Gleichung 
{(x, y) =90 im Werthsystem (cx—a, y=b) zugehéren, hervorgehen. 
Es ist klar, dass man fiir jedes der zuletzt resultirenden einfachen 
Werthsysteme, also etwa (x,—a,, ¥,=b,) einer Gleichung £ (x, y,) =0, 
eine Reihenentwicklung von y, nach 2,— a, direct anstellen und, indem 
man alsdann die Transformationen riickwirts verfolgt, hieraus eine 
solche fiir den betreffenden Zweig von f —0 in (r=a, y=b) erhal- 


ten kann. Eine soleche Entwicklung wird nach Potenzen von (2—a)* 
fortgehen , wenn dieser Zweig ein k’-facher ist; und da sich diese Zahl k’, 
wie wir gesehen haben, im Verlaufe der Transformationen selbst er- 


giebt, so Jasst sich nun auch die Methode der unbestimmten Coeffi- 
Mathematische Annalen, IX, 12 
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cienten direct anwenden; wobei noch zu beachten ist, dass man auch den 
Zihler in dem Exponenten des ersten Gliedes der Entwicklung ihnlich 
im Voraus bestimmen kann. Ein solcher k-facher Zweig entspricht 
also einem Puiseusx’schen cyklischen System von k’ Functionswerthen y 
am singuliiren Werthsystem (x =a, y=b). 


§ 6. Geometrisches. 


Um die bisherigen Betrachtungen auf die Geometrie zu iibertragen, 
hat man nur von der Curve f zu sprechen und die Bezeichnung ,sin- 
gulires Werthsystem“, ,,Verzweigungssystem“ etc. durch ,singuliren 
Punkt“, ,, Verzweigungspunkt von f“ etc. zu ersetzen. Ein Punkt P 
von f wird ein k-elementiger, wenn jede durch P gehende Gerade, 
einzelne ausgenommen, in P die Curve f in k zusammenfallenden 
Punkten trifft; es giebt dann k, von einander verschiedene oder auf- 
einanderfolgende, erzeugende Gerade von /, welche die Curve f in 
diesem Punkte P beriihren, oder es giebt k Curvenelemente von {, welche 
durch P gehen, wobei denn immer Kk’ solche aufeinanderfolgende Tan- 
genten von einer Zabl k’-++-1 aufeinanderfoigeuder Erzeugenden von f 
herriihren, die durch P gehen. Diese Erzeugenden kénnen iibrigens 
weiter auch noch in P benachbarten Punkten f beriihren, so dass jede 
von ihnen unter den von P ausgehenden Tangenten auch noch zu einem 
benachbarten Curvenelemente geliéren kann, das nicht durch P geht, 
wie unten noch niher erwihnt werden soll. 

Unter den Transformationen, welche die Auflésung des Punktes P 
in einfachere Singularititen bewirken, wird man entweder auch die 
specielle des § 2. oder auch die allgemeine quadratische Ebenentrans- 
formation wiihlen. Man lisst dabei den Geraden einer Ebene EF, die 
Kegelschnitte der Ebene FE von / entsprechen, welche durch drei feste 
Punkte P, Q, R hindurchgehen. Dabei soll nur angenommen sein, 
dass die Geraden (PQ), (PR) mit keiner der Elementenrichtungen 
von f im Punkte P zusammenfallén. (Lisst man R an Q unendlich 
nahe riicken, so erhailt man die in § 2. benutzte specielle Transfor- 
mation.) Dem Punkte P entspreche nun in FE, eine Gerade (Q, &,), 
durch die beiden Fundamentalpunkte Q, und R,. Diese Gerade tritt 
dann in Bezug auf die transformirte Curve f“) an die Stelle von 
xz —a=O der vorigen Untersuchung; die auf (Q, R,), ausserhalb Q, 
und FR, entstehenden singuliren Punkte. sind es, welche die zu dem 
k-fachen Punkte P zutretende Singularitiit bestimmen. Hieraus folgen 
die im Vorigen entwickelten Resultate, insbesondere die in § 2. 3) ge- 
gebene Auffassung. So gilt ein sogenannter , Riickkehrpunkt erster Art“ 
als ein zweifacher Punkt mit einem einfachen Verzweigungspunkt, ete. 

In dem Beispiel des § 4. hat man fiir den Fall, dass dort «,?—4a, 
nicht —( ist, einen 4-fachen Punkt, in welchen zwei 2-fache Punkte 
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(und zwar in benachbarten Richtungen) gertickt sind, so dass auch noch 
2 Verzweigungspunkte entstehen, Unter besondern Realititsbedingungen 
kann also die Curve in P die Gestalt der Figur 1 zeigen, wo 1— 1’ 
den einen Zweig, 2 — 2’. den andern, welche beide dieselbe Tangente 
in P haben, vorstellt. 


Fig. 1. 





Dieselben Singularitiitenzahlen zeigt auch der 4-elementige Punkt 
der Figur 2, wo je ein Doppelpunkt und ein Verzweigungspunkt von 
verschiedenen Richtungen her zu einem 4-fachen Punkt P geriickt sind, 
so dass zwei Zweige 1— 1’ und 2 —2' mit verschiedenen Tangenten 
entstehen. — Wir wenden uns sogleich, statt weiterer Ausfiihrungen, 
za Anwendungen der Theorie. 


§ 7. 

Wir bestimmen zuniichst die Classe einer Curve f. Die Classe ist 
gleich der Anzahl derjenigen Schnittpunkte der Curve f mit der in 
Bezug auf dieselhe genommenen Polare irgend eines Punktes Q der 
Ebene, welche ausserhalb der vielfachen Punkte von f fallen, d. h. gleich 
der Zahl der Tangenten an f, welche von Q ausgehen und deren Be- 
riihrungspunkte ausserhalb der vielfachen Punkte liegen. Wir haben 
also nachzuweisen, wie sich der singulire Punkt P zu dieser Zahl verhiilt. 

Der zweite Fundamentalpunkt der Transformation mége in den 
Punkt @ gelegt werden. Den Geraden durch Q entsprechen dann die 
Geraden durch Q, linear, und die Polare von Q in Bezug auf f geht 
in die in Bezug auf f) genommene Polare von Q, iiber, wie auch 
schon in § 5. angegeben worden ist. Dabei gehen die eigentlichen 
Tangenten an f, welche in dem Biischel durch Q enthalten. sind (d. h. 
die erzeugenden Geraden von /, deren Beriihrungspunkt also: kein sin- 
gulirer Punkt von f ist), wieder in eigentliche Tangenten an /™, 
die durch Q, gehen, iiber; nur die Gerade (Q,.R,),. auch: wenn sie zu- 
gleich eigentliche Tangente sein. sollte,, immer in die Gerade (QP),. 
die keine. eigentliche Tangente sein wird. 

Wenn nun in die Punkte von / auf.der Geraden (Q, R,),. wobei', 
nur wieder die Punkte Q,, R, selbst auszuschliessen sind,. 9. Selinitt- 
punkte von f“ mit der Polare jf des Punktes Q, fallen,. so. hat’ f mit 
der Polare fg im Punkte P 


12* 
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k(k—1) +e 
Schnittpunkte gemein. Liegt insbesondere auf (Q,R,) ein k,-elemen- 
tiger Punkt P,’ von f™, in welchem aber f von der Geraden (Q, R,) 
l-punktig geschnitten wird, so bestimmt sich der Beitrag 0’ zu 9, 
der von P,’ herriihrt, dadureh, dass man zuniichst die Polare eines von 
Q, verschiedenen, beliebigen Punktes Q,' in Bezug auf f/f“) mit der von 
Q, vergleicht. Die Differenz zwischen den beiden Anzahlen von Schnitt- 
punkten ist gleich der Zahl der erzeugenden Geraden von /“), welche 
mit (Q,R,) zusammenfallen; also, von P,’ herriihrend, —1 — k,, da 
diese Zahl mit jener der Punkte von f“ identisch ist, in welchen (9, R,) 
eigentliche Tangente ist, und welche zugleich P,’ benachbart sind (wir 
bezeichnen diese Zahl besser als die Zahl der dort befindlichen Curven- 
elemente, welche die Richtung von (Q, R,) haben). Hieraus folgt, dass 
fiir die Zahl g der Punkt P,’ sich so vertheilt, wie ein k,-elementiger 
Punkt fiir die Schnittpunkte von f) mit einer beliebigen Polare, wenn 
man ferner noch die Zahl 1—k, der Verzweigungspunkte, welche sich 
bei der ersten Auflésung des Punktes P von f ergeben, hinzufiigt. — 
Man kann nun die durch den k,-elementigen Punkt absorbirten Tan- 
genten an f“) durch den beliebigen Punkt Q,’ analog weiter bestimmen, 
und erhilt sogleich den Satz: 

Die Anzahl der von einem beliebigen Punkte an die Curve f gehenden 
eigentlichen Tangenten, die Classe von f, ergiebt sich genau so, als ob die 
in einem singuliren Punkt P vereinigt liegenden vielfachen Punkte ge- 
trennt liigen; wobei ferner noch jeder in P enthaltene einfache Ver- 
zweigungspunkt die Classe um 1 erniedrigt. 


§ 8. 


Wir fiihren nun, um fiir eindeutig transformirte Curven eine immer 
giiltige Relation zu erhalten, eine neue Bezeichnung ein. Unter den 
von dem Punkte @ ausgehenden Geraden bezeichnen wir eine nach 
einem singuliiren Punkte P von f gehende Gerade (QP) als uneigent- 
liche Tangente, und zwar als r-fache, wenn r einfache Verzweigungs- 
punkte von f in P enthalten sind, wobei wir die Bezeichnung als mit 
r einfachen uneigentlichen Tangenten gleichbedeutend setzen. 

Nach dem Vorhergehenden kennen wir die Summe der eigentlichen 
und uneigentlichen Tangenten, welche von einem beliebigen, nicht der 
Curve f angehdrigen, Punkte @ an f gezogen werden kénnen; diese 
Summe sei . Wir wollen nun unter den von einem singuldren Punkte P 
ausgehenden Geraden auch diejenigen als eigentliche oder uneigentliche 
Tangenten bezeichnen, welche ihren Beriihrungspunkt zwar in der Niihe 
von P (niimlich in einem nicht durch P gehenden, benachbarten Curven- 
elemente) haben, welchen aber bei unserer eindeutigen Transformation 
eigentliche oder uneigentliche Tangenten, die durch den Punkt P, gehen, 
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Ueb. die sing. Werthsysteme einer alg, Function u, die sing, Punkteeineralg. Curve, 18] 





































entsprechen. Es sei dann a’ iiberhaupt die Summe der eigentlichen und 
men- uneigentlichen Tangenten an f, welche von dem k-elementigen Punkt P 
), R,) ausgehen, 


ZU 0, Zunichst folgt aus diesen Definitionen, dass, wenn @,' die a’ 
svon — analoge Bedeutung fiir das Geraderbiischel durch P, bei der transfor- 
r von mirten Curve {™ hat, die Relation gilt: 

hnitt- a’ =@,. 

elche Aber wir kénnen die Zahl w’ auch auf die Zahl @ zuriickfiihren. 
1» da Denn die ausserhalb P liegenden singuliren Punkte verhalten sich fiir 
), Ry) und @ gleich; transformirt man ferner, wie bisher, die Curve /, 
(wir so ergiebt sich, dass auch die zu dem k-fachen Punkte in P getrete- 
wrven- 


nen k‘?- elementigen Punkte sich fiir m und @’ gleich verhalten. End- 


Pe lich iindern auch die 2(U — k) Verzweigungspunkte, welche der 

welll ersten Transformation zufolge als in P enthalten sich ergeben, die 

. sick Zahl @’ nicht, weil denselben nur eine Beriihrung von f( mit der Fun- 

re damentalgeraden (Q, R,), aber keine Tangente durch P, entspricht; 

“Bek: dieselben Verzweigungspuukte indern auch w nicht, da w durch Ver- 

amen, zweigungspunkte tiberhaupt nicht modificirt wird. Somit verhilt sich 
fiir die Differenz @—’ der k-elementige Punkt wie ein gewéhnlicher 

onil k-facher Punkt, und man hat: 

ob die oe = OF. 

te ge- § 9. 

7" Was wir in § 8. fiir die quadratische Transformation gesagt haben. 
bleibt genau so fiir jede eindeutige Transformation bestehen, bei wel- 
chor ein Geradenbiischel durch einen Punkt P in ein soleches durch 

stile P iibergefiihrt wird. 
. an Es mége nun durch eine solche allgemeinere Transformation die 
ouill Curve ne" Ordnung, f, in eine Curve f“ der Ordnung »™ iibergehen. 
vigent- Der Punkt P sei ein k-elementiger Punkt von f, @ ein nicht auf f 
ungs- liegender Punkt; ebenso P™ ein k-elementiger Punkt von f/f, Q@ 
1s wilt ein nicht auf f“ liegender Punkt. o’ und @ seien die auf die Geraden- 
biischiel durch P und Q beziiglichen, in § 8. definirten Zahlen, wo’, @® 
Hichen * die analogen auf P®, QY) beziiglichen Zahlen. — Man hat dann: 
ht der a—a=—2k, a®—oe=—2k%, o& = al, 
diese und ferner aus dem Entsprechen von f und f) und der beiden Bii- 
ikte P schel durch P und P\): 
itliche n—k=n — i, 
 Niihe Setzt man noch: 
urven- p=}4(@—2n+2), pMO= }(@M—2n-+2), 
nation 80 folgt sogleich: 
gehen, p=p. 
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Obwohl diese Beziehung hier nur fiir die besondere am Anfang 
dieses § bezeichnete Transformation bewiesen ist, so gilt sie doch fiir 
jede eindeutige Transformation, da man eine solche immer aus mehreren 
der besonderen zusammensetzen kann*). 

Das Geschlecht p der Curve ist fiir alle eindeutigen Transformatio- 
nen mvariant. 

Um nun die Pliicker’schen Gleichungen auch fiir beliebig singu- 
lire Curven zu erhalten, hat man nur die vorstehende Beziehung auf 
eine Curve f und ihre Reciprokaleurve f anzuwenden und den Satz 
des § 7. zu benutzen. Hat man vermége der bisher behandelten Theorie 
die simmtlichen singuliiren Punkte von / in eine Summe von k-fachen 
Punkten aufgelést, sowie in eine Summe von r Verzweigungspunkten, 
und sind k®), r die analogen auf f‘ beziiglichen Zahlen, n und 
n™® Ordnung, bez. Classe von f, so folgt: 


m=—=n(n—1) —Z2k(kK—1) —r, 
k 
n =n9)(n%—1) — DKOKMO—1) — r'D, 
Pa 
n(n—3) — Vk(k—1) = n® (nM—3) — TKO (KO—1). 
k 


Hierdurch ergeben sich also auch die Gleichungen fiir 
Zk (kM —1) = 24+ 23, 


Pig 

2ko (KO—1) + r= 27+ 31, 

ar 
wo nach der sonst iiblichen Bezeichnung t die Zahl der Doppeltan- 
genten von f, ¢ die Zahl der stationiiren Tangenten von f vorstellt; 
und es ist damit gezeigt, dass in die Ausdriicke derselben die singu- 
laren Punkte von f so eingehen, als ob deren Bestandtheile getrennt 
lagen; wenn nur die Zahl der Verzweigungspunkte beriicksichtigt wird. 

Es reiht sich hier die weitere Frage an, wie viele von den noch 

bei f existirenden vielfachen Tangenten, Wendetangenten etc. etwa in 
die verschiedenen Elementenrichtungen des Punktes von f fallen; iiber- 
haupt die Frage nach der Singularitiit einer solchen Erzeugenden von f. 
Diese Frage lasst sich mit unserer Methode allein nicht allgemein er- 
ledigen; es wird vielmehr die Aufstellung der Gleichung der Reci- 
prokaleurve, wenigstens in der Niihe des zu betrachtenden singuliiren 
Punktes derselben, nothwendig. Man kann nur im Voraus sagen: ein 
k’-facher Zweig, dessen Tangente denselben in o Punkten trifft, wird fiir 
die Reciprocalcurve ein (6—k’)-facher Zweig. 


Mannheim, im Marz 1875. 





*) Vgl. hierzu den Aufsatz in Math. Annalen Bd. VIII, p. 497. 
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Ueber binére Formen mit linearen Transformationen in 
sich selbst. 


Von Fenix Kiem in Miinchen. 


Die nachstehenden Untersuchungen sind aus dem Streben hervor- 
gegangen, die geometrische Interpretation von 2 -+- iy auf der Kugel- 
fliche fiir die Theorie der biniiren Formen zu verwerthen. In dieser 
Absicht machte ich bereits bei einer friiheren Gelegenheit*) auf die 
enge Beziehung aufmerksam, welche zwischen der gemeinten Interpre- 
tation und der projectivischen Maassgeometrie besteht, welche man auf 
die Kugel (wie auf jede Fiche zweiten Grades) griinden kann. Einer 
linearen Transformation von a -+ iy entspricht geradezu, im Sinne 
dieser Maassgeometrie, eine reelle Bewegung des Raumes, wie auch 
umgekehrt, so dass jede Construction auf der Kugelfliiche, welche fiir 
die Invariantentheorie von x + iy Bedeutung hat, sofort maassgeome- 
trische Verwerthung findet, und umgekehrt jedes maassgeometrische 
Theorem einen Beitrag fiir die Invariantentheorie liefert. Ich habe 
bereits damals angegeben, welch anschauliche Interpretation man auf 
Grund solcher Betrachtungen fiir das Formensystem einer biniren cubi- 
schen und biquadratischen Form entwickeln kann; spiiter**) veréffent- 
lichte ich eine auf diesen Principien beruhende Uebertragung des 
Pascal’schen Satzes auf den Raum. Es hat dann Hr. Wedekind 
diese Untersuchungen nach verschiedenen Richtungen in seiner Inaugu- 
raldissertation ***) weiter gefiihrt (vergl. den weiterhin folgenden Aus- 
zug). Es sei auf diese Arbeit namentlich auch mit Riicksicht auf den 
erforderlichen Literaturnachweis, der hier zu weit fiihren wiirde (Unter- 
suchungen von Mobius, Beltrami u. A.), verwiesen. 

Die specielle Aufgabe, welche ich weiterhin in Angriff nahm, 
kniipfte an den Umstand an, dass bei gewohnlicher Maassbestimmung 


*) Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen. 
Erlangen 1872. Programmschrift. 
**) Sitzungsberichte der Erlanger phys.-med. Gesellschaft, Nov. 1873. 
***) Erlangen 1874, 
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ein lange erledigtes Problem ist: alle endlichen Gruppen von Bewegungen 
zu construiren. Es schien moglich, fiir allgemeine projectivische Maass- 
bestimmung dasselbe Problem zu lésen und damit also, was fiir ‘alge- 
braische Untersuchungen von Wichtigkeit sein muss, alle endlichen 
Gruppen linearer Transformationen eines complexen Argumentes x +- iy 
zu gewinnen. Es hingt diese Bestimmung auf das Genaueste mit der 
Theorie der reguliren Kérper zusammen, wie noch weiter unten ge- 
zeigt werden soll. — Auf diese Weise gelang es, alle biniren Formen 
zu construiren, welche lineare Transformationen in sich besitzen. Un- 
ter ihnen ist es eine vom zwolften Grade, vorgestellt durch die Ecken 
eines reguliren Ikosaéder’s, die im Fulgenden besonders untersucht wer- 
den soll. Ich entwickele an ihr, als einem Beispiel, wie man die ganze 
Theorie dieser Formen, von der Kenntniss der linearen Transformatio- 
nen ausgehend, welche dieselben ungeiindert lassen, ohne alle compli- 
cirte Rechnung, nur mit den Begriffen der Invariantentheorie operi- 
rend, ableiten kann. Die dabei verwandte Schlussweise hat grosse 
Aehnlichkeit mit derjenigen, welche Lie und ich in einer gemeinsamen 
Arbeit (Math. Annalen Bd, IV, p. 50, Geometrisches iiber vertausch- 
bare lineare Transformationen) entwickelt haben; dass dieselbe hier 
an einem neuen Gegenstande zur Verwerthung kommt, scheint mir an 
den folgenden Untersuchungen das Wichtigste zu sein. 


Bei der nahen Beziehung, welche diese Dinge zu functionentheore- 
tischen Fragen haben, konnte man von vorneherein erwarten, dass 
dieselben schon in letzterer Richtung in Angriff genommen seien. In- 
zwischen habe ich erst ziemlich spit erfahren*), dass in der That die- 
selben Formen, freilich unter anderen Gesichtspunkten, von Schwarz 
betrachtet worden sind (Borch. Journ. Bd. 75: Ueber diejenigen Fille, 
in welchen die Gauss’sche hypergeometrische Reihe eine algebraische 
Function ihres vierten Elementes darstellt). Ich habe gesucht, im 
Folgenden die mannigfachen Beziehungspunkte zu der Schwarz’schen 
Arbeit méglichst hervortreten zu lassen. — Auch sei bereits hier einer 
merkwiirdigen anderen Coincidenz gedacht. Die Formeln, welche wei- 
terhin fiir die Auflésung der Ikosaédergleichung aufgestellt werden, 
stimmen, sofern man von der Bedeutung der auftretenden Gréssen ab- 
sieht, genau iiberein mit solchen, die von Kronecker, Hermite 
und bes. Brioschi bei Untersuchungen iiber die allgemeine Gleichung 
fiinften Grades gegeben worden sind. 


*) Vergl. Sitzungsberichte der Erlanger phys.-med. Gesellschaft vom Juli 
und December 1874. 
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_ die dabei in Betracht kommenden Transformationen jedenfalls solche sein 





Binire Formen mit Transformationen in sich. 


§ 1. 
Ueber die Interpretation von «+ iy auf der Kugel. 


Wenn man auf eine Kugelfliche eine projectivische Maassbestim- 
mung griindet, so hat man unter einer reellen Bewegung“ des Rau- 
mes eine Collineation zu verstehen, bei der zwei reelle Gerade fest 
bleiben, die in Bezug auf die Kugel conjugirte Polaren sind, und von 
denen daher die eine, welche fortan als Ave der Bewegung bezeichnet 
sein soll, die Kugel in reellen Punkten schneidet, wihrend die zweite 
ganz ausserhalb verliuft (vergl. z. B. die Arbeit von Lindemann, 
diese Annalen Bd. VII, p. 56 ff.). Die Bewegung besteht, wenn wir, 
wie weiterhin fast immer geschehen soll, unsere Aufmerksamkeit auf 
das Innere der Kugelfliiche beschriinken, aus einer schraubenartigen 
Drehung um diese Axe, bei der jeder Punkt auf einer gewundenen 
Linie (Loxodrome) fortschreitet, die auf einer Fliche zweiten Grades 
verliuft, welche die fundamentale Kugel in den beiden Durchschnitts- 
punkten mit der Axe beriihrt (diese Punkte sind fiir die F’, Umbilici). 
Diese Loxodromen kénnen insbesondere in Kreise, die schraubenartige 
Drehung in eine blosse Rotation iibergehen, die Ebenen der Kreise 
werden dann die zur Axe conjugirte Gerade enthalten. 


Der einzige Specialfall, der hinsichtlich der Lage der Axe eintre- 
ten kann, ist der, dass sie, statt die Kugel in getrennten Punkten zu 
schneiden, dieselbe beriihrt. Die conjugirte Polare beriihrt dann die 
Kugel in demselben Punkte und ist gegen die Axe (in gewohnlichem 
Sinne) senkrecht; die Punkte des Raumes riicken wihrend der Be- 
wegung auf Kreisen fort, deren Ebenen durch diese conjugirte Polare 
hindurchgehen. . 

Fasst man jetzt die Kugel als Tragerin des Werthgebietes 7+-iy 
auf, so entspricht der allgemeinen Bewegung die allgemeine lineare 
Transformation von x-+ iy, bei der zwei verschiedene Werthe von 
«+ iy ungeindert bleiben; der speciellen Bewegung entspricht der 
besondere Fall linearer Transformation, bei welchem die beiden fest- 
bleibenden Elemente coincidiren. Legt man die beiden im ersten Falle 
festbleibenden Elemente einer binaren Coordinatenbestimmung 2 = a 


2 
zu Grunde, so wird die zugehérige Transformation durch 2 = cz dar- 


gestellt sein, wihrend im zweiten Falle die analytische Formel fiir die 
Transformation 2’ = z-+ C ist, sofern man z =o mit dem doppelt- 
zihlenden festbleibenden Elemente zusammenfallen laisst (vergl. diese 
Annalen Bd. IV, p. 582). 

Handelt es sich jetzt darum, alle Gruppen anzugeben, welche aus 
einer endlichen Anzahl von lincaren Transformationen bestehen, so werden 
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miissen, die sich nach einer endlichen Anzahl von Malen reproduciren. 
Sie miissen daher, geometrisch zu reden, Rotationen sein; algebraisch 
ausgedriickt: sie miissen sich in der Gestalt 2° = 2 darstellen lassen, 
wo « eine Kinheitswurzel ist. Ueberdies darf die Grésse der Rotation 
nur einem rationalen Theile von 2% gleich, « also nur eine rationale 
Einheitswurzel sein. 

Eine endliche Gruppe wird von jeder rationalen Rotation durch 
Wiederholung erzeugt. Aber es giebt auch anderweitige, aus ver- 
schiedenartigen Rotationen zusammengesetzte Gruppen. Ein Beispiel 
geben diejenigen, welche man aus den Rotationen um einen Punkt des 
Kugel-Inneren bilden kann. Diese Gruppen darf man als bekannt 
ansehen. Denn die Rotationen um einen solchen Punkt haben bei pro- 
jectivischer Maassbestimmung denselben Charakter wie in der elemen- 
taren Geometrie*), und die Gruppen, welche man, unter Zugrunde- 
legung der letzteren, aus Rotationen um einen Punkt zusammensetzen | 
kann, sind bekannt. Es umfassen dieselben einmal selbstverstiindlich 
diejenigen, welche durch Wiederholung derselben Rotation entstehen. - | 
Man kann sie noch erweitern, indem man Kotationen hinzunimnt, 
welche die bei der Rotation festbleibenden beiden Punkte vertauschen. 
Dann aber gehoren hierher die Gruppen derjenigen Rotationen, welche 
die reguliren Korper: Tetraéder, Oktaéder, Ikosaéder, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt: Tetraéder, Wiirfel, Pentagondodekaéder, mit 
sich selbst zur Deckung bringen. (Es sind damit nicht nur diejenigen 
Gruppen gemeint, welche aus allen solchen Bewegungen bestehen, son- 
dern auch die in ihnen enthaltenen Untergruppen.) 

Ich werde nun zeigen, dass mit diesen Beispielen alle Gruppen der 
geforderten Beschaffenheit bereits angegeben sind. 


ae i 6 Tee ee eet ee ee on eee eee 


§ 2. 
Bestimmung aller Gruppen von endlich vielen linearen Transformationen. 


Um den in Rede stehenden Beweis zu fiihren, iiberzeuge man sich 
zunachst, dass zwei Rotationen nur dann wieder eine Rotation ergeben, 
wenn sich ihre Axen schneiden. 

Eine Rotation kann man (gegeniiber der allgemeinen Schrauben- 
bewegung) dadurch charakterisiren, dass bei ihr Punkte festbleiben, 
die nicht selbst der Kugelfliche angehéren, nimlich alle Punkte der 
Axe. Soll also die Combination zweier Rotationen wieder eine Ro- 





*) In der That sind diejenigen Rotationen, bei denen der Kugelmittelpunkt 
fest bleibt, auch Rotationen in gewéhnlichem Sinne. Von diesem Umstande ist 
im Folgenden durchgiingig Gebrauch gemacht, um miglichst grosse Anschaulich- 
keit des Resultats zu erzielen. 





siren, 
aisch 
ssen, 
ation 
onale 


lurch 

ver- 
ispiel 
t des 
cannt 
_~pro- 
men- 
unde- 
etzen 


.dlich 


ehen. ° 


imut, 
chen. 
velehe 
s auf 
» mit 
nigen 
, SOl- 


om der 


ionen. 


n sich 
geben, 


uben- 
eiben, 
te der 
e Ro- 


lpunkt 
nde ist 
aulich- 








Biniire Formen mit Transformationen in sich. 





187 


tation ergeben, so miissen Punkte existiren, welche aus der neuen Lage, 
in welche sie die erste Transformation versetzte, vermége der zweiten 
Transformation in ihre urspriingliche Lage zuriickgefiihrt werden. Da 
sich aber bei einer Rotation jeder Punkt auf einem Kreise bewegt, 


‘auf dessen Ebene die Axe im Mittelpunkte senkrecht steht, so sind 


die Axen der beiden gegebenen Rotationen zwei Perpendikel, die in 
den Mittelpunkten zweier sich in zwei Punkten schneidender Kreise 
senkrecht zu deren Ebenen errichtet sind. Das heisst: die Axen wer- 
den sich schneiden, wie man hier, wo von projectivischer Maassbestim- 
mung die Rede ist, in ganz iihnlicher Weise durch Symmetriegriinde 
beweisen kann, wie man das bei gewéhnlicher Maassbestimmung thun 
wiirde. — Dass umgekehrt die Combination zweier Rotationen mit sich 
schneidenden Axen jedesmal eine Rotation ergiebt, ist an sich deutlich. 

Aber weiter iiberzeugt man sich: Sollen zwei Rotationen zu einer 
endlichen Gruppe Anlass geben, so miissen sich ihre Axen innerhalb der 
Kugel schneiden. Schnitten sje sich nimlich ausserhalb oder auch auf 
der Kugel, so wiirde ein reeller, an die Kugel gehender Kegel bei jeder 
der beiden Rotationen und also auch bei jeder durch ihre Combination 
entstehenden Rotation fest bleiben. Aber aus den reellen linearen ‘l'rans- 
formationen, die einen reellen Kegel der zweiten Ordnung, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, einen reellen Kegelschnitt in sich tiber- 
fiihren, lassen sich keine anderen endlichen Gruppen bilden als die- 
jenigen, die durch Wiederholung derselben Rotation um einen festen 
Punkt des Iuueren entstehen. Die Begriindung ist genau dieselbe, die 
man fiir das entsprechende Theorem der gewohnlichen ebenen Geometrie 
angeben kann, welches aussagt, dass man durch Zusammensetzung 
zweier Drehungen um zwei verschiedene Punkte der Ebene keine end- 
liche Gruppe von Bewegungen erzeugen kann. Der Kern des Beweises 
fiir dieses Theorem der elementaren Geometrie und fiir die entspre- 
chende Behauptung bei projectivischer Maassbestimmung und reellem 
Fundamentalkegelschnitt liegt iibereinstimmend darin, dass in beiden 
Fillen die Ausdehnung der Ebene eine ugendlich grosse ist. Hinen aihn- 
lichen Schluss haben wir schon oben angewandt, als wir unter allen 
Arten von Bewegungen allein die Rotationen als solche bezeichneten, die 
sich méglicherweise nach endlichmaliger Wiederholung reproduciren: nur 
bei ihnen ist die Liinge der vom einzelnen Punkte zu durchlaufenden 
Trajectorie eine endliche. 

Sollen jetzt mehrere Rotationen durch Combination zu einer end- 
lichen Gruppe Anlass geben, so werden ihre Axen, da sie sich gegen- 
seitig im Innern der Kugel schneiden miissen, entweder ein und den- 
selben im Innern gelegenen Punkt gemein haben, oder alle in einer 
Ebene liegen, so zwar, dass der in der Ebene enthaltene Schnittkreis 
mit der Kugel alle ihre gegenseitigen Schnittpunkte einschliesst. Allein 
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man iiberzeugt sich, dass der letztere Fall ohne den ersteren nicht ein- 
treten kann. Denn zuvorderst: Sollen die betr. Rotationen tiberhaupt 
eine endliche Gruppe erzeugen kénnen, so miissen sie aus Drehungen 
um 180 Grad bestehen, Denn bei jedem anderen Drehungswinkel wiir- 
den beim Eintritte der Rotation um eine der Axen die iibrigen (n—1), 
in eine solche Lage iibergefiihrt, in der jede (n—2) der urspriinglichen 
Axen nicht mehr triife. Man hitte also weiterhin Rotationen zu com- 
biniren, deren Axen sich nicht schneiden, was nichts Endliches geben 
kann. — Die Rotationen, welche hier méglicherweise in Betracht 
kommen, haben also auf die ihren Axen gemeinsame Ebene jedenfalls 
den Einfluss, dass sie dieselbe immer wieder mit sich selbst zur Deckung 
bringen, und es ist nun die Frage, ob man aus solchen Umlegungen 
einer Ebene, in welcher ein reeller, fest bleibender Kegelschnitt vor- 
handen ist, ein endliches System erzeugen kann. Aber das ist wieder, 
wie die entsprechende Forderung, die man bei gewodhnlicher Maass- 
bestimmung stellen mag, unmdglich wegen des unendlich grossen 
Flaicheniuhalts einer solchen Ebene. 

Soll also durch Zusammensetzung von Rotationen eine endliche 
Gruppe entstehen, so miissen sich ihre Axen alle in einem Punkte des 
Kugel-Inneren schneiden, und also sind durch die oben angefiihrten Grup- 
pen alle in Betracht kommenden Gruppen erschipft. 


§ 3. 
Zusatzliche Bemerkungen. 


An diese Bestimmung aller endlichen Gruppen linearer Transfor- 
mationen im biniren Gebiete kniipfe ich hier beiliufig die Bemerkung: 
dass zugleich alle endlichen Gruppen von Bewegungen im Nicht-Eukli- 
dischen Raume bestimmt sind, Man hat nimlich fiir diese sechsfach 
unendlich vielen Bewegungen das fundamentale Theorem, dass sie sich 
aus zwei vertauschbaren Gruppen von nur dreifach unendlich vielen 2u- 
sammensetzen, deren jede man als Gruppe aller linearer Transformatio- 
nen eines bindren Gebietes auffassen kann. Diese Zerlegung, welche 
implicite in der bereits genannten Arbeit von Lindemann (diese 
Annalen Bd, VII) und in der Habilitationsschrift von Frahm (Ti- 
bingen 1873) euthalten ist*), entspricht dem Umstande, dass es spe- 
cielle lineare T'ransformationen einer Fliche zweiten Grades in sich 
giebt, bei denen das eine oder das andere System der Erzeugenden 
vollig ungeiindert bleibt. Weil sich die Erzeugenden jedes Systems 
rational durch einen Parameter darstellen lassen, sind die Transfor- 
mationen dieser Art, welche sich auf dasselbe System Erzeugender 


*) Vergl. auch Clifford in den Proc. der Mathematical Society 1873. 
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beziehen, geradezu durch die linearen Transformationen eines biniren 
Gebietes vorgestellt; weil ferner bei jeder Transformation das andere 
Erzeugendensystem gar nicht afficirt wird, sind die beiderlei Transfor- 
mationen mit einander vertauschbar. Man wird alle endlichen Gruppen 
von Bewegungen des Raumes bekommen , indem man jede endliche Gruppe, 


* die sich aus den Transformationen der einen Art zusammensetzt, combi- 


nirt mit allen -anderen aus den Transformationen der anderen Art zu- 
sammenzusetzenden endlichen Gruppen*). 

Ist nun die fundamentale Fliiche zweiten Grades insbesondere eine 
reelle, nicht geradlinige, so entspricht jeder reelle Punkt derselben 
einer Erzeugenden des einen und auch des anderen Systems. Jede 
lineare Transformation des einen Erzeugendensystems, welche von der 
(entgegengesetzt) gleichen Transformation des anderen Erzeugenden- 
systems begleitet ist, wird eine reelle lineare Transformation der Flache 
in sich darstellen. Daher kann man die reellen Punkte der Fliiche als 
ein Gebiet x + iy, die reellen Collineationen der Fliche in sich als 
lineare Transformationen des x +-iy auffassen, und man hat sonach 
eine rein projectivische Begriindttng der Repriisentation einer complexen 
Veriinderlichen auf der Kugel oder iiberhaupt auf einer nicht gerad- 
linigen reellen Fliiche zweiten Grades. Die endlichen Gruppen reeller 
Bewegungen, welche im Falle einer solchen Fundamentalfliiche vor- 
handen sind, decken sich geradezu mit den endlichen Gruppen linearer 
Transformationen, die man im biniren Gebiete construiren kann. 

Es ‘sei hier nun auch der Beziehung gedacht, welche zwischen 
dem in § 2. gelésten Probleme und einer Fragestellung besteht, zu 
welcher Schwarz in seiner oben genannten Abhandlung gefiihrt wird, 
und die ihn eben zum Studium derjenigen Formen hinleitet, welche 
durch die Ecken der reguliiren Kérper auf der Riemann’schen Kugel- 
fliche vorgestellt werden. Zu dem Zwecke sei es gestattet, voriiber- 
gehend einen neuen Ausdruck einzufiihren. Wenn man die Kugel 
durch eine Ebene schneidet, so giebt es eine Collineation des Raumes, 
welche die Kugel in sich iiberfiihrt und den ganzen Schnittkreis mit 
der Ebene ungeindert lisst. Sie besteht in einer perspectivischen Um- 
formung, welche als fest bleibende Ebene die gegebene und als Centrum 
der Perspectivitit ihren Pol in Bezug auf die Kugel benutzt. Diese 
Transformation soll schlechthin als Spiegelung an der gegebenen Ebene 
bezeichnet werden. Kine Spiegelung ist keine Bewegung, sondern eine 
solche ergiebt sich erst durch Zusammensetzung zweier Spiegelungen. 


*) Nimmt man die Fundamentalfliche der Maassbestimmung imaginir, so 
werden die so zusammengesetzten Gruppen lauter reelle Bewegungen unter sich 
befassen kénnen. Den auf einer Kugeliliche befindlichen m Ecken eines reguliren 
Kérpers entsprechend bekommt man hier ,,regulire‘‘ Systeme von mn? durch den 
Raum vertheilten Punkten. 
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Die entsprechende Aenderung vou «x + iy ist daher auch keine lineare 
Transformation, sondern ergiebt sich, wenn man mit einer solehen 
gleichzeitig eine Vertauschung von + i mit — 7 verbindet. 

Man kann nun iiberhaupt das Problem aufstellen: alle endlichen 
Gruppen von Uménderungen anzugeben, die durch Zusammensetzung 
verschiedener Spiegelungen entstehen kinnen. Jede solche Gruppe wird* 
auch eine endliche Gruppe von Bewegungen umfassen, weil zwei Spie- 
gelungen combinirt eine Bewegung ergeben. Dass aber die endlichen 
Gruppen von Bewegungen, welche man so erhilt, in der That alle 
solchen Gruppen erschépfen, ist nicht von vorneherein klar, sondern 
ergiebt sich nur hinterher. Man wird das angeregte Problem zunichst 
direct in einer Weise zu erledigen haben, welche den in § 2. ange- 
stellten Ueberlegungen sehr iihnlich ist. Man zeigt, dass sich alle 
spiegelnden Ebenen, wenn etwas Endliches entstehen soll, in einem 
Punkte des Kugel-Innern schneiden miissen, und dann weiter, nachdem 
man diesen Punkt in den Kugelmittelpunkt verlegt hat, dass sie noth- 
wendig Symmetrieebenen eines reguliiren Polyéders sind (sofern sie nicht 
alle auf einer festen Ebene senkrecht stehen)*). Die Gruppen von Be- 
wegungen, welche in den so aufgestellten Gruppen von Spiegelungen 
enthalten sind, stimmen dann in der That mit den in § 2. aufgestell- 
ten iiberein. 

Es ist nun ein specieller Fall des hier eingefiihrten neuen Pro- 





blems, welcher bei Schwarz vorliegt. Schwarz verlangt — ich be- 
diene mich dabei der eben eingefiihrten Terminologie — die Bedingung 


anzugeben, unter der die Spiegelung an nur drei verschiedenen Ebenen 
etwas Endliches liefern kann, und sein Nachweis darf sich dementspre- 
chend darauf beschriinken, dass der Schnittpunkt der drei Ebenen im 
Kugel-Innern zu liegen hat, und die Ebenen, sofern man den Schnitt- 
punkt in den Kugelmittelpunkt verlegt, Symmetrie-Ebenen eines regu- 
liren Polyéders sind (wieder abgesehen von den Fiillen, in denen die 
drei Ebenen auf einer vierten Ebene senkrecht stehen oder auch zwei 
der Ebenen auf der dritten). Die so erzielte Antwort umfasst also in 
der That dieselben Fille, die bei der allgemeineren Fragestellung und 
bei der in § 1, 2 vorliegenden auftreten. 


§ 4. 
Binire Formen mit linearen Transformationen in sich. 


Biniire Formen, welche mehr als zwei verschiedene Wurzelpunkte 
besitzen, kénnen nur durch eine endliche Zahl linearer Transformationen 
in sich tibergehen. Denn es giebt nur eine endliche Zahl von Weisen, 
die Wurzelpunkte einander zuzuordnen, und durch eine solche Zuord- 





*) Vergl. z. B. Elling B. Holst in der Tidskrift,for Mathematik, 1875, p. 87. 
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nung ist, unter der gemachten Voraussetzung, eine lineare Transfor- 


ear 
fen: mation, falls tiberhaupt eine existirt, vollstiindig bestimmt. Denn zur 
Kenntniss einer linearen Transformation reicht es aus, zu wissen, was 
chen bei ihr aus drei irgendwie angenommenen Punkten wird. Sehen wir 
zung daher von solchen biniren Formen ab, die nur einen oder nur zwei 
wird® yerschiedene Wurzelpunkte besitzen, so werden wir alle binaren For- 
Spie- men mit linearen Transformationen in sich erhalten, indem wir eine 
chen Anzahl Wurzelpunkte beliebig annehmen und auf sie die Transforma- 
alle tionen irgend einer der vorstehend bestimmten endlichen Gruppen an- 
dern wenden. Besonderes Interesse werden diejenigen Formen besitzen, 
ichst welche durch Anwendung der bez. Transformationen aus einem einzel- 
nge- nen Punkte entspringen. 
alle Unter ihnen treten als die einfachsten zuniichst die allgemeinen 
inem cubischen und biquadratischen Formen auf. Wie die linearen Trans- 
ndem formationen derselben in sich beschaffen sind, wie man in Folge dessen 
noth- die Lage der zu ihnen gehérigen Covarianten ermitteln kann, ist 
nicht theils von mir bei friiheren Gelegenheiten angegeben (vergl. z. B. diese 
a Be- Annalen Bd. IV, p. 352, dann das oben genannte Programm), theils 
ngen von Hrn. Wedekind neuerdings entwickelt worden. Ks werde daher 
stell- von diesen Erérterungen nur so viel wiederholt, als zum Verstiindniss 
des Folgenden nothwendig ist. Es sei also vor allen Dingen das be- 
Pro- reits in der Kinleitung beriihrte Princip hervorgehoben, welches iiber 
h be- die Lage der verschiedenen, hier aus der algebraischen Theorie be- 
gung kannten, Covarianten entscheidet: dass néimlich die Covarianten durch 
enen dieselben linearen Transformationen in sich iibergehen miissen, wie die 
spre- Grundform, 
a” Betrachten wir eine biniire cubische Form. Da man drei Punkte 
anitt- der Kugel in drei beliebige andere durch lineare Transformation tiber- 
Hie fiihren kann, so denke man sich die drei Wurzelpunkte der Form f 
. die als iiquidistante Punkte eines gréssten Kreises, der der Aequator heissen 
_ soll. Dann bestehen die 6 linearen Transformationen, welche f in sich 
- i iberfiihren, aus Drehungen durch 120 Grad um die die beiden Pole 
y un 


verbindende Axe und aus Drehungen durch 180 Grad um diejenigen 

drei Durchmesser, welche bez. je einen Wurzelpunkt von / enthalten. 

Ertheilt man den Wurzelpunkten von f die ,geographische* Linge 
0°, 120°, 240°, 


ankte so sind die sechs Punkte, welche aus einem beliebig angenommenen 
entstehen, dessen Breite «, dessen Liinge # ist, dargestellt durch: 


ionen 
eisen, . a, B, a, B + 120°, a, B + 240°, 
‘uord- —a,—B, —a, —B+ 120°", —a, —B + 240°. 


p. 87. Zu diesen Gruppen von sechs Punkten gehért dreifach zihlend das 
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Paar der Pole, dasselbe stellt also die einzige quadratische Covariante, 
welche es giebt, die Covariante & vor*). Andererseits findet sich unter 
ihnen doppeltzihlend das Tripel der Halbirungspunkte der von den 
Wurzelpunkten f auf dem Aequator bezeichneten Strecken; sie repré- 
sentiren aus analogen Griinden die Covariante Q. 

Um sich von dem Formensysteme einer biquadratischen Form f 
Rechenschaft zu geben, eriunere man sich, dass die Covariante sechs- 
ten Grades 7’ aus drei paarweise zu einander harmonischen Punkte- 
paaren besteht. Dieselbe kann daher reprisentirt werden durch die- 
jenigen sechs Punkte, in denen die Kugel von drei zu einander recht- 
winkligen Durchmessern geschnitten wird. Die Lage der vier Wurzel- 
punkte von f, wie tiberhaupt der vier Wurzelpunkte einer beliebigen 
Form aus der Schaar xf-+ 4H, ist dann am einfachsten anzugeben, 
indem man auf dieses Axenkreuz eine gewohnliche Coordinatenbestim- 
mung griindet. Bedeuten x, y, z die Coordinaten eines der Wurzel- 
punkte von xf-+ 4H, so sind 


v, —Y, — 4, 
— a, ¥, — 8, 
a oe & 


die iibrigen; denn es sind je zwei solche Punkte zu einem Punktepaare 
von JZ harmonisch. Die drei linearen Transformationen, welche, ab- 
gesehen von der identischen Transformation, die biquadratische Form 
in sich iiberfiihren, und die dadurch geometrisch definirt sind, dass sie 
die Wurzelpunkte je paarweise vertauschen, sind sonach dargestellt durch 
gleichzeitigen Vorzeichenwechsel zweier Coordinaten**). 


Unter den Quadrupeln xf -+ 4H finden sich, sofern man von gen- 
jenigen absieht, die doppeltzihlend durch ein Punktepaar von 7’ dar- 
gestellt sind, noch zweierlei, die eine gréssere Zah! linearer Transfor- 
mationen in sich gestatten: diejenigen drei, welche ein harmonisches, 
und die zwei, welche ein iiquianharmonisches Doppelverhiltniss be- 
sitzen. Im ersten Falle verschwindet eine der drei Coordinaten 2, y, 2 
und die anderen beiden werden ihrem absoluten Werthe nach gleich; 
im zweiten Falle sind alle Coordinaten bis aufs Vorzeichen gleich zu 
setzen: die Wurzelpunkte der diquianharmonischen Form bilden ein regu- 
litres Tetraéder. Das zweite zu demselben Axenkreuze gehérige regu- 
lire Tetraéder reprisentirt das zugehérige H. 


*) Wegen dieser und ihnlicher Bezeichnungen vergl. immer Clebsch, 
Theorie der biniren Formen. 


**) Vergl. die Arbeit des Hrn. Wedekind, sowie eine neuere Mittheilung 


desselben (Erlanger Berichte Juli 1875), in der er aus den Warzelpunkten von f 
diejenigen von H construirt, 
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Es sind mit diesen Erérterungen zugleich diejenigen Formen be- 
sprochen, die durch das reguliire Oktaéder und den Wiirfel dargestellt 
werden. Das Oktaéder repriisentirt eine Form sechsten Grades von der 
Art der Covariante 7 einer biquadratischen Form. Die Zahl der Be- 
wegungen, welche ein Oktaéder mit sich zur Deckung bringen, be- 


* triigt 24; die Gruppen von 24 Punkten, welche durch diese Bewegungen 


aus einem einzelnen Punkte erzeugt werden, umfassen jedesmal sechs 
der zum Oktaéder gehérigen biquadratischen Formen xf + 4H: solche 
sechs, welche gleiches Doppelverhiltniss haben. Unter ihnen findet 
sich doppeltzihlend eine Gruppe von 12 Punkten, bestehend aus 
den drei harmonischen .Quadrupeln xf + 4H, und dreifach zih- 
lend eine Gruppe von 8 Punkten, die aus den zwei iquianharmoni- 
schen Quadrupeln besteht und die Ecken des zugehérigen Wiirfels 
darstellt. 


Von reguliren Korpern bleiben noch die beiden zusammengehori- 
gen: das Ikosaéder und das Pentagondodekatder zu nennen. Die Zahl 
der linearen Transformationen dieser Formen in sich betriigt 60. Unter 
den Gruppen von je 60 durch diese Transformationen zusammengeord- 
neten Punkten befinden sich die Eckpunkte des Ikosaéders fiinfmal, 
die des Dodekaéders dreimal ziihlend. Es findet sich ferner noch eine 
doppeltzihlende Gruppe von 30 Punkten, mit der dann aber die mehr- 
fach zihlenden Gruppen erschépft sind. Man erhiilt diese Punkte folgen- 
dermassen. Die 15 Ebenen, welche man durch den Kugelmittelpunkt 
und bez. 4 sich puarweise gegentiberliegende Ecken des Ikosaéders hin- 
durchlegen kann, lassen sich in fiinf Tripel von zu einander recht- 
winkligen zerlegen. Die 15 Durchschnittslinien der Ebenen dieser 
Tripel schneiden die gemeinten 30 Punkte aus. 


Endlich sind noch solche Punktsysteme zu erwiihnen, welche aus 
einem einzelnen Punkte durch Wiederholung einer beliebigen Rotation 
durch einen rationalen Theil von 2 hervorgehen. Sie entsprechen 
den Kreistheilungsgleichungen. Combinirt man mit diesen Rotationen 
noch eine durch 180 Grad um eine gegen die urspriingliche Rotations- 
axe senkrechte, sie schneidende Linie, so entstehen Gruppen von der 
doppelten Punktzahl. Fihrt man, wie oben bei Betrachtung der cubi- 
schen Form, eine Bestimmung der Punkte durch geographische Breite 
und Liinge aus, so werden die Charaktere der Punkte: 


2khx Qkxr 
e, 0+ hy = Gap i 


n 





Die Untersuchung der Kreistheilungsgleichungen, wie derjenigen, die 
sich auf den letztangeftihrten Fall beziehen, kann genau nach den 
weiter entwickelten Methoden erfolgen; wir fiihren dieselbe aber weiter- 
hin der Kiirze wegen nicht aus. 

Mathematische Annalen, IX. 13 
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§ 5. 
Ein allgemeines Princip. Erste Anwendung auf Oktaéder und Tkosaéder. 


Es seien TT = 0, TI’ = 0 die Gleichungen zweier Punkt-Aggregate, 
welche aus zwei irgendwie angenommenen Punkten durch Anwendung . 
der linearen Transformationen irgend einer der aufgezihlten Gruppen 
hervorgehen: mit der Festsetzung, dass TT, bez. TT’ die geeignete Potenz 
der betr. Gleichung vorstellt, wenn der anfangliche Punkt zufillig so 
gewiahlt ist, dass er eine mehrfach ziihlende Gruppe erzeugt. Dann be- 
haupte ich, dass 

“11+ xT =0, 


unter =, einen Parameter verstanden, iiberhaupt alle Punktsysteme dar- 


stellt, welche durch die betr. linearen Transformationen aus einem ein- 
zelnen Punkte hervorgehen. — Es werden sich nimlich TT und TT bei 
Anwendung der linearen Transformationen allerdings um Factoren in- 
dern kénnen, aber diese Factoren miissen bei beiden dieselben sein. 
Es stellt also 
“aT -+ «TT =0 

jedenfalls ein Punktsystem vor, welches durch die Transformation nicht 
geindert wird. Aber es giebt nur einfach unendlich viele Punktsysteme 


der gemeinten Art, und iiber den Werth von =, ist gar nichts fest- 


gesetzt; indem wir also dem Parameter alle Werthe ertheilen, erhalten 
wir alle Punktsysteme, die es iiberhaupt giebt. 

Eine Anzahl bekannter Eigenschaften der aufgeziihlten Formen 
sind ein Ausfluss dieser Bemerkung. Ich erinnere daran, dass bei den 
biniren cubischen Formen zwischen f?, Q? und A? eine lineare Relation 
besteht, dass bei den biniiren biquadratischen sich alle zu demselben 
T gehérigen Formen durch xf+ 4H darstellen lassen. Ist ferner 
etwa f=0 die Gleichung eines Oktaéders, H—O der zugehorige 
Wiirfel, 7 —0O die oben genannte Punktgruppe von 12 Punkten, so 
hat man eine homogene lineare Relation zwischen f', H*, T?. Und 
in der That findet sich gelegentlich der Untersuchung einer solchen 
Form f eine derartige Relation bei Clebsch (Theorie der biniren For- 
men p. 450) angegeberr. Andererseits leitet Schwarz dieselbe in 
seiner Arbeit ab unter der besonderen Voraussetzung, dass f in einer 
bestimmten kanonischen Form gegeben sei. Schwarz notirt endlich 
auch die homogene lineare Relation, welche zufolge des ausgesproche- 
nen Princips zwischen f°, H*, T? bestehen muss, wenn f= 0 ein 
Ikosaéder vorstellt, H — 0 das zugehérige Pentagondodekaéder, 7 =0 
die oben eingefiihrte Gruppe von 30 Punkten*). 


*) Die Methode, welche Schwarz dabei benutzt, ist, abgesehen von der 
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Ich werde nun zuniichst, unter Beschrinkung auf Oktaéder und 
Ikosaéder, zeigen, wie dieser Satz sofort gestattet, eine Uebersicht iiber 
die bei ihnen vorhandenen rationalen Covarianten zu erhalten. Die 
Beschriinkung auf die genannten beiden Formen geschieht hier und im 
Folgenden der Einfachheit wegen. Das Ikosaéder ist es eigentlich, 
welches das Hauptinteresse auf sich zieht; das Oktaéder wird aber immer 
vorab untersucht, weil die bei ihm stattfindenden Verhiltnisse beim 
Ikosaéder als bekannt vorausgesetzt werden miissen. 


Zuvorderst ist ersichtlich, dass Oktaéder und Ikosaéder nur eine 
Invariante besitzen. Da man nimlich z. B. jedes Oktaéder mit jedem 
anderen durch lineare Transformation zur Deckung bringen kann, so 
haben alle absoluten Invarianten, die man aufstellen kénnte, gegebene 
numerische Werthe, und es driicken sich demnach alle denkbaren In- 
varianten mit Hiilfe numerischer, von vornherein angebbarer, Gréssen 
durch Potenzen einer allein beizubehaltenden Invariante aus. 


Betrachten wir jetzt eine beliebige, rationale Covariante. Dieselbe 
muss aus lauter Gruppen zusammengehdriger Punkte bestehen und also, 
ev. nach Erhebung in die richtige Potenz, als ein Aggregat von Fac- 
toren xTT + x'TT’ darstellbar sein, d. h. als eine homogene ganze 
Function von TT und TT’. Die Coefficienten dieser Function kénnen, 
wenn TT und TT’ dieselbe Dimension in den Coefficienten der Grund- 
form besitzen, wie vorausgesetzt sein soll, bei der ihnen begrifflich zu- 
kommenden invarianten Bedeutung, nur durch numerische Factoren 
von einer Potenz der einen, allein vorhandenen Invariante verschieden 
sein. Zieht man diese Potenz als gemeinsamen Factor vor, so besteht 
die Covariante im Uebrigen aus einem homogenen Aggregate von TT 
und TT’. Auf diese Weise erschliesst man: 

Alle rationalen ganzen Covarianten unserer Form driicken sich, ab- 
gesehen von einer etwa vortretenden Potenz der einen iiberhaupt vorhan- 
denen Invariante, rational und ganz aus durch diejenigen Formen, welche 


Form, von der im Texte genannten nicht so sehr verschieden. Man kann sie 
folgendermassen aussprechen. Man setze 


x’ TT 
y= — - —— 


% T 

und bilde vermége dieser Substitution das Gebiet der gegebenen Kugel auf das 
Gebiet der complexen Variabeln y ab. Einem Systeme von Symmetriekreisbigen, 
das auf der Kugel verliuft, entspricht dabei, wie man zeigen kann, ein Kreis. 
Man hat dann ferner das allgemeine Gesetz anzuwenden: dass niimlich eine con- 
forme Abbildung, die ein Stiick einer Kreisperipherie in ein ebensolches tiberfiihrt, 
immer die Eigenschaft besitzt, symmetrisch zur ersteren gelegene Punkte in solche 
wu verwandeln, die fiir die zweite symmetrisch sind. Eine zweimalige Anwendung 
dieses Satzes ergiebt den im Texte aufgestellten Satz, insofern eine zweimalige 
Uebertragung durch Symmetrie (Spiegelung) eine lineare Transformation vorstellt. 
3% 
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die unter den zugehdrigen Punktsystemen enthaltenen mehrfach zahlenden 
darstellen. Die letateren also bilden das volle System der Covarianten. 

Ich hebe ausdriicklich den Unterschied hervor, der zwischen dieser 
Ueberlegung und den allgemeinen Methoden besteht, durch welche 
Gordan gelehrt hat, fiir eine biniire Form beliebigen Grades ein volles 
Formensystem aufzustellen. Bei Gordan sind immer Formen mit all- 
gemeinen Coefficienten vorausgesetzt; hier handelt es sich wesentlich 
um specielle Formen. (Vergl. Gordan: Ueber das Formensystem bi- 
nirer Formen. Leipzig 1875. Schlussbemerkung.) 


§ 6. 
Das Formensystem des Oktaéders und des Ikosaéders. 


Die allgemeine Methode, welche weiterhin immer angewandt wer- 
den soll, ist nun die: Auf Grund des im vorstehenden Paragraphen 
angegebenen Princips werden wir gewisse Relationen der Art nach er- 
schliessen und dann die in ihnen vorkommenden Zahlen- Coefficienten 
durch Ausrechnung an einer kanonischen Form bestimmen. 

Die kanonischen Formen, welche wir dabei fiir Oktaéder und Ikosa- 
éder zu Grunde legen, sind dieselben, die sich bei Schwarz ange- 
geben finden: 

Oktaéder: f = 2,2, (x,4— 2,'), 

Ikosaéder: f = 2, 2, (x,!°+ 11 2,>x,5 — x"), 
man verificirt sie leicht durch Betrachtung der Lagenverhiiltnisse der 
Wurzelpunkte. 

Betrachten wir jetzt das Oktaéder f. Setzen wir 
f=a,', 

so lehrt die allgemeine Invariantentheorie Bildungen zweiten Grades 
in den Coefficienten aufstellen: 

(ab)’=A, (ab)'a,*b,?, (ab)*?a,‘b,' = H: 

Wir werden hier zunichst erschliessen, dass die zweitangefiihrte 
Bildung identisch verschwindet. Denn unter den zu einem Oktaéder 
gehérigen Gruppen zusammengeordneter Punkte findet sich keine mit 
nur vier verschiedenen Punkten. Andererseits kann man dieses iden- 
tische Verschwinden als Charakterisirung. der Oktaédergleichung auf- 
fassen. Jede Form sechsten Grades, welche isolirte Wurzelpunkte be- 
sitzt (Gleichungen mit verschwindender Discriminante mdgen einen 
Augenblick ausgeschlossen sein), kann auf die Form transformirt wer- 
den: 2%,%,9,, wo g, eine Function vierten Grades in 2,, x, ist, im 
welcher x,‘ und —z,' der Coefficient 1 beigelegt werden kaun. Wenn 
man dann die vierte Ueberschiebung (ab)'a,?b,? wirklich berechnet 
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und ihr identisches Verschwinden verlangt, so zeigt sich, dass man 
eben die fiir das Oktaéder angegebene kanonische Form erhilt: 

Eine Gleichung sechsten Grades f =0 mit nicht verschwindender 
Discriminante soll eine Oktaédergleichung heissen, wenn die vierte Ueber- 
schiebung von f mit sich selbst verschwindet. 

Fragen wir weiter, was H bedeutet. H kann nicht identisch ver- 
schwinden (sonst wiirden, nach einem bekannten Satze, alle Wurzel- 
punkte von f coincidiren). Da aber unter den Gruppen zusammen- 
gehdriger Punkte, wie sie beim Oktaéder auftreten, nur eine aus blos 
acht Punkten besteht: diejenige, welche durch die Ecken des zuge- 
hdrigen Wiirfels dargestellt wird, so ist H =O die Gleichung dieses 
Wiirfels. 

Dieselbe Schlussweise zeigt, dass die Functionaldeterminante T von 
f und H, eine Form vom 12°" Grade, gleich Null gesetzt, das Product 
der drei zu f = 0 gehdrigen harmonischen Quadrupel vorstellt. 

Ks fragt sich jetzt, ob die Invariante A verschwindet. Diese Frage 
beantwortet sich verneinend durch Ausrechnung an der kanonischen 
Form*), Es giebt also eine Invariante zweiten Grades in den Coeffi- 
cienten A = (ab)®. Eine solche wird aber gerade verlangt, um die 
lineare Relation, welche nach den obigen Erérterungen zwischen / 4, 
H*, T? stattzufinden hat, auch in den Coefficienten homogen herzu- 
stellen. Die bereits erwihnte, bei Clebsch angegebene Relation ist 
in der That diese: 


4D 44Hi4+ 7? =0 


Auf Grund der Bemerkungen des vorigen Paragraphen kann man 
jetzt behaupten, dass f, H, T, A das volle Formensystem von f aus- 
machen. Es ist nur noch zu zeigen, dass nicht A, ev. bis auf einen 
numerischen Factor, das volle Quadrat eines rationalen Ausdrucks 
ersten Grades in den Coefficienten ist. Man iiberzeugt sich von der 
Unmiglichkeit, A so darzustellen, an einem Beispiele, indem man etwa 
f in der Form 

dy hy (A2,'++ wy") 
voraussetzt. 


*) Fiir f= 2,%2(a,!—2,') = a,° ergiebt sich: 


A= (ab)® _ 4 ? 
H= (abj*a,'b,'= — pg (a+ 14 4,'2,'+ 2,"), 
T=(f, H) = — zhe (@'* — 33 2° xg — 33 ay! x25 + 29"). 


Diese Ausdriicke befriedigen in der That die weiter im Texte angegebene Relation: 


Af int 
je ttt Tr =o. 
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Da die Discriminante der Oktaédergleichung nicht identisch ver- 
schwindet, andererseits vom Grade 10 in den Coefficienten sein muss, 
so ist sie bis auf einen Zahlenfactor — A*. Verschwindet also A, so 
riicken zwei Wurzelpunkte des Oktaéders zusammen, und es ist dann, 
bei den zwischen den Wurzeln herrschenden Doppelverhiltniss-Relatio- 
nen, leicht zu schliessen, dass iiberhaupt fiinf Wurzelpunkte zusammen- 
riicken, wihrend der sechste irgendwo abgetrennt liegt. Eine noch 
speciellere Form erhalten wir, wenn wir auch noch das identische Ver- 
schwinden von H verlangen: indem dann alle Wurzelpunkte von f 
zusammenriicken, wird f die sechste Potenz eines linearen Ausdrucks. 

Betrachten wir ferner das Jkosaéder: 


f = a,'2. 
Man iiberzeugt sich durch ganz ahnliche Schliisse, wie soeben beim 


Oktaéder, dass von den Ueberschiebungen von f iiber sich selbst, jeden- 
falls diese: 


(ab)'a,°b,°, (ab)Sa,'b,', (ab)'°a,?b,? 
identisch verschwinden. Durch directe Ausrechnung findet man in 
Anlehnung an die oben aufgefiihrte kanonische Form umgekehrt: 
Eine Form zwiiften Grades mit nicht verschwindender Discrimi- 
nante stellt, gleich Null gesetet, ein Ikosatder vor, wenn ihre vierte 
Ueberschiebung mit sich selbst verschwindet. 


Dagegen darf die Hesse’sche Form 
H = (ab)?a,"b," 

nicht identisch verschwinden, weil sonst f ein zwdélfte Potenz wiire; 
sie reprdsentirt daher das bereits mit demselben Buchstaben bezeichnete 
Pentagondodekaéder. Aus ibnlichen Griinden folgt: dass die von uns 
mit T’ bezeichnete Covariante vom 30%" Grade die Functionaldeterminante 
von f und H reprasentirt. 

Aber untersuchen wir ferner die noch bleibenden Ueberschiebungen 
von / iiber sich selbst: 

(ab)'?, (ab) a,°b,°. 
Die erstere ist eine Invariante, die wiederum als A bezeichnet werden 
soll. Dass sie nicht verschwindet, ergiebt sich durch Ausrechnung an 
der kanonischen Form. Aber auch die zweite Bildung — sie mag TT 
heissen — verschwindet, zufolge Ausrechnung, nicht identisch. Sie 
kann daher, als vom 12'" Grade, von f selbst nur um einen Factor 
verschieden sein: 
T= B f. 

Dieses B ist sonach definirt als eine rationale Invariante ersten Grades 
in den Coefficienten von f; sie muss, bis auf einen numerischen Factor, 
gleich / A sein. Aber es fragt sich, ob man B als eine ganze, rationale 
Function der Coefficienten von f darstellen kann. Dies zeigt sich an 
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einem Beispiele als unméglich. Man denke nimlich f zuniichst in der 
oben gegebenen kanonischen Form und substituire dann 


Ly = OY, + Hy Yo, 
ty = BY, + By Y- 


Fiir die neue Form wird B bis auf einen Zahlenfactor gleich der 
sechsten Potenz der Substitutionsdeterminante, also gleich («, 6, — «,B,)® 
sein miissen; aber es zeigt sich unméglich, diesen Ausdruck aus den 
Coefficienten des neuen f linear zusammenzusetzen. 


Das Vorhandensein einer in den Coefficienten rationalen Invariante 
vom ersten Grad wird auch durch die lineare Relation verlangt, welche 
nach dem Friiheren zwischen f°, H*, T? stattfinden soll. Denn wih- 
rend H* und J? vom sechsten Grade in den Coefficienten von f sind, 
hat f° nur den fiinften Grad und man muss ihm also die Invariante 
B als Factor zusetzen. 

Man hat eine Relation 

x- Bfi'+iaHi+ uT? =0, 
wo x, 4, w numerische Constanten sind*). 


*) Fiir die oben angegebene kanonische Form 
f= &y!' aq + LL wyS ay — 2,2," 
findet sich: 
25 5 
seg Soe 

ferner: 

122. H = — (%,79-+ 2,2) + 228 ("5x5 — x,52q'5) — 494 w,"°x,", 

12- T= = (a3° + 2g) + 522 (07,75 arg® — 245.224") — 10005 (27,7024! + a! 2”), 
und also 

7-122-B-f>+5-12!-H3+4+5-T?=0. 

Vermige der so geschriebenen Relation ist man in der Lage, die von Schwarz 
], c. angedeutete algebraische Reducirbarkeit des Integrals 


(ada) 


= 
Vt 
auf ein elliptisches Integral folgendermassen durchzufiihren. Man setze: 
4=H, a: da VBP . 
So ist 
1 
120 


gt. Ar 


(2dz) = 
und also unser Integral 


— (_12@42)_ 
Bi. ft. 7 
er Vs _ : (zdz) 


- fe eS 


V — 720 2,3%q + 7 at 
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Andererseits ergiebt sich: 

Das volle Formensystem von f besteht aus f, 1, H, T und A. 
Zwischen seinen Formen besteht neben der vorstehenden Relation noch 
diese (in welcher der Werth des numerischen Coefficienten der kano- 
nischen Form entnommen ist): 


84 TT? = Af?. 


Die Untersuchung specieller Formen des Ikosaéders hat folgende 
Resultate. Die Discriminante ist proportional zu A''. Verschwindet 
A, so fallen also Wurzelpunkte von f zusammen, und zwar fallen gleich 
11 Wurzelpunkte zusammen, wihrend der zwélfte noch beliebig bleibt. 
Auch er vereinigt sich mit den elf iibrigen, sobald H identisch ver- 
schwindet. 

Es mag zum Schlusse noch darauf aufmerksam gemacht werden, 
dass die drei Formen f, H, 7, welche nach dem Vorstehenden fiir 
Oktaéder und Ikosaéder eine so wichtige Rolle spielen, auch bgi der 
allgemeinen Vertheilung der Covarianten einer beliebigen biniren Form, 
wie sie Gordan in seiner neuesten Schrift gegeben hat (Ueber das 
Formensystem biniirer Formen, Leipzig 1875), eine zusammengehirige 
Gruppe bilden; sie constituiren, nach der dort angewandten Bezeich- 
nung, das System A, von f. 


§ 7. 
Irrationale Covarianten des Oktaéders. Die Aufliésung der 
Oktaédergleichung. 


Dieselben Principien, welche im vorstehenden Paragraphen zur 
Untersuchung der rationalen Covarianten von Oktaéder und Ikosaéder 
verwandt wurden, ergeben eine Menge von Relationen fiir irrationale 
Covarianten derselben. Von diesen Beziehungen sollen hier einige 
wenige entwickelt werden, welche fiir die Auflésung der Oktaéder- 
und Ikosaédergleichung von Bedeutung sind. Wenn die Auflésung der 
Oktaédergleichung, die sich algebraisch gestaltet, auch schon bekannt 
ist*), so mag sie hier des Zusammenhangs und der spiiteren Benutzung 
wegen doch dargestellt werden. 

Beschriinken wir uns zuniichst auf die Betrachtung des Oktaéders, 
weil sich bei ihm eine Reihe der auch beim Ikosaéder vorhandenen 
Beziehungen einfacher darstellen lisst. Ich behaupte: Jede Ecke des 
Oktaéders driickt sich rational durch die gegeniiberstehende aus. 


*) Vergl. Clebsch und Gordan, Annali di Matematica Serie 2, t. I, und 
Clebsch, Binire Formen, p, 451, 
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Sei nimlich, um diese Darstellung nur auf eine Weise zu ent- 
wickeln*), H,* —0 der zum Oktaéder gehérige Wiirfel, x eine Okta- 
éderecke, so ist 

H,' H, = 0 
die Gleichung der gegeniiberstehenden Ecke. Der Beweis ist einfach 
dieser: Die hingeschriebene Polare ist simultane Covariante des Okta- 
éders und des Punktes x Das System der letzteren, und also auch 
jede Covariante derselben, geht aber durch vier lineare Transformatio- 
nen in sich tiber, entsprechend Drehungen durch 90 Grad um die Ver- 
bindungsgerade der Ecke x mit der gegeniiberliegenden. Der durch 
die hingeschriebene Polare reprisentirte Punkt kann daher nur ent- 
weder mit x selbst oder mit der gegeniiberliegenden Ecke coincidiren, 
und die erstere dieser beiden Moglichkeiten ist zu verwerfen, weil dann 
a der Gleichung H = 0 geniigen wiirde. 

Auf Grund dieser Darstellung wird man schliessen, dass die Spal- 
tung des Oktaéders in die drei Paare gegeniiberliegender Ecken von einer 
rationalen Gleichung dritten Grades abhdngt. Eine solche kann man 
in folgender Weise aufstellen. 
ft 
- 
Wurzelpunkte von f. Beide Formen gehen durch 8 von den 24 linea- 
ren Transformationen, welche f mit sich zur Deckung bringen, in sich 
ber. Dabei vertauschen sich**) die 8 Ecken des Wiirfels H unter 
einander. Man wird also, da unter den Gruppen zusammengehériger 


Es sei m eins der Punktepaare, das Aggregat der iibrigen vier 


8 Punkte » viermal, £ zweimal ziihlt, H in der Form darstellen kinnen: 
a= xq + x«’- (LY. 
H=xg'+x (Z 
Betrachtet man hier gy als Unbekannte, so ist dies eine Gleichung dritten 
Grades der gesuchten Art. Dieselbe enthiilt, wie alle weiterhin aufzu- 
stellenden Resolventen, noch die Verinderlichen x,, x, als willkiihrliche 


*) Genau geradeso beweist man, dass 
HH; =0, HH,’ H =0 


dieselbe Ecke bez. zweimal und dreimal ziahlend vorstellen; Analoges leisten die 


Polaren 
yi Z, =0, i” z = (0, bi, z =0 


der Covariante T= 7',*, Andererseits repriisentiren, fiir f= a,‘, die Polaren: 
4 2 == 3 3 os 2 4 on 
a,‘ a, =0, a, a, =0, a, a,*=0, 


unter 2 eine Oktaéderecke verstanden, das Product dieser Ecke in die einmal, 
wweimal, dreimal gezihlite gegeniiberliegende. 
**) Man verificirt solche Angaben immer sofort an einem Modell. 
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” 
Parameter. Ertheilt man ihnen feste Werthe, so erfahrt man durch 
Auflésung der Gleichung den numerischen Werth, welchen g? dem- 
entsprechend erhilt. Will man g? als Function der x kennen,.so hat 
man dieselbe Berechnung fiir zwei weitere Werthepaare durchzufiihren, 
die man, um neue Irrationalitiiten zu vermeiden, dem urspriinglichen 
benachbart wihlen kann. 


Zur wirklichen Herstellung der cubischen Gleichung gehen wir 
auf die kanonische Form zuriick: 


f = £2, (,'—2,'). 
Eins der Punktepaare ist dann: 
p= 22,2, 


wo der absolute Werth so genommen ist, dass die Determinaute von 
@ gleich — 1. Dann folgt aus dem oben angegebenen Werthe von H: 





aa ead 2 (fy 
Ho — ao —=-(): 
und setzt man jetzt etwa 
— . 
PO Ve? 


so kommt die Gleichung: 


p+ 18 p+4—0. 


Von ihr gehen wir sofort zu derjenigen iiber, die fiir ein beliebiges 
Coordinatensystem gilt, in dem wir durch Einfiihren der Invariante A 
des Oktaéders, die fiir die kanonische Form den Werth 4 hat, und 
der Determinante A der quadratischen Form qg, fiir welche wir 2u- 
nichst den Werth — 1 annahmen, homogen machen. So erhilt man: 

Bedeutet » die durch ein Paar gegeniiberstehender Ecken des Okta- 
éders vorgestellte quadratische Form, & deren Determinante, und setet 
man: 


so hat man: 


P+ 18 po -p+4—0. 


Aus dieser Gleichung findet man, indem man noch zur Vereinfachung 
des Resultats von der zwischen f, H, 7 bestehenden Relation Gebrauch 
macht: 


* Aya ats? fy f?V—A-61 
al Aa el 
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ein Resultat, welches mit dem bei Clebsch p. 451 auf anderem Wege 
abgeleiteten tibereinstimmt. 


§ 8. 
Analoge Untersuchungen beim Ikosaéder*). 


Wie beim Oktaéder wird man auch beim Ikosaéder jede Ecke 
rational durch die gegeniiberliegende darstellen kénnen und also 
schliessen, dass die Zerspaltung des Ikosaéders f in die sechs Paare 
gegeniiberstehender Punkte von einer Gleichung sechsten Grades ab- 
hingt. Sei m ein solches Paar. Unter den 60 Bewegungen, welche 
f mit sich zur Deckung bringen, finden sich 10, welche m ungeindert 


lassen. Dieselben vertauschen die 10 Punkte f alle unter einander. 
Andererseits vertheilen sich mit Bezug auf sie die 20 Punkte von H 
in zwei Gruppen von je 10. Man wird also H als Product zweier 


Factoren darstellen kénnen, die aus p> und £ linear zusammengesetzt 
sind, d. h. man wird setzen kénnen: 


H= x9" +Ag'- fu. 


Betrachtet man hier g? als Unbekannte, so hat man eine Gleichung 
sechsten Grades der geforderten Beschaffenheit. 

Zur fertigen Herstellung derselben gehen wir zu der kanonischen 
Form zuriick: 

"== %,2_ (w,'° + 11 x,>2,5 — 2,"). 
Kins der Paare m, mit der Determinante — 1 genommmen, ist dann 
etwa 
Pp = 22,2. 


Sodann entnimmt man dem oben angegebenen Werthe von H: 





9 _ 55 53 4 f? 
12°. H = — “gio “p+ 23 “go -f— “t, 
und setzt man jetzt: 
ee 
i 
so kommt: 
ao +1003 — 172 74 5=0. 


Vr 


Um zu einem beliebigen Coordinatensysteme tiberzugehen, hat man 


die Determinante A von g, die gleich — 1 genommen wurde, und 
die Invariante B von f, welche fiir die kanonische Form gleich — a 


ist, einzufiihren. 





*) Vergl. Erlanger Berichte. Juli 1875, 
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Man setze also: 








_y/a ze 
Se = rT So 
so kommt: 
x6 t+ 10094 0H _  .745—0, 
j/2100 Bf® 


welches die gesuchte Gleichung ist. 


Man kann aber ferner beim Ikosaéder eine Resolvente fiinften Gra- 
des aufstellen, welche aus folgendem geometrischem Probleme erwiichst: 
die 30 Ecken der Covariante 7' vertheilen sich, wie wiederholt hervor- 


gehoben, auf fiinf reguliire Oktaéder; man soll diese Oktaéder trennen. 

Sei ¢ eins derselben. Dasselbe geht durch 12 der 60 Bewegungen, 
welche das Ikosaéder f mit sich zur Deckung bringen, in sich iiber. 
Bei diesen 12 Bewegungen vertauschen sich die Ecken von f unter 


einander. Andererseits spalten sich die 24 Punkte > in zwei Gruppen 


von je 12 zusammengehérigen. Man wird also setzen kénnen: 
Zz of 2 
4 aut aeft uf, 


und dies ist, wenn man ¢ als Unbekannte betrachtet, eine Gleichung 
fiinften Grades der verlangten Art. 
Die Ausrechnung gestaltet sich mit Hiilfe der kanonischen Form 


folgendermassen, Man findet (vergl. den folgenden §), dass eins der 
Oktaéder ¢ gleich gesetzt werden kann: 


t= (a,’ + 2,*) (@,'+24,>x, —6x,?x,? — 2 x, 2,'+ 2,4). 
Die zugehérige Invariante A (die nun als a@ bezeichnet sein soll) hat 


den Werth =. Man findet dann 
Bt at — ef 457%, 
und setzt man jetzt 
t 
p= —_ 
i] VF ? 
so kommt: 





5 10p'4+ 45p— 27. 
P p® + 45 p Vi 


Indem man jetzt zu allgemeiner Coordinatenbestimmung iibergeht, 
hat man folgendes Resultat: 


Sei t eins der fiinf Oktatder, a die zugehirige Invariante, so setze 
man: 


pms f—t2 .t. 
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Dann besteht die Gleichung: 
“ee 3 UP RRS. |... 2 SMES 
p 10 p® + 45 p waar 
§ 9. 
Die irrationalen Covarianten des Ikosaéders in kanonischer Form. 
Des weiteren Vergleichs wegen sollen hier die vorstehend benutzten 


verschiedenen irrationalen Covarianten des Ikosaéders, fiir die kanonische 
Form berechnet, zusammengestellt werden. 


Die 12 Wurzeln der Gleichung f = 0, fiir 
f= 2«,"'", + 11 2,°2,° — 2,2", 


erhalten die folgenden Coordinaten: 


x 1 
—'==(0, oc, ae, ——®, 
Le a 

wo 





game’ , aus + ste =I. 

Hieraus beiliufig das Resultat: Die Doppelverhiltnisse, welche man 
aus den Ecken des Ikosaéders bilden kann, sind rationale Functionen 
von «. Man kann auch sagen: nach Adjunction von « driicken sich 
die 12 Wurzeln einer Ikosaédergleichung durch drei beliebige derselben 
rational aus. 

Die 6 Punktepaare p, welche entstehen, indem man die gegen- 
iiberliegenden Ecken des Ikosaéders zusammenfasst, sollen als ,,, 9), 
9, °** P, bezeichnet sein; p,, umfasse die Wurzeln U, oo, g, die bei- 


den ae’, — é”. Wir wiihlen die » mit iibrigens willkiihrlichem 


Vorzeichen so, dass die zugehérige Determinante gleich —1. Dann 
kommt: 
Po = 2X, Xp, 


2 
we (e-" 2," + a, %, — 8”x,*). 


Um ferner die Oktaéder ¢ zu berechnen, seien ~, xy irgend zwei 
der g. Dann stellen, behaupte ich, 


v+%4=0, w—x=0, [v, x] =O (Functionaldeterminante) - 
drei Punktepaare von 7’ dar, die zusammen ein ¢ bilden. Fir jedes ¢ 
erhilt man so drei Darstellungen. 


Die beiden Punktepaare y ++ 4 = 0 werden niimlich offenbar von 
den beiden Halbirungslinien der Winkel ausgeschnitten (auf der Kugel), 
welche die Axen der y und x mit einander bilden. Denn sie gehéren 
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erstens mit y und yx zu derselben Involution und gehen zweitens durch 
diejenigen linearen Transformationen in sich tiber, welche w und x 
mit einander vertauschen. — Die Functionaldeterminante [y, y] da- 
gegen stellt diejenige Form dar, welche gleichzeitig zu y und x har- 
monisch ist und also ausgeschnitten wird von dem gemeinsamen Per- 
pendikel der Axen von w und x. 

Nennt man also die 5 Oktaéder in verstindlicher Reihenfolge t,, 
t,--+4,, so ist ¢, bis auf einen Factor gleich 


(Po + Pr) (Po — gr) [Poy Pr]. 
Den Factor wihlen wir, in Uebereinstimmung mit dem vorangehenden 


Paragraphen so, dass die zugehdérige Invariante a, gleich J wird. 


Man findet ihn (bei willkiihrlich gewahltem Vorzeichen) -% » also 


= os (Pot Pr) (Po— Pr) [Po Pr] 
= 8" (x,° — 2a,0,°) + &-*" (w+ 2 2,°x,) 
— &-52,?2,4— e-”- 52,'2,’, 
womit zugleich der oben fiir ¢, benutzte Werth verificirt ist*). 
Man kann auch schreiben: 


t, = Re (Pot Pr) (Pr41 + Pr—1) (Pr+2+ Pr—2) 


= —— (Po — Pr) (Pr+1 — Pr—1) (Pr42 — Pr—2) 


5 Vi 


= (o,—9°)' (P41. —% Ry hes ~ eid 


In Folge dessen hat man zwischen der entsprechenden Wurzel p, der 


Gleichung fiinften Grades ( =” : 


ios y= 21 B v 
und den sechs Wurzeln Mp, Hy+++ ay der Gleichung sechsten Grades 
(A = — 1): 


*) Der Vollstindigkeit wegen sei noch erwiihnt, dass die Punktepaare des 
zugehdrigen Pentagondodekaéders dargestellt sind durch: 
"a2 — stVs My — et’ a,®, 

und dass dieselben proportional sind zu den fiinften Ueberschiebungen zweier 

Oktaéder ¢. (Das Letztere schliesst man wieder aus dem Umstande, dass es 3 


Bewegungen giebt, welche gleichzeitig zwei Oktaéder ¢ und ein Punktepaar des 
Pentagondodekaéders in sich iiberfiihren.) 
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5s Pisa Vi (%~_— my)? (%y41 — ty 1) (tyi2— my .)t. 


folgende Beziehung: 


§ 10. 
Beziehungen zu anderweitigen Untersuchungen. 


Die Resolventen sechsten und fiinften Grades, sowie insbesondere 
die Formeln des letzten Paragraphen stimmen, wie bereits in der Ein- 
leitung gesagt, genau iiberein mit Formeln, welche bei Untersuchungen 
iiber die Lésung der allgemeinen Gleichung fiinften Grades von Bri- 
oschi, Hermite und Kronecker gegeben worden sind. Es sei 
wegen derselben insbesondere auf den Aufsatz von Joubert: Sur 
Péquation du sixitme degré (Comptes Rendus 1867, I, p. 1237—1240) 
verwiesen, insofern dort einige Unexactheiten, welche in Brioschi’s 
bez. Formeln vorkommen, verbessert sind. Neu ist nur die Bedeutung, 
unter der hier diese Formeln auftreten, und die damit zusammen- 
hiingende geometrische Herleitung derselben. Andererseits entnimmt 
man den genannten Untersuchungen, dass die Gleichung sechsten Gra- 
des, welche die Punktepaare des Ikosaéders trennt, und also die Ikosa- 
édergleichung selbst, durch elliptische Functionen gelést werden kann, 
was hier indess nicht weiter verfolgt werden soll. — 

Zum Schlusse werde auch noch die Galois’sche Gruppe der 
Ikosaédergleichung bestimmt. Den linearen Transformationen entspre- 
chend, welche die Gleichung in sich iiberfiihren, sind jedesmal 60 der 
Doppelverhiltnisse, welche man aus ihren Wurzeln bilden kann, ein- 
ander gleich, die Differenzen dieser Doppelverhiltnisse also Null und 


. somit rational bekannt. Diese Doppelverhiltnissgleichheiten bleiben, 


wie eine nahere Ueberlegung zeigt, bei folgenden und nur bei folgen- 
den Vertauschungen der Wurzeln ungedndert: 
1. Bei denjenigen (60) Vertauschungen, welche einer linearen 
Transformation des Ikosaéders in sich entsprechen, und 
2. bei denjenigen Vertauschungen, welche aus einer solchen 
linearen Transformation hervorgehen, indem man iiber- 
dies jede Wurzel durch die gegeniiberliegende ersetzt. 
Die Galois’sche Gruppe umfasst also 120 Substitutionen. Sie 
kann auf 60 Substitutionen eingeschrinkt werden, wenn man den nu- 
merischen Werth des Doppelverhiltnisses von vier Wurzeln, die nicht 
in einer Ebene liegen, adjungirt. Denn ein solches Doppelverhiiltniss 
stellt eine complexe Grésse vor, welche bei den Operationen 2. in 
die conjugirte Grésse iibergeht. Alle diese Doppelverhiiltnisse aber 
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stellen sich nach einer im vorigen Paragraphen gemachten Bemerkung 
als rationale Functionen einer fiinften Einheitswurzel ¢ dar, und also 
ist die Adjunction von « nithig und hinreichend, wm die Gruppe auf 
60 Substitutionen zu. reduciren. 

Um die Structur der so reducirten Gruppe zu charakterisiren, ge- 
niigt es, darauf hinzuweisen, dass sich bei den 60 Bewegungen, welche 
das Ikosaéder mit sich zur Deckung bringen, die fiinf Oktaéder ¢ unter 
einander vertauschen. Es entsprechen die Substitutionen der Gruppe 
demnach den Vertauschungen von fiinf Elementen, welche deren Dif- 
ferenzenproduct ungeiindert lassen. 


Miinchen, im Juni 1875. 





Beitriige zur geometrischen Interpretation bindirer Formen. 


Von L. Wepexinp in Erlangen. 


In einer kiirzlich unter dem vorstehenden Titel verdffentlichten 
Arbeit*) habe ich eine Reihe verschiedener Vorkommnisse aus dem Ge- 
biete der binéren Formentheorie der Untersuchung unterzogen, und 
ich erlaube mir, an dieser Stelle kurz die Resultate bekannt zu geben, 
zu denen ich gefiihrt wurde. 


Um den Fragen, die sich innerhalb der genannten Theorie dar- 
bieten, den Charakter voller Allgemeinheit zu wahren, ist es selbst- 
verstiindlich unerliisslich, die biniire Variable von vornherein als einer 
unbeschrinkten Veriinderlichkeit in dem Gebiete der complexen Zahlen 
fihig zu betrachten. Es besteht aber der Satz**), dass die Behandlung 
des so verstandenen biniiren Werthgebietes im Sinne linearer Inva- 
riantentheorie ihr anschauungsmissiges Gegenbild in der projectivischen 
Geometrie einer reellen Kugelfliche findet. Dies Theorem wurde als 
der grundlegende Ausgangspunkt fiir die einzuschlagende Richtung der 
Betrachtungen gewahlt und weiterhin mit demselben diejenige An- 
schauungsweise in Verbindung gebracht***), welche nach Riemanns 
Vorgang die Kugel zugleich als das geometrische Substrat der com- 
plexen Variabeln voraussetzt. 

Unter den bezeichneten Gesichtspunkten bot sich als erste Aufgabe 
naturgemiiss die Forderung dar, die Begriffsbestimmung des complexen 
Doppelverhiltnisses von vier Punkten, wie dieselbe durch Mobius in 
die Analysis eingefiihrt worden ist, auch auf beliebige Punkte der Kugel 


*) Beitrige etc, Erlangen 1875. 


**) F. Klein, Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische For- 
schungen. Erlangen 1872, p. 23. 

***) Vel. dazu ein ton Herrn Klein gegebenes Uebertragungsprincip in den 
Sitzungsberichten der phys.-med. Societiit zu Erlangen, Sitzung vom 10. Novbr. 1873; 
wie tiberhaupt hinsichtlich der Einzelheiten des betreffenden Gedankenganges auf 


die in diesem Bande unmittelbar vorangehende Abhandlung des gleichen Verfas- 
sers verwiesen sein mag : 


Mathematische Annalen. IX, 
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zu tibertragen und sie dabei zuyleich so umzugestalten, wie es speciell 
vom Standpunkte des obigen Fundamentalsatzes aus als wiinschens- 
werth bezeichnet werden musste, so nimlich, dass schon ihre fussere 
Form das Doppelverhiiltniss als absolute Invariante kennzeichnet. Dabei 
ist zuniichst diese Function, wie tiberhaupt im reellen, so ganz allgemein 
durch die Gleichung 


(2 aw) — (e!) (A) 
(292) * (e420) 


definirt, oder in nicht homogener Schreibweise durch 


i= (a) xr x x4) = 


8, — % , Me Se 


(1) tn 


wo, fir «=a, b,c, d, 





. ? 
2, — %, 4g — % 


La + tYe = ba 
gesetzt ist. 

Die erwihnte Geometrie der Kugel hat nun, wie man erkennt, 
wenn man sie in der allgemeineren Bedeutung einer Collineation des 
ganzen Raumes auffasst, welche die Kugel in sich transformirt, die 
Kigenthiimlichkeit, durch die Gesammtheit ihrer Transformationen hin- 
durch Kreise wieder in Kreise iiberzufiihren und ebenso die Winkel 
zwischen infinitesimalen Fortschreitungsrichtungen unverindert zu er- 
halten. Eben diese Elemente sind es daher, welche fiir die verlangte 
Begriffsbildung verwerthet werden miissen. 


Um die auftretenden Winkel in eindeutiger Weise handhaben zu 
kénnen, werden gewisse Festsetzungen nothwendig; dieselben bestehen 
darin, dass man jedem Kreise, in welchem die Kugel durch eine Ebene 
geschnitten wird, eine bestimmte, iibrigens willkiirlich anzunehmende 
Bewegungsrichtung beilegt, etwa so, dass man sich ihn vermdge der 
stetig fortschreitenden Bewegung eines seiner Punkte entstanden vor- 
stellt. Die Kugel selbst wird, wie das iiberhaupt die graphische Dar- 
stellung der complexen Verinderlichen bedingt, in leicht verstiind- 
licher Weise mit einem, allen ihren Punkten gemeinsamen, Drehsinne 
versehen. 

Die erwihnte Forderung der Eindeutigkeit kann man dann be- 
friedigen, indem man die folgende Definition aufstellt: 

Zwei Ebenen miégen die Kugel in Kreisen A, B treffen und diese 
einander ihrerseits in Punkten c, d schneiden. Bedeutet darnach & 
den einen oder anderen diéser beiden letzteren, so lasse man als den 


Winkel 
(AB), 


der beiden Kreise A, B in ihrem Schnittpunkt k denjenigen Winkel 
gelten, um welchen man im positiven Drehungssinne aus der im Punkte k 
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stattfindenden, positiven Bewegungsrichtung des Kreises A heraustreten 
muss, um in die ebendaselbst stattfindende, positive Bewegungsrichtung 


des Kreises B zu gelangen. 


Seien daher unter dieser Voraussetzung auf der Kugel vier Punkte 
a bed gegeben; die Seitenfliichen des durch dieselben gebildeten Te- 
traéders begegnen der Kugel in vier Kreisen A BC D, und zwar 
bedeute A speciell denjenigen Kreis, welcher den Punkt a nicht ent- 
hilt u.s.f. Zwischen den Winkeln, welche durch Vermittelung dieser 
Kreise in den gegebenen Punkten entstehen, findet eine grosse Zahl 
von Beziehungen statt; dieselben ermdglichen es, alle Winkel der gan- 
zen Configuration durch irgend zwei auszudriicken, die von einander 
unabhingig sind. Es geniige, in dieser Hinsicht die folgenden in die 
Augen fallenden Identitiiten zu erwihnen: 


(AB), + (B C), + (CA), =0, 
(2) (AB), + (BA), =22 ? 
(AB), = (BA),, 


die gegeniiber den weiteren Relationen dadurch erhéhtes Interesse ge- 
winnen, dass sie von den postulirten Bewegungsrichtungen der Kreise 
unabhiingig sind. 

Dienen die Punkte a b ¢ d insbesondere der Reprisentation der 
complexen Zahlwerthe z, 2 2 2a, so lasst sich die Function, die 
wir in der Gleichung (1) als das complexe Doppelverhiiltniss jener 
Punkte in Anspruch nahmen, unter Benutzung der niher bezeichneten 
Winkel in verschiedenartige Gestalten tiberfiihren, die siimmtlich den 
ausgesprochenen Zweck erfiillen, und von denen etwa die folgende: 


sit (AC), 


e—-i(AB), 
am iibersichtlichsten sein michte. 


Die Bewegungsrichtungen der Kreise, deren Annahme behufs einer 
unzweideutigen Bezeichnung der Winkel unumgiinglich war, haben auf 
die endgiiltige Form von 4 keinerlei Einfluss. Eine Umkehrung des 
Drehsinnes der Kugel dagegen fihrt ein gegegebenes Doppelverhiilt- 
niss in den complex conjugirten Werth tiber, wie denn iiberhaupt zwei 
Punktquadrupel zu complex conjugirten Doppelverhiiltnissen Anlass geben, 
so oft das eine aus dem anderen durch perspectivische Abbildung erzeugt 
werden kann. 

Die Lagenbeziehung von vier Punkten, die ein dquianharmonisches 
Doppelverhiltniss zu einander haben, ist geometrisch dadurch ausge- 
zeichnet, dass die drei Kreise, die sich in jedem der Punkte schneiden, 


14* 
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die Flichenelemente der Kugel, welche jene niimlichen Punkte um- 
geben, in je sechs winkelgleiche Sectoren zerfaillen. In diesem Falle 


befinden sich namentlich auch die Eckpunkte jedes der Kugel einge- 


schriebenen regulairen Tetraéders. 


Durch eine einfache Grenzbetrachtung erledigt ferner die Glei- 
chung (3) auch den Fall, in welchem die Kugelpunkte a b ¢ d zugleich 
in eimer Ebene liegen. Sie ergiebt alsdann fiir 4 einen wesentlich 
reellen Werth, und die dabei zu Tage tretende Begriffsbildung ist 
durchaus identisch mit derjenigen Vorstellung, welche in bekannter 
Weise die synthetische Geometrie von dem Doppelverhiltniss beliebiger 
vier Punkte eines Kreises, beziehlich eines Kegelschnitts entwickelt. 
Soll speciell ein Punktepaar c,d harmonisch liegen zu einem anderen 
a,b, so muss die riiumliche Verbindungslinie cd die Gerade ab, 
sowie deren conjugirte Polare mit Bezug auf die Fundamentalkugel 
treffen. 

Auf den Begriff des Doppelverhiltnisses lisst sich, wie ganz all- 
gemein im biniiren Gebiet, so auch bei der hier vorausgesetzten Dar- 
stellung desselben eine Coordinatenbestimmung griinden. Die Lage 
jedes Kugelpunktes c ist dann durch den numerischen Werth des Doppel- 
verhiiltnisses (a b cd) bezeichnet, wenn unter abd drei beliebig an- 
zunehmende Grundelemente der Coordinatenbestimmung verstanden sind; 
den letzteren kommen die Werthe 0 oo 1 zu, imsofern diese Zahlen 
aus dem supponirten Doppelverhiltniss resultiren, wenn c der Reihe 
nach in jene Grundpunkte selbst eintritt. Durch eine Netzconstruction, 
welche mit der fortgesetzten Aufsuchung harmonischer Punkte operirt, 
wird man in den Stand gesetzt, die darstellenden Punkte aller Zahlen 
4 =m- ni entweder unmittelbar oder doch mit jedem vorgeschriebe- 
nen Grade der Anniherung anzugeben. 


Der Begriff des Doppelverhiltnisses leitet auf die Zuordnung col- 
linear verwandter Punktreihen hiniiber, und an diese kniipft sich die 
Aufgabe, die Doppelelemente zweier solchen Reihen, als deren gemein- 
samer Triiger die Kugel gedacht wird, constructionsmiissig zu ermitteln. 
Kennt oder giebt man drei Punkte a 6 ¢ des einen und die entspre- 
chenden a’ b’ ¢ des anderen Werthgebiets, so erfolgt die Lésung des 
Problems durch den nachstehenden Satz: 

Man suche diejenigen drei Punktepaare auf, welche beziehlich 
gleichzeitig zu be’ und b’c, zu ca und ca und zu ab’ und a’b har- 
monisch liegen; die so bestimmten Punktepaare befinden sich, wie 
Hesse nachgewiesen hat*), in involutorischer Lage. Die Doppel- 


*) Hesse, Zur Involution, Borchardts Journal Bd. 63. 
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* punkte dieser Involution sind zugleich die Doppelelemente der vorgelegten 


Collineation. 

Der hierbei zur Verwendung kommende Hesse’sche Satz ist we- 
sentlich eine in das biniire Gebiet tibertragene Interpretation*) des 
Pascal’schen Theorems iiber das einem Kegelschnitt eingeschriebene 
Sechseck, und diesem Theorem ist neuerdings von Herrn Klein in 
anderer Richtung eine Ausdehnung auf den Raum gegeben worden. 
Als das Werkzeug dieser Verallgemeinerung dient ein neues Ueber- 
tragungsprincip**), vermége dessen die Kugel, welche der Darstellung 
von «+ iy dient, zugleich die Bedeutung der Fundamentalfliche einer 
projectivischen Maasshbestimmung erhalt; und fiir den erweiterten Pas- 
cal’schen Satz wird dadurch insbesondere der Ausdruck gewonnen, 
dass ,die gemeinsamen Perpendikel der Gegenseiten eines in das Fun- 
damentalgebilde eingeschriebenen Sechsseits ein gemeinsames Perpen- 
dikel haben“. Von den beiden gemeinsamen Perpendikeln, die in Wahr- 
heit, und zwar als conjugirte Polaren mit Bezug auf die Kugel, auftreten, 
ist dabei nur dasjenige zu beriicksichtigen, welches die Fliche in reellen 
Punkten trifft. Fiir die obige Fragestellung haben diese Schnittpunkte 
wieder die Bedeutung, die Doppelpunkte der vorausgesetzten projecti- 
vischen Zuordnung zu sein. Dem riiumlichen Sechsseit liegt die 
Reihenfolge bc'ab’ca’ seiner Ecken zu Grunde, wenn die Zuordnung 
der Punkte die vorhin angenommene ist. 

Zu seiner geometrischen Durchfiihrung bedarf das behandelte Pro- 
blem der Construction des Punktepaares, das gleichzeitig zu zwei ge- 
gebenen Paaren aa’, bb’ harmonisch liegt, oder nach der Ausdrucks- 
weise des erwihnten Uebertragungsprincips der Aufsuchung des gemein- 
samen Perpendikels zweier riumlichen Geraden. Diese Construction 
geschieht***) wie folgt: 

Man lege durch ab’ zwei Ebenen, von denen die eine den Punkt 
a, die andere den Punkt b enthilt. Den Winkel, welchen beide auf 
der Kugel einschliessen, halbire man durch diejenige Ebene H, des 
Biischels ab’, welche die Gerade a’b im Innern der Fliche trifft. In 
aihnlicher Weise construire man zu den beiden Ebenen a'ba, a'bb’ 
eine neue Ebene H,. Die Schnittlinie Z von H, mit H, ist das ge- 
suchte Perpendikel, oder also der Schnitt von Z mit der Kugel das 
gesuchte Punktepaar. 


*) Vgl. Hesse, Ein Uebertragungsprincip. Borchardts Journal Bd. 66. 

**) Vgl. die Anmerkung ***) pag. 209. Nach der Natur des genannten Ueber- 
tragungsprincips ist an die — projectivische — Perpendicularitat zweier rium- 
lichen Geraden stets auch die Bedingung gekniipft, dass die betreffenden Geraden 
einander schneiden. Es ist das weiterhin im Text die ausdriickliche Voraussetzung 
aller diesbeziiglichen Constructionen. 

***) Nach einer miindlichen Mittheilung des Herrn Klein, 
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Fasst man, wovon bisher Abstand genommen wurde, 2, y selbst 
wieder als projectivisch allgemeine Veriinderliche auf und gestattet 
ihnen demzufolge, von neuem complexe Werthe anzunehmen, so cha- 
rakterisirt sich die Aufgabe der Doppelpunkte als eine biquadratische; 
die Gleichung vierten Grades, von der ihre Lésung abhingt, hat in- 
dess den Affect, durch Ausziehen einer Quadratwurzel in zwei quadra- 
tische Gleichungen zu zerfallen. ‘Trifft das vorhin erwihnte Perpen- 
dikel die Kugel in den beiden Wurzelpunkten der einen, so sthneidet 
dessen conjugirte Polare die Fliiche in den beiden Verschwindungs- 
punkten der anderen Gleichung. 

Sind endlich die Doppelelemente e, e, bekannt, so findet man auf 
Grund der Steiner’schen Construction zu jedem beliebigen Punkte d 
den collinear verwandten d’ durch die Bedingung, dass nach Hinzu- 
nahme irgend eines Paares entsprechender Punkte aa’ die Geraden d'a, 
da und e,e, ein gemeinsames Perpendikel zulassen miissen. 


Nach Erledigung der bisherigen allgemeineren Fragestellungen 
wurde eine Reihe von Betrachtungen aus der Theorie der cubischen 
und biquadratisehen Formen aufgenommen; und zwar bin ich dabei 
von Untersuchungen ausgegangen, die fiir die Ebene und mit anderen 
Hiilfsmitteln zum Theil schon durch Beltrami*) ihre Behandlung ge- 
funden haben. 

Die geometrische Veranschaulichung der Formensysteme der ge- 
nannten Formen kniipft an eine von Herrn Klein herriihrende Darstel- 
lung an, auf welche derselbe neuerdings wieder aufmerksam gemacht 
hat**). Es geniige deshalb, dieselbe hier zu erwihnen; und nur, um 
tiber spiitere Bezeichnungen keinen Zweifel zu lassen, mag noch auf zwei 
oder drei Punkte ausdriicklich aufmerksam gemacht sein. Die Formen 
der Schaar xf -+ 4H erweisen sich nach Seite ihres geometrischen Ver- 
haltens gegeniiber der Gesammtheit der Parameterwerthe x : A als voll- 
kommen gleichartig; man kann sie deshalb selbst kurzweg durch f an- 


deuten. Die Repriisentation einer solchen Form f werde durchgehends 
durch vier Punkte 


2) .8 

a—b—e 

>—a—b ec 

f,:—a b—e 
bewerkstelligt. Dus rechtwinklige, durch den Kugelmittelpunkt gelegte, 
Axenkreuz schliesslich, auf welches sich die hierdurch implicirte Coor- 


*) Beltrami, Ricerche sulla geometria delle forme binarie cubiche, Acca- 
demia di Bologna 1870. 


**) a. a. O-:pagg, 194, -192 des vorliegenden Bandes. 





Beitriige zur geometrischen Interpretation biniirer Formen. 215 


dinatenbestimmung bezieht, begegne der Fliche in drei Punktepaaren, 
die, mit Riicksicht auf die gleichbenannten Coordinaten, beziehlich AA’, 
BB’, CC’ heissen mégen. 

Bei den cubischen Formen hat die Aufsuchung der quadratischen 
Polare eines beliebigen Kugelpunktes mit Bezug auf die Grundform 
einiges Interesse. Ihre geometrische Construction wird durch die fol- 
genden beiden Siitze geleistet: 

Die quadratische Polare P, eines auf dem Aequator gelegenen Punk- 
tes y gehirt dem Aequator selbst an; sie ist definirt durch die beiden 
Punkte, in welchen die Kugel von einer Geraden geschnitten wird, die 
ihrerseits als das gemeinsame Perpendikel der Nord- und Siidpol ver- 
bindenden Axe und derjenigen Linie auftritt, welche von dem festen 
Punkte — 1 nach dem zu y complex conjugirten Punkte t fiihrt. 

Soll die quadratische Polare P, eines beliebigen Kugelpunktes z er- 
mittelt werden, so suche man zuniichst die Polare P, eines irgendwie 
auf dem Aequator angenommenen Punktes y auf und bestimme alsdann 
die lineare Polare Py, von 2 mit Bezug auf P,. Darnach ziche man 
wieder die Axe Nord-Siid und verbinde ausserdem y mit dem Punkte 
P,,. Das gemeinsame Perpendikel dieser beiden Geraden begegnet der 
Kugel in der geforderten Polare P,. 

Das Verhalten der biquadratischen Formen begriindet eine Kin- 
theilung der Kugelfliiche, die zu der krystallographischen Form des 
Hexakisoktaéders in innigster Beziehung steht. Sie beruht darin, dass 
man die Octanten der Fliiche, deren Ecken in den darstellenden Punk- 
ten der Covariante sechsten Grades 7 liegen, vermége grésster Kreise, 
welche jene Ecken mit den Mitten der gegeniiberliegenden Seiten ver- 
binden, in je 6, die Kugel iiberhaupt also in 48 rechtwinklige sphii- 
rische Dreiecke zerfillt. Diese letzteren sind einander congruent oder 
symmetrisch gleich und kénnen dementsprechend in zwei Kategorieen 
von 24 Dreiecken zusammengefasst werden. Zwischen die Dreiecke 
der einen sind die der anderen Art schachbrettiihnlich eingelagert; die 
einen werden von je 6 Formen f beherrscht, die das nimliche Doppel- 
verhiltniss besitzen, und die nach einem einfachen Gesetz in jedes 
Dreieck einen Punkt entsenden; tiber die anderen verbreiten sich 
gleichzeitig 6 Formen, deren Doppelverhiiltniss zu jenem ersteren com- 
plex conjugirt ist. 

Durch die Lage von f, ist die Form f eindeutig auf der Kugel 
festgelegt, und man kann, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, 
die Beweglichkeit von f, etwa auf die beiden Octanten einschriinken, 
fiir welche sowohl a als auch b einen positiven Werth hat. Versteht 


man dann unter 
D, = (f fe fs fr) 
das Doppelverhiiltniss des Punktquadrupels f mit ausdriicklicher Be- 
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tonung der Reihenfolge der einzelnen Punkte, so ist auch dieses zu f, 
und weiterhin zu der Form f iiberhaupt in eindeutig umkehrbare Be- 
ziehung gesetzt. Das Verhalten von f wird durch diese Festsetzung 
dahin modificirt, dass in dem von 12 Dreiecken gebildeten Kugel- 
zweieck, tiber welches f, wandert, je 6 Dreiecke derselben Art bezieh- 
lich von 6 zusammengehérigen Werthen 
1 1 a1 a 
oot et. Sekt en eee 

der Function D, in Anspruch genommen werden. 

Unter Anwendung der Gleichung (3) gewinnt man die folgende 

Relation : rae ee wee 
r— —4a0Ct = ct 
(4) Dy = Taper — — Sarre)? 
in welcher eine Zuordnung positiver Werthe von ¢ mit der positiven, 
negativer mit der hegativen imaginiren EKinheit vollzogen ist. 

Gleichwie die Grundform f durch ihr Doppelverhiiltniss D,, kann 
auch die biquadratische Covariante H derselben durch ein Doppelver- 
haltniss Dy, definirt werden. Zwischen beiden Functionen besteht die 
Bedingungsgleichung 
(5) D;? + 2(Dy—1)D; — Dx = 0. 

Durch die oben genannten sphirischen Mittellinien wird jeder 
Octant auf verschiedene Arten in zwei Hiilften getheilt; durch die vor- 
stehende Bedingungsgleichung wird die Abbildung jeder beliebigen der- 
artigen Hialfte auf die ganze Fliche eines angrenzenden Octanten ver- 
mittelt, insofern der die Form H definirende Punkt H, iiber einen sol- 
chen Octanten hinliuft, wenn f, die Hilfte eines benachbarten Octanten 
iiberdeckt. 

Des genaueren kann man, wenn f auf der Kugel gegeben ist, die 
darstellenden Punkte von H mit Hiilfe einer geometrischen Construction 
finden*), die mannigfacher Modificationen fahig ist, und die es des- 
halb bequem sein wird, in einer concreten Form durchzufiihren. 

Als das wesentliche des betreffenden Verfahrens ist von vornherein 
zu bezeichnen, dass sich dasselbe in drei gesonderte Schritte auflist, 
da es nimlich, wenn etwa F’, H’ Punkte bezeichnen, die zu f, H in 
geeigneter Beziehung stehen**), aus f den Punkt F", aus diesem sodann 


*) Die Begriindung dieser Construction, die tiber den Inhalt meiner in Rede 
stehenden Arbeit hinausgeht, behalte ich einer weiteren V eréffentlichung vor. Eine 
vorliufige Mittheilung derselben, die indess das Problem unter etwas abgeiinder- 
ten Voraussetzungen behandelt, habe ich in den Sitzungsberichten der Erlanger 
phys.-med. Societit — Sitzung vom 12. Juli 1875 — gegeben. 

**) Diese Punkte erweisen sich im Verlauf der Untersuchung geradezu als 
lie Repriisentanten von D, und D,, vorausgesetzt, dass man C’C A in der friiher 
bezeichneten Weise als die Coordinatengrundpunkte 0 » 1 betrachtet, 
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Beitriige zur geometrischen Interpretation binirer Formen. YQ1T 


H’ und aus dem Punkte H’ endlich den Ort der Form H entwickelt. 
Im einzelnen gilt in dieser Hinsicht folgendes: 

Man ziehe die beiden Geraden f, f,, ff, wnd fille gegen jede derselben 
ein Perpendikel*) aus C’; beide Senkrechten migen die Kugel noch in den 
Punkten T,“), 0, treffen. Ein gegen die Verbindungslinie dieser leteteren 
aus A gefiilltes Perpendikel begegnet der Fliiche im Punkte F’. — Aus F’ 
fille man ein Perpendikel gegen die Gerade AC, welches den Punkt F”, 
und aus A ein Perpendikel gegen F’ C, welches den Punkt F’” der Kugel 
festlegen mige. Eine Senkrechte, die aus F’’ gegen das gemeinsame Per- 
pendikel von CC’ und EF" F” gefiihrt wird, schneidet die Kugel im Punkte 
H’. — Hat man H’, so ziehe man H’ A und bestimme das gemeinsame 
Perpendikel von H’ A und CC’; die Punkte T,, 1, , in welchen dieses 
letatere die Kugel schneidet, verbinde man mit C’. Das gemeinsame Per- 
pendikel gegen AA’ und C'T,\) trifft alsdann die Kugel in den Punkten 
H,, H,, das gemeinsame Perpendikel von AA’ und C’T,) in den 
Punkten H,, H, der gesuchten Form H. 

Erwiihnt mag noch sein, dass die vorstehend geschilderte Con- 
struction von H aus f im Ganzen auf 48 verschiedene Arten vollzogen 
werden kann, insofern die drei verschiedenen Méglichkeiten, die Form 
f in zwei Punktepaare auseinander zu legen, und anderweitige Ab- 
iinderungen insgesammt auf die Existenz von 48 verschiedenen Punkten 
F’ fiihren, die fiir das Problem durchaus verwandte Bedeutungen haben. 
Diese Punkte, unter sich in linearem Zusammenhang, vertheilen sich 


- auf 12 Quadrupel der Schaar xf-+ 4H; die letzteren kann man der- 


artig entstehen lassen, dass sie sich in drei Gruppen von vier Quadru- 
peln sondern, deren jede speciell auf eine der drei Coordinatenaxen 
bezogen erscheint. Die gemeinte Beziehung findet ihren Ausdruck 
namentlich darin, dass einer solchen Gruppe zugleich mit eimem Qua- 
drupel immer auch dasjenige angehért, welches man aus ihm vermége 
einer Rotation durch 90° um die zugeordnete Axe erzeugen kann. — 
Innerhalb jeder Gruppe ist die Abhingigkeit zwischen correspondiren- 
den Punkten F’ und H’ wesentlich eine gemeinsame; die der Bestim- 
mung von H’ dienende Consiruction stellt sich demzufolge nur unter 
drei verschiedene Typen dar, die sich wiederum linear auf jeden unter 
ihnen zuriickfiihren lassen. 





*) Hinsichtlich der Art und Weise, wie ein solches Perpendikel zu verstehen 
ist, sei nochmals auf die Anmerkung **) pag. 213 verwiesen. 


Erlangen, Juli 1875. 














Zur Theorie der terniren cubischen Formen. 


Von Axen Harnack. 


Nachdem ich in einem friiheren Aufsatze*) gezeigt habe, wie durch 
die Parameterdarstellung der allgemeinen Curve dritter Ordnung die Inte- 
gration der Hauptcoincidenzcurven in der Connexschaar xQ’-+- 10° =0 
geleistet werden kann, erlaube ich mir hiermit eine Vervollstindigung 
der dort gefiihrten Untersuchungen folgen zu lassen. Dieselbe bezieht 
sich auf die allgemeine algebraische Formulirung der urspriinglich durch 
geometrische Betrachtungen mit Zugrundelegung einer kanonischen 
Gleichungsform gewonnenen Resultate. Unterweisung und wesentliche 
Férderung in der Durchfiihrung dieser Probleme habe ich Herrn Gor- 
dan zu danken. 

Im Folgenden wird zunichst die Gleichung der Integralcurven des 
Connexes Q vermittelst eines Eliminationsverfahrens abgelitet; dieselbe 
zeichnet sich vor den Gleichungen der iibrigen Connexcurven durch ihre 
besonders einfache Form aus und lisst eine Reihe geometrischer Ki- 
genschaften ohne Weiteres erkennen. Im letzten § werden durch eine 
cubische Gleichung die drei Werthe des elliptischen Differentiales in den 
Schnittpunkten einer Geraden und einer dieser benachbarten mit der 
Fundamentaleurve dargestellt, woraus sich daun die Integrationsmethode 
fiir die gesammte Connexschaar ergiebt. 


§ 1. 


Das vollstandige Formensystem der vier von einem Curvenpunkte 
ausgehenden Tangenten. 


Bezeichnet man mit x die variabelen Punktcoordinaten, mit § die 
festen Werthe eines beliebigen Punktes in der Ebene, so ist das Pro- 
duct der sechs Tangenten, welche vom Punkte & an die Fundamental- 
curve f = a,° = 0 ausgehen, durch die verschwindende Discriminante 
der in 4, mw cubischen Gleichung: 


*) Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir die Geometrie der 
Curven dritten Grades. pug. 1 dieses Bandes. 





in | 
unt 


sch: 
Sat: 





rch 


ing 
eht 
rch 
hen 
che 


des 
elbe 
ihre 


eine 
den 

der 
10de 


; die 
Pro- 
ntal- 
ante 


ie der 








Ueber terniire cubische Formen. 


(1) a+ 3 a wa,? a, + 3Awaza? + was = 0 
dargestellt, d. h. durch die Form gegeben: 


(2) ffs — 6 ffefelo +41 fe +4 fe lo — 3 hele =9- 

Wird insbesondere ein auf der Curve gelegener Punkt & betrachtet, 
demnach fs = gesetzt, so trennt sich der Factor fé ab und man 
erhialt: 

(3) Px! = 4a,°b2b2 — 3 a,?a,b.°b, = 0 


als Gleichung der vier Tangenten, welche sich, mit Ausschluss der 
Tangente in & selber, von diesem Punkte an die Curve ziehen lassen. 
In dieser Form, welche zwei Reihen von Veriinderlichen x und £ be- 
sitzt, kénnen umgekehrt # als feste, § als variabele Coordinaten auf- 
gefasst werden; auf diese Weise wird jedem Punkte der Ebene ein 
Kegelschnitt zugeordnet. Die sechs Punkte, in denen. derselbe die 
Fundamentalcurve schneidet, sind die dritten Schnittpunkte, in welchen 
die sechs vom Punkte x ausgehenden Tangenten die Curve treffen. 
Die Gleichung (3), welche wir fiir einen Augenblick symbolisch mit 
Tl? = 0 bezeichnen wollen, stellt also den dem Punkte x beigeordneten 
Kegelschnitt dar*). Die Formen, zu welchen derselbe Anlass giebt, 
und deren geometrische Bedeutung evident ist, sind: 

(4) (TIT u)? = 4f(Of+Au,”), (TTITTTT’)? = 16 fA. 

Im Folgenden soll indess die Gleichung (3) als in 2 biquadratisch 
in Hinsicht auf das vollstiindige System der ihr zugehérigen Formen 
untersucht werden. 

Da die Polaren des Punktes € in Bezug auf p,‘ identisch ver- 
schwinden, so erhilt man den fiir weitere Entwickelungen wesentlichen 
Satz: Jeder Ausdruck, welcher den symbolischen Factor p; besitet, ist 
gleich O zu setzen. 

Die Covarianten oder Invarianten aller derjenigen terniiren For- 
men, welche ihrem Wesen nach binire Gebilde — Punkt- oder Strahl- 
gruppen mit gemeinsamen Trigern — darstellen, werden durch Rin- 
derung der entsprechenden Bildungen, wie sie fiir binire Formen von 
gleicher Ordnung gelten, gewonnen. Bezeichnet dann & den Triiger des 
Fundamentalgebildes und enthilt der durch diese Rainderung mit w ent- 
standene Connex die Coordinaten w zur n'" Potenz, so zerfallt dieser Con- 
nex stiits in das Product von we" mit der gesuchten Covariante, wie aus 
der Multiplication desselben mit einem beliebigen Factor vg" hervorgeht. 
Die wirkliche Zerfiliung des Connexes in diese seine Factoren kann dann 


*) Cremona: Einleitung in die Theorie der ebenen Curven, iibersetzt von 
Curtze, p. 222. 
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vermittelst des Processes 0 = = sou ausgefiihrt werden*). Bei An- 


wendung dieser Methode ist darauf Riicksicht zu nehmen, dass die 
Gréssen § nicht beliebige Variabele darstellen, vielmehr an gewisse 
Bedingungsgleichungen (im vorliegenden Falle z. B. an die Relation 
a;* = 0) gekniipft sein kénnen. Die Forderung, dass der Connex in 
ein Product mit dem Factor wg" zerfalle, besteht dann nur unter Hin- 
zufiigung dieser Bedingung; die Ausfiihrung des d Processes erfordert 
also die vorangehende Ermittelung der mit dem verschwindenden Factor 
behafteten Glieder. In den nachstehenden Aufgaben sind indessen die 
iiberfliissigen Factoren durch directe Ausfiihrung der Ueberschiebung 
abgesondert worden. s 

Um die Covariante vierter Ordnung oder die Hesse’sche Form der 
vier von einem Curvenpunkte ausgehenden Tangenten zu erhalten, ist 
der Connex (pp'u)*p,’p,? aufzustellen. Derselbe liisst sich, wie aus 
einer einfachen geometrischen Ueberlegung oder auch aus der Identitit: 


(pp u)*ps*pa'vg? = (pp'v)*pa® pr? us? 
hervorgeht, in das Product der gesuchten vier Linien und den Factor 
ug zerlegen. Fiir die erste und zweite Polare eines Punktes y in Bezug 
auf p,* ergeben sich zuniichst die Werthe: 
(6) Po py = az°byb2+3a,? a,b, be?—3 a, ayagh," bg, 

Pa py? = —a,? ab? bs +2a,? a,b, be? +2 a, a,b, be? —2 a, ay, agbzbybg, 
so dass die zweite Ueberschiebung von p,‘ iiber sich selber die Form 
annimmt: 

—fe(apu)agp.’+ 2 (apu) (bpu)as*b;? ps? +2 fp(apu) asp.” 
—2(apu) (Opu)azag bebe p,”. 

Unter Anwendung des Identitiitssatzes auf die drei letzten Glieder 
und stiiter Verwerthung der fiir den symbolischen Factor p; geltenden 
Kigenschaft transformirt sich derselbe in das Aggregat: 

(6) fg(apu)*agp.? + 2ugazb;(abp){ pe (abu)—ue(abp) } p?-+ 2u4? 0," ps*pa* 
Nur die Entwickelung des ersten Gliedes erfordert hierbei einige sym- 


bolische Rechnungsoperationen, um den Factor u;? aus dem gesammten 
Ausdrucke ausscheiden zu lassen. 


Man findet zunichst fiir (cpw)?cep,? den Werth: 
2 az’ be* cz (acu) (beu) +b, bec: (acu)? (2a, b:—bz az) —2azb, agbece (acu) (beu). 


Durch Anwendung des Identitiitssatzes auf den Factor b:(acu) des 
zweiten Gliedes gewinnt diese Summe die neue Gestalt: 


*) P. Gordan: Ueber Combinanten, Math, Annalen Bd. V, p. 95. 
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2c:*(abu) (acu) arb, be — (abc) be cg(acu) {2a,b:—bzag} Us, 
die schliesslich, wenn in dem ersten Gliede nach Vertauschung der 
Symbole a und b die halbe Summe des alten und neuen Ausdrucks 
gebildet, in dem dritten nochmals der Identititssatz fiir das Product 
ion b,(acu) benutzt wird, zu dem Endresultate leitet: 





in (7) es(cpu)?p,* = — 6 (abe) (acu) az bz bgcsug — a, a? Up Ug — Oy? HUE? . 
in- 
ert Stellt man nunmehr die einzelnen Glieder der Gleichung (6) zu- 
hai sammen, so ergeben sich in entwickelter Darstellung der Reihe uach | 
dis die vier Werthe: 
ing + 6f2a9 90, Osa, agus —fe Or Og? Uz Us — fem,” agus, 
der fg) 2uzO, O:us {fasaz? + 3frasa.—3feasazag} , 
ist — Luts {— fees @:?+- 299 ¢z7d:?O, Os: +2 fora,” a — 2egd9CzCedzdeO, Oz} , 
me Que? {—fea,2a:+ 2e9docz2dz?O,.2+2 feu — 2c9doczc¢ded:O,*} . 
it: 
Da die in der dritten und vierten Reihe durch Vereinigung von je 
zwei Gliedern entstehenden Ausdriicke: 
tor 
nN 
Lug 2c9ds 0, Or¢rd:(cdxké) = 0,0; 05? (9 x€)?, 
“NN 
2c9d39,7c,dz(cdx&) == 0,?05? (8 x§)? *) 
be identisch verschwinden (Clebsch und Gordan: Ueber cubische ter- . 
ie nire Formen, diese Annalen Bd. VI, p. 448), da ferner fiir die Glieder 
ais der zweiten Reihe die Relationen bestehen: 
(9) 0, Osus aga? = 4 ugazay? —Luz,as, 
; 0 Osus ag dz? = $ Up Gy? as — fuga’, 
rs so lisst sich der Summe aller vier Reilen die nach ug und us? geord- 
ve nete Form geben: 
den 
ue {fa. 0g? — 3fza,?as+ 3fea.?} — hugs {far—3feaeay + 3fpa,? as} , 
pa’. Nach der Identitiit (p. 453): (aazt)? =O verschwindet hierbei 
ymi- der Coefficient von u,ug. In Symbolen a und « geschrieben, lautet 
ten mithin die gesuchte Hesse’sche Covariante der Form p,': 
(10) de! = Gz3 0, 03% — 3az2az0rg2 a: + 3azaz?a,’. 
Um die Covariante sechster Ordnung von p,', sie moge mit r,° 
cu). bezeichnet werden, zu erhalten, ist die erste Ueberschiebing von p 
des ‘ hii ; 
*) Es sind hierbei mit ae die Unterdeterminanten bezeichnet: 
zk, = %,&, — x36 u. 8. W. 
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mit q aufzustellen; der Connex (pqu)p,*q,° ist alsdann gleich dem 


ers 
Producte ugrz®. Die Absonderung des iiberfliissigen [I'actors bildet be 
wiederum die zuniichst liegende Aufgabe. Bringt man die erste Polare du 











eines Punktes y in Bezug auf q,‘ in die Form: 


“Nn 
(11) ge°qy—= Saye,(aax§)?+- a, a, (az? a2? — 6a, aga, a¢-+ Gas? o,”) 


und transformirt diese vermittelst der Identitit: 


A A di 
(aax§)* aya, —= (aaxt) arty, nl 
so erhailt man zwei Weisen der Darstellung, die im Folgenden zur gi 
Verwendung kommen sollen: 
(12) Ga? Qy = My (fag? —3fga,0¢+ 3fea,") ( 
= (az? @,0;—2a,aga,”) (ayag — ayag) + ayag?a,’. 

E 

Die erste Polare in Bezug auf p werde in der Form: 

“~ 

(13) Px* Py = f ya; + 3.az*bzbs(aby&) , 
zu Grunde gelegt, so dass sich fiir p,*q.5(pqu) die Relation bietet: | 
(14) ps qe*(pqu) = fas’ (aqu)q.>+ 3a," bz bz(bs(aqu) —az(bqu)) 4. 

— Saz*bz bs (qab) qz® use — fag’ (qau)q.’*, 
weil wiederum g,°q:— 0. Hier lisst sich nun in zweckmissiger Weise f 


das erste Glied durch die sub (12) zuerst gegebene Polarenbildung, das 
zweite dagegen vermittelst der zweiten dort aufgestellten Form ent- 
wickeln; man findet auf diese Weise mit Beriicksichtigung der Relation 
a;* = die neve Form: | 


(15) —3uza,2b,b:(aba) {fag?—3 fea, o¢+3fo0,?} + usfag? (aba) (by? a, a —2dedgee" 


Der Factor wu; ist demnach, wie erforderlich, ausgesondert worden. 


P,' ce * (pau) 
ri 


Ks eriibrigt nur noch den gefundenen Ausdruck: , den wir 


mit Benutzung der aus der Gleichung b,b:(ab«) (aaxt)? 0 hervor- 
gehenden Identitiit: 


nbz bz ag? (aba) = — a:b, b:a,?(aba) 
wie foigt schreiben kénnen: 
(16) r2°5—=—f(aba) {a,2bebgas?— az?b,2 a, az} +3 fsaz asd, b,(abe)(abst) 
§ fir ce? ag be (aba) (aba) 


durch bekannte Formen des Systems darzustellen. Da die einzelnen 
Glieder, welche hier auftreten, in Punktcoordinaten von der vierten 


“~N 
Ordnung, in Liniencoordinaten, falls § — wu gesetzt wird, von der 
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ersten Classe sind, der Grad in den Coefficienten der Grundform finf 
betriigt, so leiten sie auf die Zwischenform ZL; dieselbe ist definirt 
durch die Werthe (a. a. O. p. 482): : 
L = } (abu) (abe) azbz a? — py Sfuz 
(17) = } (aad) (bau) a,2be de + yy Sits . 
Weil im vorliegenden Falle wan xt , also u, =O ist, so kann man 
direct Z den symbolischen Ausdriicken rechts gleichsetzen. Mit Be- 


nutzung der ersten Form entsteht fiir die erste Polare von L nach & 


gebildet die Gleichung: 
1 L; = 3 (abu) (aba) arb,a, a: + 3 (abu) (aba) azb,a,? 
(18) = }(abu)(aba)agbeteeg (w= xt). 


Ebenso findet sich fiir die zweite Polare: 
Le = } (abu) (aba) {azbeag? + 2azb,a2a¢}. 
Lést man hier das Glied (abzt) auf, so gewinnt dieser Werth die 


Form: 


(19) Le = 4 (aba) {az2bzbga:? — ag? bz? ez arg} 
= 4 (aba) {a,2b:2a,0g— az2bzb: a,"} . 

Schliesslich berechnet sich noch die dritte Polare: 

(20) Lg = 3 (aba) (abu) agb,a;?. 


Die Covariante sechster Ordnung der vier von einem Curvenpunkte 
ausgchenden Tangenten lautet demnach: 


(21) re = — 2{fle—3fzlg+ 3feL}, 


wenn in dem allgemeinen Ausdrucke von L u = xt gesetzt wird. Die 
Polare des Punktes § in Bezug auf diese Form muss identisch ver- 
schwinden, was sich in der That durch die folgenden Gleichungen 
bestiitigt: 
rors — §(fLe—3fLe+ 3fel,), 
(22) = — 3uL,(aLbzt), (L—Ls'm), 
“~ “~ 
= tugsa9(Oark)*(aaxk)a, = 0. 


Die geometrische Bedeutung von r,° = 0 ist bekannt. Die drei 
Wurzelpaare bilden die Doppelelemente der drei in jedem Punkte der 
Curve darstellbaren, fiir die Erzeugung derselben wesentlichen involu- 
torischen Strahlbiischel oder, was das Niimliche besagt, die drei corre- 
spondirenden Tangentenpaare, ausgehend vom Curvenpunkte § an die- 
jenigen drei Curven dritter Classe, welche als Cayley’sche der Curve 
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f = 0 augeordnet sind, wenn diese als Hesse’sche aufgefasst wird. Be- 
trachtet man hingegen ~ als beliebigen aber festen Werth, & als variabele 
Coordinaten, so liefert die niimliche Form gleich 0 gesetzt, fiir jeden 
Punkt der Ebene eine durch den Punkt x hindurchgehende Curve dritter 
Ordnung, mit der Eigenschaft, dass die neun Schnittpunkte, welche die- 
selbe mit der Fundamentalcurve gemein hat, verbunden mit dem Punkte 
x die neun Tangenten bestimmen, welche sich an die genannten drei Cur- 
ven von x aus ziehen lassen. Liegt der Punkt x auf der Curve / selber, 
so riicken sechs der Schnittpunkte beider Curven in diesen Punkt zu- 
sammen. 

Die Invariante i vom zweiten Grade in den Coefficienten der Grund- 
form p ergiebt sich aus der vierten Ueberschiebung dieser Form iiber 
sich selber: (pp’u)* nach Division mit dem Factor ug*. Behandelt man 
die beiden Theile von p,' = 4a,°b,b;? — 3 a,?azb,?b: = gz — ve! 
gesondert, so ist 

(pp'u)* = (py u)t — 2(pyu)t + (py ut. 
Die entwickelte Darstellung dieser Glieder liefert die Werthe: 
(23) (pg'u)t = 4(peu)* (pdu)d;* = 12(acu)*(adu)(beu) bed: 
= — 12us*(Oau)(Obu) a:*b;:, 

(24) —2(pyu)'= — 8 (weu)’ (pdu) d:?=— 24 (acu) (adu)(beu)? asbsd?* 

=24u 5? 0:(Oau) i te b;* 

=12us?Oz:agb; (abu) {us(0ab)— O:(abu)} , 
(25) (wy u)t—=3 (weu)* (pdu) esd; 

=3 (us*O;*)? + 6 (acu) (beu) (adu) (bdu) azbgceds. 


Durch Anwendung des Productsatzes auf das zweite Glied dieser letzten 
aia transformirt sich dasselbe in: 


— ft agbzegd; ((acu)(bdu) —(beu)(adu))?? = 


Je 


so dass: 
(wy'u)* = 6 @?. 
Transformirt man den Ausdruck (23) mit Benutzung der Identitiit: 
agbrus? (Oz(abu) — ug(abO))? = agbeus? (azs(O bu) — bz(Oau))?, 
so wird derselbe gleich: a 
6 6? + 6 uz* asb:us* (ab 0)? — 12 asus? (Obu)? b; 
— 12 usasb:Ozus? (abu) (abd), 


sss ™s 


so dass die Summe der Formen (23), (24) und (25) den Werth an- 
nimmt : 


(26) (pp'u)* = 6u;? arbsus*(abO)? — 12a;°(Obu)* beng? 
= Sut — 4a = us (a. a. O. p. 447). 
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we Da im vorliegenden Falle ag’=0 ist, so ist die gesuchte Invariante: 
» .__ (pp'w) 
“ (21) i— GEM — 5. 
. Um schliesslich noch den Werth der Invariante j = (p rey zu 
te ermitteln, lisst sich ein einfacher Weg einschlagen, welcher durch 
ir Deltairen (Substitution der Coefficienten von A) der fiir jeden Werth 
er, yon & identischen Gleichung (26) gewonnen wird. Ist niimlich: 
u- Sus! = (pp'u)'+ 4a% Zug, 
so ist: 
d- (28) dO S-ust = 47 ust = 2 (pdpu) + 4 a8 Luz+ 12a Tu 
a2 eine gleichfalls fiir jeden Werth von & identische Relation, die, wenn 
% die Bedingung a;* = 0 aufrecht erhalten wird, zur’ Gleichung fihrt: 
’ (29) (pdpu)* = 2 Tug — 2 ag dust. 
Der Werth von dp ist gemiss der Gleichung (3): 
(30) pz! = 4a, fea+ 4 fa,ag? — 6 fea? ag. 
Setzt man denselben gleich 2¢,4 + @,', so wird (pdpu)! = 2(pqu)! 
+ (peu)', wobei nach Gleichung (10): 
: (31) Or! = 2 fa,a:? — 2 fea,’. 
Demgemiiss ist, indem man von der Form p,*p,=3a,?bz bs(at by&) 
+ az°b,b* ausgeht : 
(32) (poeu)!+2a5uzi—=2 (peu) (pau) as?—2(peu)(pau) c?+2ahusX 
=6 (acu)? (beu)b; (ab au E)a?+2a3uz& 
ten NA 
+6 (cau)? (bau) be (be au §) ag*. 
Wird das Klammerglied des ersten Ausdrucks aufgelést, so erhalt das 
eine Glied den Werth: 
6 (acu)? (beu) (abu)bea’ = — 2 a> ugk, 
so dass die Gleichung (32) in die Differenz iibergeht: 
— 6 (acu)? (beu) (aba) bees? + (cau)? (bau) (abc)ag?bg} us 
= — 6 {(acu)?(beu) (aba) bea? + (cau)? (aba)(beu)ag?b<} ug 
= — 6(beu)(aba)beuz {(acu)a: — (cau) az}? = 0. 
Demnach ist, wie zw erwarten war: 
all- 


(33) ja ee nf. 


wihrend bei Beriicksichtigung der mit dem Factor a;* behafteten Glieder 
die volle Identitét lautet: 
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(34) (pqu)t = Tus! — 4 aSTuz + 2 aA. 


da bei der Auflésung des letzten Gliedes der Gleichung (32) noch der 
Ausdruck: 


(cau)? (bau) (beu) bea? = as (—3A+4Tus) (a.a. O. p. 487) 
auftritt. 


§ 2. 
Die Elimination der Gréssen § aus den Gleichungen: 
ai=0, xpP+iAage=—0, u=—0. 


Die lineare Verbindung der Formen p,‘ und q,', sie werde mit 
“xp.* + Aq, bezeichnet, bestimmt, gleich 0 gesetzt, fiir jeden Werth 
von x, 4 in allen Curvenpunkten § je ein Quadrupel von Linien, dessen 
absolute Invariante zufolge des Satzes von der Constanz des Doppel- 
verhiltnisses der vier Tangenten, voéllig unabhiingig vom Werthe &, 
nur durch die Invarianten S und 7 und die fiir x, 4 gewiihlten 
Werthe bedingt ist. Es soll im Folgenden das Umhiillungsgebilde er- 
mittelt werden, welches durch die in allen Curvenpunkten bei festen 
Werthen von x, erzeugten Quadrupel entsteht. Da die vorliegende 
Form in & quadratisch ist, durch jeden Punkt der Ebene demnach je 


sechs Linien der charakterisirten Art hindurchgehen, so ergiebt sich 
als vorliufige Bestimmung, dass die Einhiillenden ein System von alge- 
braischen Curven sechster Classe bilden. 


Die Durchfiihrung des gestellten Problemes erfordert die Elimination 
der Grissen — aus den drei Gleichungen: 


up? +iAg?=tr?=—0, a? =—0, w—O0, 


wobei noch die Relation u, = 0 wesentlich ist. 

Die Resultante zwischen der Curve a;° und dem Kegelschnitte 7;’, 
welche das Product der sechs gemeinsamen Schnittpunkte darstellt und 
durch welche diese Elimination geleistet wird, hat bekanntlich die 
Form *): 

(1) R= (aru)? (bru)? (ar’u) (btu) — 2(abu)*(aru) (bru) (tr u)’. 

Die zweite Ueberschiebung zweier Formen 1;?, 1:2 soll im Folgen- 
den der Kiirze halber durchgehends mit [rr] = (rt’u)? bezeichnet 
werden. 

Nach Anwendung des Productsatzes auf den symbolischen Factor 
(atu)? (br'u)? des ersten Gliedes in R lisst sich sonach mit Kinfih- 


rung dieser Bezeichnung, sowie der Symbole von ©, die Resultante 
durch die neue Form ersetzen: 


*) Clebsch: Biniire Formen, p. 90. 
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(2) R= (aru)(btu) (aru) (bru) (ac’u)(be" u) — 3 [Or] [r’r’], 
welche den Ausgang fiir die nachfolgenden Rechnungen bilden wird. 
Man bringe den Ausdruck r;* auf die Form: 
«(fasa:? + $0." (Oxt)) + 1(—Fesag + faraZd + $H.%(928)') 
= (xf+$4A)a.az? — 5 fezag + 3 (x02 (9x)?++4H.2(y2b)?) 
= 9 + (x8 +H) (62k)? = tr, 


wobei also: 





gS PFD) Aras — 5 face? = wayay + vega? 
} (xO + 2H) (oxk)? = } (xO,?(Ox€)?+ 4H,?(nxt)?). 
Die Symbole o sind dadurch charakterisirt, dass u,2—=1 ist. 


Fiihrt man diese Werthe von 1;* in die Gleichung (2) ein, so ergeben 


sich vier Reihen, je nachdem 0, 1, 2 oder 3 der Symbole zt durch Gx oder 
@ ersetzt werden. Kine einfache Rechnung lehrt, dass die auf solche 
Weise gewonnenen dritten und vierten Reihen sich gegenseitig auf- 
heben, so dass zufolge der Relation u,?—=1 und u,=0 die Gleichung 
(2) die Form annimmt: 


(4) R=(aeu)bew)(ag'u)(bo' wu (ag ube" u) —3[O 0] [o’ 0] 
Spine nanapdppndeeandadat Bel —40[ee’]—e.?[Oe]} 
=R,+$(xO+AH)R 


Dabei lassen sich ohne Weiteres die Werthe berechnen: 
[Oo] =— + ffoA}=—4ZAfA (da [O/]=0, falls u.—0), 
log ]=wO + 2urH + wK. 

Fiir das Folgende sind iiberhaupt die Definitionen fiir A und M 
erforderlich, die hier gleich vorangestellt werden mégen. Unter der 
Bedingung u, = 0 ist nimlich*): 

(6) A=—4§[fH]}—3[A0], M——3[fkK]—3 [AH]. 


Ferner definiren wir noch: 





(5) 












F,=[0H]=42", F,—[@K]=[HH]—— 2 F +331, 


ime S? F . 
ni a +T?, F,=[KK]=— a F+38iT-472. 









*) A. a. O. p. 487. In der zweiten fiir A aufgestellten Formel ist hier ein 
Druckfebler zu verbessern. Dieselbe-muss heissen: 


A=-+ j (aau) (bau) (abu)a, —} Tu,. 
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Die entwickelte Darstellung der Grésse R, erfolgt durch die Sub- 
stitution der Werthe wa,a;’ + va,a;? = og’. Auf die vier Glieder, 
welche sich dadurch ergeben, ist der Productsatz anzuwenden und man 
erhilt auf diese Weise die Gleichungen: 

beu) (adu) (bdu) (aeu) (ben) cz dee, =— 4 Ff. 
) (acu) (beu) (adu) (bdu) a, ¢,dz =4O0[OA|—4AF, 
) (bBu) (acu) (beu) a, Bz ee =H Hf | —tf F,, 
) (bBu) (ayu) (byu) eB. y2=H[HA]—4K[OA]—4AF,. 

Summirt man diese Glieder, welche beziiglich mit den Factoren 
pw, 3u?v, 3uv’, v® multiplicirt sind, und ordnet dieselben bei EKin- 
tragung der Werthe fiir u und v nach Potenzen von x, 4, so findet 
man schliesslich die Endformel: 


(9) R\=— 4 F ft —GPAP A+ (—EfP A? F—EPHA—ff'tF,) x2 
+(—#fPAHA—$f(2AF, — py fSHM+ 4/3 KA) A. 


Die explicite Darstellung der Grésse R, liefert das Resultat: 


(10) $(x@+-4H) R=} (xO+-AH) {azbz(agu)? we O[ee']—[Gele.*} 
—$(xO+-2H) {(wO+ vH)?— O(u2O + 2 wrH-L vk) 


+ peice: 
—3f°AOx2A-+ x2? oie H?—@K)0-+-3/2AA8) 
+ 43(2f2(H?— @K)H+ 3f2AAH). 


Durch Addition der Gleichungen (9) und (10) folgt unter Beriick- 
sichtigung der Identitiit: 


(KO—H?*) — # (AA—fM) (a. a. O. p. 485) 
der Werth: 


(11) R—=«(—4 Ff) +04 (—4PAF + 3f2A0) 
4 ni?(— 3 PAF + EfAH + 4 /2OA-+4 3fOM— 3f'h,) 
+PGPHMTIPKA—{PAF), 


ein Ausdruck, aus welchem der Factor f? ausscheidbar ist; wird dieser 
Factor, wenn R-=0 gesetzt wird, fortgelassen, so sind die Grdssen 
x noch in der sechsten Potenz, scheinbar mit « verbunden, vorhanden. 
Da indess das Resultat der Elimination eine Curvengleichung von der 
sechsten Classe liefern soll, so miissen ausser der bereits benutzten 
Relation zwischen A und M noch anderweitige Beziehungen fiir diese 
Formen bestehen, durch welche sich die Gréssen x von den Gréssen 
abtrennen lassen; die Ermittelung dieser Beziehungen bildet daher die 
nachstliegende Aufgabe. 
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§ 3. 
Relationen fiir die Hauptcoincidenzen der Connexe A und M. 


Geht man von den identisch verschwindenden Formen aus: 
a,b, 0,(abu)(aau) (bau) = 0, 


(1) att, B_ (anu) (aBu)(aBu) = 0, 


so liefern dieselben nach einer einfachen symbolischen Umformung 
unter Hinzuziehung der Bedingung uz = 0 die Relation: 


a,"H,(Hau) — a@,?0,(Oau) = 0, 
a,"H, (Haw) — az? K, (Kau) = 0, 


(2) 


Durch die ersten Ueberschiebungen dieser beiden Formen mit einer 
Form oe,” entstehen die neuen fiir u, = 0 identisch verschwindenden 
Ausdriicke: 


Gz? 02(H ou) (Hau) — 2az 0,Hz(gau) (Hau) — a, 92(O eu) Oau) 
+ 2a,0,9,(9au)(Oau) = 0, 


&z? @z(Hou) (Hau) — 20,02H,(eau)(Hau) — az? e2(Keu) (Kau) 
+ 24,02 Kz(eau)(Kau) = 0. 


(3) 


Nach dem Productsatze lassen sich diese Gleichungen, wenn die 
Gleichungen (6) des vorigen § benutzt werden, transformiren in die 
Formen: 


(4) 2°A = $H[fe] — 3 O[Ae] — $flHe] + 3 A[Se], 
© Qe” M=$ K[fo] — } H[4e] — $f[Ke] + 3 A[He). 

In diesen Gleichungen bedeutet 0,? eine voéllig willkiihrliche Form; 
dagegen besteht die Giiltigkeit derselben nur unter der Bedingung 
u, =. Setzt man nun insbesondere in die erste dieser Gleichungen 
fiir 9,2 der Reihe nach die Werthe A, 0, H, K ein, in die zweite 
schliesslich den Werth K, so gewinnt man fiinf Gleichungen, welche 
die gesuchten fiir A und M bestehenden Relationen darstellen; es ist 
nimlich : 

3 AA — H[f4) — O[ AA] — f [HA] + 4[O4), 
3 OA — H[fO] — (40) — /[HO} + A989}, 
} HA — [fH] — O[AH] — f [HH] + A[OH], 
4 KA —H[fK] — O[AK] — f[HK] + [OK], 
% KM = K[fK] — H[AK] — f [KK] + A[HK]. 
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Dieselben lassen sich auch folgendermassen schreiben *): 
(10) AA=fM+4(KO—H%), 
(11) OA=$A F—4/F,—}$4 F—}f?, 
(12) HA=—40M+444F,—3fF,=—}OM44A324{/SF—4fET, 
(18) KA= —-2HM+ 3A F,—$fF,=—2HM—4ASF+A2T+4/7TF—3fT, 
(14) KM=4AF,—4fF,=—f{OTF+IAT + hf F—4/SET+HTE. 


Aus denselben kénnen die zar Anwendung kommenden Relationen 
abgeleitet werden: 


(15) FAt = A2A0 + 4H) + 3/OM+/?F, 
(16) F,A =3KA+4HM+/F). 
§ 4. 


Die Gleichung der Curven sechster Classe. 


Werden die eben gefundenen Relationen (11), (15) und (16) in 
die Schlussgleichung des § 2. eingetragen, so gewinnen die einzelnen 
Glieder derselben, geordnet nach Potenzen von x, 4, eine einfache 
Form, wihrend der Factor f! vor den gesammten Ausdruck tritt. Die 
Gleichung des von den Linien xp,' + 4q¢2' = 0 erzeugten Umhiillungs- 
gebildes wird niimlich: 


QQ) R=—$ft{POF+321F, 4+ 3x2 F, + F,} =0, 
was nach Absonderung des iiberfliissigen Factors zur Darstellung fiihrt: 
(2) G,F+4(«r+ATyY=—0, 
wobei 
G,—= «3 —4Sxa®?—4 723 
gesetzt rst. 

Das Curvensystem, welches durch seine Tangenten die Ebene drei- 
fach tiberdeckt, enthilt, wie aus dieser Gleichung hervorgeht, drei 
doppeltzihlende Curven dritter Classe, niimlich die drei Cayley’schen 
Curven, welche der Fundamentalcurve, als Hesse’scher, zugehdren. 
Jede Curve des Systems hat mit der Fundamentaleurve F' 36 paar- 
weise zusammenfallende Tangenten gemein, beriihrt also dieselbe in 


18 Punkten. Hieraus folgt, dass die Curven im Allgemeinen von der 
12. Ordnung sein miissen. 


*) Setzt man wu, nicht gleich 0, untersucht also den Formenzusammenhang 
zwischen den Connexen A und M selber, so kiénnen ahnliche Gleichungen wie die 
oben sub (4) gefundenen aufgestellt werden; doch treten in diesem Falle noch 
Glieder hinzu, welche als Polaren von A und M erscheinen, das heisst so gebildet 
werden, dass man in diesen Formen die Liniencoordinaten w,; simmtlich oder theil- 
weise durch die Gréssen 9, 9; ersetzt. 
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Eine besonders einfache Form, deren geometrischer Sinn nicht 
unwesentlich ist, gewinnt dieses System, indem man die Gleichung des 
syzygetischen Biischels xf + 44 = 0 in Liniencoordinaten betrachtet. 
Man hat (p. 508): 

FasetF+4081F, + 6202F, + 448F, + iF, 
uné also lisst sich die Gleichung (1) in der Form darstellen: 

oF, 

(3) ta = 9, 


Diese Gleichung besagt aber, dass die gemeinsamen Tangenten von 





.. OF, ' P 
Fy, mit — auch die gemeinsamen Tangenten der Curve F’,, und 


der ihr benachbarten Curve F’, 44,2 sind. Da diese durch die Wende- 





7 . oF 
tangenten der Curve F’,, gegeben werden, so hat die Curve “- 
mit J’,, nur neun von einander verschiedene Tangenten gemein, die 


fiir F’,, Wendetangenten, daher fiir a 
(die Méglichkeit , dass diese auch fiir die Curven sechster Classe Wende- 
tangenten seien, ist durch die Ordnungszahl 12 ausgeschlossen). Es 
ergiebt sich hiernach das Resultat: Kine durch bestimmte Werthe von 
“, 4 charakterisirte Curve besitet die neun Wendetangenten der durch 
die niimlichen Werthe von x, 4 bestimmten Curve xf + 4A zu Doppel- 


tangenten. Die Gleichung G,,—= x! — Sx? —4Txd3 — bal At = 0 


bestimmt vier Curven, bei denen je drei Doppeltangenten zu einer 
dreifachen zusammenfallen; diese Curven kénnen, wie friiher be- 
stimmt wurde*), auch so construirt werden, dass man zu den Punk- 
ten der Fundamentalcurve die linearen Polaren in Bezug auf je eines 
der vier Wendepunktsdreiecke bildet. Der Satz tiber die Lage der 
neun Doppeltangenten jeder der Curven lisst sich noch anderweitig 
— = 0) als binire cubische 
Form in x, 4, so kann nach denjenigen Linien « der Ebene gefragt 
werden, fiir welche die Discriminante dieser cubischen Gleichung ver- 
schwindet, welche also nicht von drei, sondern nur noch von zwei 
verschiedenen Curven des Systems tangirt werden. Bezeichnet man die 
biniire biquadratische Form F',, symbolisch durch (a,x + a,4)*=0, 
oF ,, 
On 
nante dieser cubischen Gleichung ist: 





Doppeltangenten sein miissen 





beweisen. Betrachtet man nimlich + 


so wird 4+ 





= a, (a,x + a,4)%, wobei a,! = F ist. Die Discrimi- 


*) Math. Annalen Bd. IX, p. 46, 
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(4) V = (ab)? (ed)? (ac) (bd) a,c, b, a, 

= (ab)?(ed)? (bd) a,c, d, (a, (be) +e, (ab)) 

= 4 Fj — 5 a,7b(ad), 
wenn i und j die Invarianten der biquadratischen Form bezeichnen. 
Eine directe Berechnung der Invariante i zeigt, dass dieselbe identgsch 


(unabhiingig von u) verschwindet*). Mithin reducirt sich diese Glei- 
chung auf den Ausdruck: 


(5) V=4F)j. 
Da die Form F’,, = 0 fiir die durch die Wendepunkte gehenden Linien 
— fiir diese verschwindet zugleich F und = — drei zusammenfallende 


Wurzeln besitzt, was durch das gleichzeitige Verschwinden von i und 
j gefordert wird, so besteht j jedenfalls aus dem Producte der neun 
Wendepunkte und zwar ist, wie durch Rechnung gefunden wird**) : 


tee) [OH] [OK] | Q,? 0,0, @,| | O,.2—20,0, 0,2 
(6) j=6| (HO) [HH] [HK] = 6) H.? HeH, H,?| | He?2—2H.H, Hy? 
[KO] [KH] [KK]| | K,? K, K, K,2| | K,2—2K,K, K,2 


Sam <— 15 2 212 gg ag2 44242 942 942 
j = — 12|0,? H,H, K,?| is, WS UT Ue US 





wenn ay = wu gesetzt und alle Ausdriicke von der Art: (00 xy)? auf- 
gelést werden. Also ist (p. 466): 


(7) V=-—4F 





8 fsev 2 fw|?. 


Fiihrt man hier fiir fy den Werth a,*u,?a, fiir fy" den Werth 
b,?u,2b, u.s. w. ein, so zieht sich die Determinante zusammen auf den 


Ausdruck: 
(83) V=e—4F (2 u® u? u? ab, (abu) (Oau) (Obu))? 
= — 4F (ui wu? u, (8 st) (O0'u)’)? = —4 F (FIT). 


Die Discriminante der cubischen Gleichung besteht demnach aus 
dem Producte von F mit dem Quadrate der Functionaldeterminante 
(F=T), welche das Product der neun Wendepunkte darstellt, wodurch 
die obige Behauptung von Neuem bewiesen ist. 


*) Die geometrische Interpretation des Verschwindens der Invariante i ist 
durch den Satz gegeben: In jedem Wendepunkte liegen die Tangenten derjenigen 


vier Curven des syzygetischen Biischels, welche die niimliche Gerade beriihren, 
iiquianharmonisch, 


**) Clebsch: Biniire Formen, p. 136 


















Ueber terniire cubische Formen. 


§ 5. 
F. f 
Die Curven a in ihrer Eigenschaft als Hauptcoincidenzcurven des 
Connexes Q. 
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Es eriibrigt noch der Nachweis, dass dem Curvensysteme die we- 
sentliche Eigenschaft zukommt, die Hauptcoincidenzcurven des Con- 


. nexes @Q zu bilden, d. h. dass die Differentialgleichung derselben durch 
die Gleichung Q = (abu)? (cau) (cudu)*(budu) = 0 dargestellt wird, 
oder geometrisch formulirt, dass je einer von den drei Punkten, in 
denen eine beliebige Gerade von drei Curven des Systems tangirt wird, 

on mit den drei auf der Fundamentalcurve gelegenen Schnittpunkten ein 

le harmonisches Doppelverhiltniss bestimmt. Um dieses zu erweisen, 

id liesse sich direct die Differentialgleichung des Curvensystems OF xa = 0 





On 

o bilden; doch wird folgender Weg, der von der urspriinglichen Defi- 
nition der Curven ausgeht, der Natur des gestellten Problems entspre- 
chender sein. Die Umkehr desselben liefert eine algebraische Methode 
2 zur Integration der Hauptcoincidenz von Q. 

2 | Betrachtet man nimlich das System von vier Linien xp,'+4q,'=0 
in zwei benachbarten Curvenpunkten € und § + d&, so bestimmen die 
Schnittpunkte je zweier Strahlen, welche sich als benachbarte entspre- 
chen, den auf diesem Strahle gelegenen Beriihrungspunkt. Demnach 
sind, um die Beriihrungspunkte, welche auf den von & ausgehenden 
Strahlen gelegen sind, zu erhalten, die Constanten x, 4 aus den fiir 
—& und € + dé gebildeten Gleichungen zu eliminiren. Das Product der 
vier Kegelschnitte, welches aus der Elimination von x, 4 fiir zwei be- 
th liebige Curvenpunkte hervorgeht*), muss in zwei benachbarten Punk- 


“NN 
n ten, wenn §d:;—a;?a; gesetzt wird, aus dem Polarkegelschnitt des 


Punktes § bestehen, multiplicirt mit dem Producte der sechs Linien 
r,° =, welche dem Biischel als Covariante sechster Ordnung ange- 
héren. Der gesuchte Beriihrungspunkt eines von § ausgehenden Strahles 
liegt also auf’ dem Polarkegelschnitte dieses Punktes**). Die drei Punkte, 
1s . coum 

te *) Vgl. Cremona: a. a. O. p. 211. 

h **) Es ergiebt sich hieraus eine Methode zur Darstellung der Curven sechster 
Classe in Punktcoordinaten, indem man die Grissen & aus den drei Gleichungen: 
xp,’ +1q¢,!=0, a3=0,  4a,%a;=0 
eliminirt. Das Resultat der Elimination liefert eine Gleichung, die nach Abson- 
st derung des Factors f* in «2 vom zwélften, in x, 4 wiederum vom dritten Grade 
n ist. Es *mége nur noch angefiihrt werden, dass sich hierbei der Coefficient von 


n, x5 aus dem Producte von f mit der Gleichung der neun Wendetangenten zusam- 
mensetzt, demnach die Form erhilt: 


$f (fo —$SP?4 — 4°). 
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in denen irgend eine Gerade der Ebene von drei Curven des Systems 
tangirt wird, werden mithin dadurch erhalten, dass man die Schnitt- 
punkte mit denjenigen drei Polarkegelschnitten bestimmt, welche zu 
den drei Schnitten dieser Linie mit der Fundamentalcurve gehoren. 
Diese Schlussweise erfordert folgende algebraische Formulirung: 

Die Elimination der Gréssen x, 4 aus den beiden Gleichungen, 
die wir nunmehr als quadratische in & betrachten: xp;? + Aq; =0 
und «pe pas + Ageqae = 0 fiihrt auf die Form: 


an 
PEI (PE dae — Pag We) = Peds (pgeds), 
“~ 
oder, falls Ed— = a;*a; gesetzt wird, auf die Functionaldeterminante 
(pqf); dieselbe soll in das Product von a,?a;-rz° zerfallen. Da nun: 
pe = 4faza;! — 3/2, a: = He (nxt)? — ds + 2fed, 
so wird zunichst: 
(1) (pat) ——4f {He?azazay (nxt) fe—}Aga.2be dye? (abe)} 
+f|f [H.? a, ag? (nxé)+2e,?aza,b;* (aba) |—$fraz"b;? a? (aba) 
+3 fea,2a,H:? (nvé) + 6Aazazb,? cz (abo)]. 
Mit Hiilfe der Identitat: 


(2) zy (at) (aHat)H, = az(aba) (baxt) (abt) a, = 0 


erhailt man die Gleichung: 
(3) H,azazgay (yx &) fe = } aza,(nx§) bsH,(azb,* He + (a bx) (bHz)) 
= fgHeHsaeagay(n28) + ay AcE (uae). 
Da nun auch a,?b, bec? (abe) =}, so wird: 
(val) = fG, 
wobei, wenn das letzte Glied der Gleichung (1) durch Entwickelung 
des Productes (abc)a, aufgelést wird: 
(4) G=f {H,2(nx€) a, a:?— 2H, Hea, aga, (nxt) — 4e,2azazb¢ (aba)} 
+ $ fra,? be a,?(aba) + 9 fea,agb,? a, (aba). 
Der Factor von f lisst sich in die Form bringen: 
_ (aba) {aa2be a, a — a:b, b:a,?} ’ 

und zufolge der Gleichungen (17), (18) und (19) des § 1. wird also 
die Functionaldeterminante : 
(5) (paf) = az’a;(— 2fL? + 6 fgl;— 6 feL). 

Bildet man nun zu den drei Schnittpunkten der Geraden u,—0O mit 


a,* = 0, welche durch die Form (auv)* = 0 dargestellt sind, wobei v 
die laufenden Coordinaten bedeuten, die Polarkegelschnitte, so bestim- 
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men deren Durchschnitte mit der Geraden uw die drei auf ihr gelegenen 


Beritthrungspunkte. Dieselben sind demnach durch die Hauptcoinci- 
denz von: 


(6) (adu)(bdu)(cdu)a,*b,*c,?= f (abu)? (cau)c,2b,=0 |u,=—0|, 


d. h. durch die Hauptcoincidenz von fQ@ =O gegeben, wodurch der 
Beweis des aufgestellten Theoremes erbracht ist. 


§ 6. 
Ueber das elliptische Differential. 


Nachdem im Vorstehenden eine rein algebraische Methode zur In- 
tegration des Connexes Q aufgestellt ist, gehe ich dazu iiber, die 
Integration der gesammten Connexschaar x Q? + 10° = 0 herzuleiten. 
Der Nachweis, dass sich dieselben mit Hiilfe der doppelt periodischen 
Functionen integriren lassen, welche durch Umkehr des liings der Fun- 
damentalcurve hinerstreckten Integrales gebildet werden, kniipft an die 
cubische Gleichung an, durch welche die Differentialwerthe in den Schnitt- 
punkten einer Geraden mit dieser Curve dargestellt sind. Bezeichnet 
man das elliptische Differential erster Gattung, welches sich auf die 
zu Grunde gelegte Curve f = a,* = 0 bezieht, mit: 

(1) D — lexde! 


2 ? 
a, a, 











so muss eine Gleichung fiir die Werthe von D bestehen, wenn man 
auf der Curve von den drei Schnittpunkten einer Geraden u, =O zu 
den entsprechenden drei Schnittpunkten einer benachbarten Geraden 
(u-+ du), = 0 fortschreitet, d. h. es muss sich eine cubische Gleichung 
bilden lassen, in welcher die drei Werthe von D als abhangig von den 
Coordinaten u; und du; erscheinen. Setzt man, um diese Gleichung 


zu gewinnen, die willkiihrlichen Constanten c; = rei, wobei 7; neue 
willkiihrliche Gréssen bedeuten, so geht der Werth des Differentials 
in die Form iiber: 

‘ dz | 
(2) D=- rece ’ 


a> 





Vermittelst der Bedingungen u, =O und d(u,z) = 0 lassen sich 
hieraus die Gréssen dx eliminiren und es folgt die Beziehung: 


(3) duzte + a,?(aru)D=0. 


Bildet man nun eine ebensolche Gleichung durch Einfihrung anderer 
willkiihrlicher Gréssen s; statt 7;, also: 


(4) duzS, + a,?(asu)D =0, 


so erwiichst nunmehr die Aufgabe, aus diesen beiden in x quadratischen 
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Gleichungen — sie mégen @,? und 6,” heissen — sowie der Bedingtngs- 
gleichung u,—0O die Gréssen z; zu eliminiren. Die Lésung dieses 
Problemes wird bekanntlich durch Rinderung der Resultante zweier 
binirer quadratischer Formen geleistet, oder, geometrisch ausgedriickt, 
durch die Bedingungsgleichung dafiir, dass die Jacobi’sche Curve der 
vorstehenden drei Curven von der Linie u,—O tangirt werde. Die Func- 
tionaldeterminante dieser Gleichungen erhilt, wenn a,b,(abu)? = © 
gesetzt wird, die Form: 


(5) 02 62(96u) = 4 (rsu) {du,? + a.2(audu)D+0D*} 
— uz {4 (rsdu)du,+ 4a,(ars) (audu) D} . 


Die Bedingung, dass dieser Kegelschnitt von der Linie «, = 0 tan- 
girt wird, ist dann mit Weglassung des Factors (rsu) ausgedriickt 
durch das Verschwinden der Form: 


(6) D.F+3D-0+4+2f=0, 
wobei F’, 0, f die geliiufigen Bedeutungen haben, nur dass hierbei die 


Grossen « durch die Unterdeterminanten udu ersetzt sind. Es ist nach 
dem Abel’schen Theoreme deutlich, dass in dieser Gleichung der Coef- 
ficient von D? verschwinden muss, da die Summe der drei Differential- 
werthe bei der Bewegung der schneidenden Geraden gleich 0 ist. Aus 
ebendemselben Grunde folgt auch, dass fiir f= 0, d. h. bei der Drehung 
der Geraden in einem ihrer Schnittpunkte mit der Curve, zwei Diffe- 
rentialwerthe entgegengesetzt gleich sind, der dritte aber verschwindet 

Besonders hervorzuheben ist der Fall, in welchem die schneidende 
Gerade u, mit einer Tangente der Curve zusammenfillt, demnach der 
Coefficient der héchsten Potenz von D, nimlich F’, verschwindet. Als- 
dann werden die beiden Wurzeln der Gleichung, welche dem Beriih- 
rungspunkte angehéren, unendlich gross, wo auch immer der Dreh- 


“~N 
punkt wdu auf der Tangente gewihlt werden mag. Dieses Vorkomm- 


niss tritt nicht ein, solange D durch die urspriingliche Form ican l 
ze 


definirt ist, da es hierbei von den Gréssen ¢; nur scheinbar abbingt 


und auch, falls Zihler und Nenner verschwinden, gleich 


setzt werden kann, wobei k; die Coordinaten eines anderen beliebigen 
Punktes bedeuten. In der nunmehr gegebenen Darstellung dagegen 
ist der Werth von D in Beziehung zu den Groéssen du; gesetzt und 
die vorstehende Gleichung lehrt, dass der Werth des Differentiales im 
Verhiltniss zu den Differentialen du; unendlich gross wird, sobald u 
eine Tangente der Curve ist, d. h. bereits um eine unendlich kleine 
Grésse der ersten Ordnung wiichst, sobald die Tangente um eine un- 
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endlich kleine Grésse der zweiten Ordnung geiindert wird. Bei solcher 
Aenderung der Tangente um eine unendlich kleine Grosse der zweiten 
Ordnung nehmen auch die Coordinaten der Schnittpunkte um eine 
Grésse der ersten Ordnung zu, so dass D und dz von derselben Ord- 
nung bleiben*). Die Werthe, welche D fiir diesen Fall annimmt, sind, 
wenn ¢ und «? die complexen Werthe der dritten Einheitswurzei be- 
zeichnen, durch die Form dargestellt: 


4 
& (e—e*) und = (e?—e). 


Das unendlichgross Werden derselben ist wie erforderlich durch die 


Form 2% gemessen, so dass das Integral seinen endlichen Werth be- 


Va 
hilt. Die Summe bleibt, negativ genommen, gleich der noch iibrigen 
dritten Wurzel: 
~ 
36 


Fiir einen beliebigen Punkt einer der Wendetangenten ist 0 = 0, 
ohne dass f verschwindet; auch die dritte Wurzel der Gleichung wird 


hierbei relativ unendlich. Lisst man den Drehpunkt udu auf einer 
Tangente in den Schnittpunkt mit f= 0 fallen, so erhilt die dritte 


Wurzel den Werth 0, wihrend, falls udu mit dem Beriihrungspunkte 
zusammenriickt, siimmtliche Coefficienten der Gleichung verschwinden ; 
ihre Wurzeln bleiben unbestimmt, solange man nicht auf die zweiten 
Differentiale d?u eingeht. 


Stellt man nun die Bedingung auf, dass zwei Wurzeln der Glei- 
chung (6) einander gleich werden, die Discriminante derselben also 
verschwindet, so entsteht die Relation: 


(7) F(@?+ Ff?) = —2@F=0. 


Der Factor F ist als uneigentliche Lésung erkannt worden; es muss 
also, sollen zwei Differentialwerthe einander gleich sein, zwischen einer 


*) Weil fiir eine Tangente die Relation gilt: w,, = 0, so miisste, falls du 
und dx von der gleichen Ordnung sind, aus der Gleichung d(u,)=0 die Be- 
dingung du, = 0 fliessen, die Linie w-++- du also mit w zusammenfallen, was zu 

| | ‘ 
einem Widerspruche fiihrt. — Die Integration des Differentiales: te fot wird 


2 
c 


thatsiichlich mit Zugrundelegung eines Curvenbiischels, in niichstliegender Weise 
mit Zugrundelegung des Strahlbiischels im Punkte c ausgefiihrt, wodurch dann 
wiederum bei der Integration Stellen auftreten, in welchen der Werth des zu 
integrirenden Differentiales D von anderer Ordnung als das Differential der ver- 
anderlichen Grisse ist. 
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Geraden « und ihrem Drehpunkte udu die durch den Connex ver- 
mittelte Beziehung: 


(8) (abu)? (cau) (cudu)* (budu) = 0 
bestehen. Soll allgemein bei dem Uebergange von einer Geraden zu 


der benachbarten das Verhiltniss zwischen zwei Differentialen constant 
gleich @ sein, so ist dazu die Bedingung erforderlich: 


Do?eF+3D0e0+2f=—0 und DF+3D0+ 2f=—0, 
woraus sich als Folgerung die Gleichung ergiebt: 


24 (86—2) 93 __ —2 eteti. 
(9) Ff? + —.—- & =0, wenn o eet) 


Fiir den Connex © insbesondere wird o gleich den complexen 
Werthen von j/1, wie auch daraus hervorgeht, dass man den Coeffi- 
cienten des zweiten Gliedes in der obigen Gleichung (6) verschwinden 
lisst. Durch diese Relationen ist der Satz von neuem bewiesen: 

Sind die Punkte der Fundamentalcurve durch doppelt periodische 
’ Funcetionen eines Parameters v dargestellt, so erhilt man die Integral- 
gleichungen der Hawptcoincidenzen von xQ* + 40° =0, indem man 
aus den Coordinaten zweier Curvenpunkte mit den Argumenten v und 
ov + Const., x; = gi(v) und y; =; (ev-+¢) die Coordinaten der Ver- 
bindungslinie .u = “y zusammensetat; durch den Werth von @ (oder 
auch —(1+ 0), — are und deren reciproke Werthe) ist alsdann der 
zugehirige Connex charakterisirt, durch c die Integrationsconstante ge- 
liefert. a 

Fir allgemeine Werthe des Modul sind die Hauptcoincidenzcurven 
nur dann algebraisch, wenn @ eine rationale Zahl bedeutet; es gehort 
also auch der Connex 9 im Allgemeinen zu denjenigen, fiir welche 
transscendente Curven durch die Hauptcoincidenz geliefert werden. 

Aus der Gleichung (9) folgt im Zusammenhange mit den fiir den 
Fall F = 0 gemachten Bemerkungen, dass die Fundamentalcurve (hier 
definirt durch das gleichzeitige Verschwinden von F, f, ©) fiir alle 
Connexe eine Hauptcoincidenzcurve bildet, und dass ferner die Glei- 
chung der neun Wendetangenten (definirt durch F = 0 und 0 = 0) 
bei der Darstellung der Integralcurven in Punktcoordinaten iiberall 
auftreten muss; ein Satz, der auch so ausgesprochen werden kann: 
Die Fundamentaleurve nebst ihren Wendetangenten bilden ein particu- 
liires Integral der durch die Hauptcoincidenzen der Connexschaar defi- 
nirten Differentialgleichungen. Der Kundamentalcurve kommt aber zu- 
folge des Satzes iiber das gleichzeitige Verschwinden von F’, f, © die 
weitere Higenschaft zu, ein singuldres Integral, d. h. ein Umhiillungs- 
gebilde der Integralcurven fiir jeden der Connexe zu sein. 





Ueber terniire cubische Formen. 939 


Bei der algebraischen Herleitung der Integralcurven des Connexes 
Q ist beides zu Tage getreten. Hier insbesondere lisst sich noch er- 
weisen, dass ausser /’ = kein anderes singulires Integral vorhanden 
sein kann; denn von den 36 gemeinsamen Tangenten einer Curve 
sechster Classe mit der ihr benachbarten sind 2><9 durch die Doppel- 
tangenten absorbirt, die iibrigen 18 aber durch F=0 gegeben. Ueber- 
haupt wird es von weiterem Interesse sein, den Zusammenhang zwi- 
schen der allgemeinen Gleichung dieser Curven und der hier gegebenen 
Parameterdarstellung zu untersuchen, oder specieller formulirt: die Be- 


ziehung zu ermitteln zwischen der Constante x, 4 in der Gleichung 
: “a =0( und zwischen der in die doppelt periodischen Functionen 


eingehenden Integrationsconstante c. 


Auch sei zum Schlusse noch darauf hingewiesen, dass mit Einfiihrung 
der Gleichung (6) zugleich die Aufgabe gelést ist, das Differential auf 
die Form zu transformiren, in welcher es als Function einer wnab- 
héingigen Variabelen erscheint. Setzt man niimlich (audu)? = 0, ver- 
legt also den Drehpunkt der Geraden u auf die Curve selbst, so wird 
eines der Differentiale gleich 0, die beiden anderen werden entgegen- 
gesetzt gleich. Der Werth derselben ist je nach dem Vorzeichen der 
Quadratwurzel: 


? 


ies gf 3 (abu)? (audu) (budu) 
= eee 


Nach Einfiihrung der Bezeichnungen: 
A Aw Aw 
udu,=o-&, u,=2&, du,=—dzxé,, also: 9=|§Ezxdz|, 


wobei &. die Coordinaten des festen Curvenpunktes, x, die eines be- 
liebigen Punktes auf der beweglich gedachten Linie w bedeuten, lasst 
sich aus dem Zihler die Quadratwurzel rational ausziehen; denn er 
bedeutet, gleich O gesetzt, das Quadrat der Tangente im Punkte §&. 
Der niimliche Factor ist quadratisch im Nenner vorhanden. Durch 
Auflésen der Determinanten (ab ze) = a,b: —azb, geht also das Dif- 
ferential in die Form tiber (§ 1. Gleichung (1)): 


(10) 


in welcher p,4 = 0 das Product der vier vom Punkte € ausgehenden 
Tangenten darstellt; die Gréssen x sind hierbei voéllig unabhingige 
Veriinderliche. 


Zu der gleichen Form leitet indess ein directes Verfahren, indem 
man in den Ausdruck: 
Des |gadax| 


ta. ”? 
aa: 
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fiir 2 den Werth & + Az substituirt, wobei 2, da &€ auf der Curve an- 
genommen wird, an eine quadratische Gleichung gebunden ist, x aber 
die unabhingige Verinderliche bedeutet. — Auf die tibliche Normal- 
form des elliptischen Integrales liisst sich endlich der obige Ausdruck 
(10) dadurch bringen, dass man den Parameter des im Punkte & be- 


weglichen Strahles at als die variabele Grésse einfiihrt. Wird dieser 
Punkt insbesondere in einen der Wendepunkte verlegt, so gelangt die 
von Aronhold angegebene Transformation zur Anwendung, bei wel- 
cher die Linien a;°a, =O und @;?a,—0 zu Coordinatenlinien im 
Strahlbiischel gewahlt sind. 


Erlangen, im Marz 1875. 

















Ueber die Zahl der Kreispunkte einer allgemeinen Flache 
n* Ordnung. 


Von A. Voss in Darmstadt. 


In der Salmon-Fiedler’schen Raumgeometrie findet sich eine 
Untersuchung, durch welche die Zahl der Kreispunkte einer allgemei- 
nen F, gleich n(10n?—25n-+-16) bestimmt wird*), Es ist der Zweck 
dieser Note zu zeigen, dass diese Zahl noch einer weiteren Reduction 
bedarf. 

Das Problem der Kreispunkte ist, projectivisch aufgefasst, iquiva- 
lent mit dem folgenden: Die Zahl der Punkte zu finden, deren beide 
Haupttangenten einen festen Kegelschnitt schneiden (eine Fliche zwei- 
ten Grades beriihren)**), Es sei nun die Gleichung der Flaiche in 
homogenen Coordinaten: 


(1) =O, 
die Gleichung des Kegelschnittes in der Ebene x, = 0: 
(2) a? + a + 2 = 0. 


Alsdann sind die projectivischen Kreispunkte gegeben durch den Schnitt 
des Systemes (vgl. Salmon a. a. O.): 


es ee ee 
@) fo wip “wee? ee 
wo: 
A, — fog 3° = 2 hos lols + fssf2 
A, = hs hi? os 2 fishshi + fils’, 
A, =fil:? — 2 fielife + fool? - 
Der Schnitt der Fliche mit der Ebene z,=—0O enthilt 3(n— 2) 


Wendepunkte, welche bestimmt sind durch das Verschwinden der 
Hesse’schen Determinante: 








*) Zweite Auflage S. 43 —46. 
**) Vgl. eine Bemerkung von Herrn Fiedler a. a. O. S. 621. 
Mathematische Annalen. IX. 16 
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fia hie his | 
(4) A =| fai foe fos | = 9- 
| fat Foe Fs | 
Indem man (4) in den 3 aquivalenten Formen 
A=A,=A,=A,=0 
schreibt, erkennt man, dass die genannten 3” (n—2) Punkte ge- 
meinsame Lésungen des Systemes (3) sind, wonach die Zahl der Kreis- 
punkte gleich: 


nm [10 n? — 28 n + 22] 
ausfallt. 


Es ist vielleicht nicht uninteressant, einen mehr geometrischen 
Weg zur Bestimmung der genannten Zahl einzuschlagen. 


Sei demnach die Gleichung des Kegelschnittes K gegeben durch: 


a, =O, 


5 
) { 2Aj, Xj, X_ = 0. 


Die Haupttangenten der F,, welche K schneiden, bilden eine 
windschiefe Fliiche W, welche F’, in einer Curve & beriihrt, deren 
Doppelpunkte zum Theil die gesuchten x Kreispunkte sind. Man er- 

pelp 8 

ont me gaia sd , “ 1. ey MORO RR Pee 1" 

1cne 2 € ’ 
hilt die Gleichung einer Fliiche ©, welche die Curve 2 ausschneidet 
wenn man aus den Gleichungen: 


f a=0, Zyfi =O, 
LAKYiYr =O, LVfixyiyr = O 


(4) 


die y eliminirt. Es geschieht dies, indem man die Discriminante der 
in 4 quadratischen Gleichung: 


fix t+ Aan a; fi | 

ay 00 |—=0A+2A4B+4+C=0 

fk 00. 
gleich Null setzt. Dabei ist: 

C= — (a,)H, 

wo H die Hesse’sche Determinante von (1), A die Determinante der 
diz, gerandert mit den a;, f;. Es ist daher: 
(7) = A(a,)? H+ B. 
Die Curve 2 ist mithin von der Ordnung v= 2n(3n—4). Da 


® =0 die Doppeleurve (8n—4)" Ordnung a, = 0, B= 0 enthiilt, 
so hat 2 n(3n—4) wirkliche Doppelpunkte, nimlich die 3n(n—2) 
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Wendepunkte des Schnittes von f—0O, a, =O und die 2” Punkte, 
in denen K die F’, schneidet. Die gesuchten 2 Kreispunkte sind ihre 
weiteren wirklichen Doppelpunkte, so dass der Rang von 2 gleich: 
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r == 2n(3n—4)(Tn— 10) — 22 — 6n(n—2) — 4n. 
Die Fliche W der Haupttangenten ist von der Ordnung: 
N = 2n(n —1)n—2 + 6n(n—2), 


sie hat ferner @ = 4n(n—3)(3n—2) Riickkehrerzeugende, es sind die 
vierpunktigen Tangenten von /’,, welche K treffen. Zu singuliren 


Erzeugenden von W geben Veranlassung: 


1) die Punkte, in denen die parabolische Curve von F,, der Curve 
x begegnet. Sie beriihrt aber, wie aus (7) folgt, dieselbe in 
4n(n— 2) (8n—4) Punkten; 

2) die 2” Schnittpunkte von F’, und K, ihnen entspricht je ein 
Paar doppelte singuliire Erzeugende; 

3) die 2n(nm—1)(8n—4) Punkte, in denen die Flichen A = 0, 
f=0, B= sich schneiden. In einem solchen Punkte a 
beriihrt die Tangentialebene von F’,, den Kegelschnitt in einem 
Punkte b, wihrend die Gerade (ba) Haupttangente und zu- 
gleich Tangente von ist. Auch diese Punkte ergeben dop- 
pelte singulire Erzeugende von W. Die Gesammtzahl der 
singuliren Geraden ist also: 


k = 4n(n—2)(3n—4) + 8n + 4n(n—1)(3n—4). 

Ks ist also der Rang von W: 

R=N+4k. 
Aus der Gleichheit des Geschlechtes von W und & folgt endlich: 
2v—r=N—o—tk, 
aus welcher Gleichung sich x ergiebt. 

Handelt es sich tibrigens darum, auf eine mdglichst kurze Art die 
Zahl x zu ermitteln, so kann man sich des folgenden Verfahrens be- 
dienen. Man ersetze den Kegelschnitt K durch zwei sich schneidende 
Gerade 7,, 1,. Dann entstehen zwei windschiefe Flichen von Haupt- 
tangenten der F',, welche diese Geraden treffen; sie beriihren die I’, 
in Curven k,, k,, welche durch Flichen 3n— 4'** Ordnung ausgeschnit- 
ten werden. k,, k, begegnen sich mithin in n(3n— 4)? Punkten. Zu 
diesen gehéren 1) die 3n(n—2) Wendepunkte von F’, in der Ebene 
(, l,), 2) die n(n —1)(n—2) Beriihrungspunkte der von dem Schnitt 
von 1,, 1, auslaufenden Haupttangenten. 

16* 
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Es ist demnach: 
n(3n—4)? — 3n(n—2) — n(n—1)(n—2) 
die Zahl der Punkte, deren Haupttangenten mit /,, 1, ein Vierseit 
bilden. Fiigt man hinzu die Zahl derjenigen, deren beide Haupttan- 
genten entweder 1, oder 1, treffen, welche gleich der doppelten Classe 
von F, ist, so muss sich die Zahl der Kreispunkte wie vorhin ergeben. 
In der That hat man: 


x= n(3n—4)? — 3n(n—2) — n(m—1) (n —2) + 2n(n—1)?. 


Darmstadt, im Juli 1875. 
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Allgemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


Von Soruus Lie in Christiania. 


In der nachstehenden Abhandlung versuche ich eine systematische 
Darstellung meiner friiheren Untersuchungen iiber die allgemeine Theo- 
rie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, die ich 1872 
in einigen kurzen Mittheilungen an die Gesellschaften der Wissen- 
schaften in Géttingen und Christiania skizzirte*), und welche ich neuer- 
dings in zwei ausfiihrlicheren Arbeiten in den Verhandlungen der letzt- 
genannten Gesellschaft dargestellt habe (Christiania 20. November 1874 
und Januar 1875). ‘ 

Dabei setze ich nur einen von Cauchy bewiesenen Satz als be- 
kannt voraus, dass niimlich jede lineare partielle Differentialgleichung 
1. O. zwischen » unabhingigen Variabeln 

d d 
af=X, 7h 4..-4+%, Go = 
n—1 von einander unabhiingige Functionen, die sogenannten Lésungen, 
bestimmt, welche Af = 0 identisch befriedigen. Im Uebrigen beweise 
ich alle friiher bekannten Siitze, die zur Anwendung kommen. _Insbe- 
sondere reproducire ich in der Einleitung die Mayer’sche Begriindung 
der von Jacobi und Clebsch herriihrenden Theorie linearer partieller 
Differentialgleichungen 1. O., welche gemeinsame Lisungen besitzen. 


Im ersten Abschnitte formulire und erledige ich ein allgemeines 
Problem, welches das allgemeinste Problem, das man bis jetzt in der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen 1. O. behandelt hat, als 
speciellen Fall umfasst. Gleichzeitig erweitere ich die Fundamental- 
begriffe dieser Theorie, insbesondere den Begriff: partielle Differential- 
gleichung 1. O., und den Begriff: vollstindige Lésung. In dieser Weise 
erreiche ich eine Allgemeinheit und Einfachheit in dieser Theorie, die 

. friiher vollstiindig gefehlt hat. Dabei ist es sehr bemerkenswerth, dass 
meine Auffassung des Integrationsproblems sich eigentlich im Grunde 





*) Christiania 3. und 10. Mai 1872, Géttinger Nachr. 19. Juni, 30. October 1872. 
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mit der alten Pfaff’schen Theorie deckt; ich kann sagen, dass ich nur 
die Pfaff’sche Fragestellung, die von Cauchy und Jacobi wie von 
ihren Nachfolgern verlassen wurde, consequent durchgefiihrt und gleich- 
zeitig ihre wesentliche Berechtigung nachgewiesen habe. Noch will ich 
zufiigen, dass meine Begriffserweiterungen fiir einen Schiiler Pliicker’s 
sehr naheliegend sind; Pliicker wiirde es gemacht haben, wenn er 
sich tiberhaupt mit partiellen Differentialgleichungen 1. O. beschiiftigt 
hiitte. — Endlich hebe ich auch hervor, dass sich unter dieser erwei- 
terten Theorie die Theorie aller mechanischen Probleme, die sich durch 
kanonische Differentialgleichungen ausdriicken lassen, vollstiindig sub- 
sumirt; friiher war dies, wie Mayer hervorgehoben hat, nicht immer 
der Fall. 

Im zweiten Abschnitte gebe ich eine ausfiihrliche Darstellung der- 
jenigen neuen Integrationsmethode, die ich 1872 skizzirte, und welche 
hinterher Mayer — der iibrigens gleichzeitig durch einen ganz anderen 
Weg entsprechende Vereinfachungen in der Integration der partiellen 
Differentialgleichungen 1. O. erreichte — zum Gegenstand mehrerer 
eleganten und priicisen analytischen Abhandlungen gemacht hat. 

Wenn ich die Veréffentlichung dieser Untersuchungen, die meinen 
iibrigen Arbeiten auf diesem Gebiete zu Grunde liegen, so lange ver- 
schoben habe, so liegt das wesentlich im Folgenden. Ich fand diese 
Theorien urspriinglich durch synthetische Betrachtungen. Nun aber 
bemerkte ich bald, dass, so zweckmiissig die synthetische Methode fiir 
die Entdeckung ist, so schwierig ist es, eine klare Redaction syntheti- 
scher Untersuchungen zu geben, die sich auf Gegenstinde beziehen, 
welche bis jetzt fast nur analytisch behandelt worden sind. Nach 
langem Schwanken habe ich mich dazu entschlossen, eine halb syn- 
thetische, halb analytische Form zu benutzen. Méchte meine Arbeit 
dazu dienen, die Berechtigung auch auf diesem Gebiete der syntheti- 
schen Denkweise neben der analytischen Methode zur Anerkennung 
za bringen! 


Vollstindige Systeme. 


Mit Clebsch sage ich, dass q lineare partielle Differentialglei- 
chungen zwischen » unabhiingigen Variabeln 


ein vollstiindiges System bilden, wenn sie » — q gemeinsame Lésungen 
besitzen. Der Vollstiindigkeit wegen reproducire ich Mayer’s Dar- 
stellung dieser fundamentalen Theorie, die von Jacobi und Clebsch_ 
herriihrt*). 


*) Auch Bour und Cayley haben zur Entwickelung dieser Theorie wesent- 
lich beigetragen. 
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Partielle Differentialgleichungen. -  QA4T 
Satz 1. Die gemeinsamen Lisungen der beiden Gleichuwngen 
Af— tis + hi 


Bf= — Y, ae +: “7 i q 
geniigen zugleich der linearen partiellen aie ree 
d d 
(AY,—BX,) Fh + --- +(AY,—BX,) Go =0, 


deren linke Seite auch in der Form A(B(f)) — B(A(f)) geschrieben 
werden kann. 

Eine jede Lésung von Bf = 0 giebt nimlich eo ipso A(B(f)) == (), 
und jede Lésung von Af =O giebt B(A(f)) = 0. Die gemeinsamen 
Lésungen von Bf =O und 4f = 0 erfiillen also die Gleichung 


A(Bif)) — B(A(A)) = 9, 
die durch Ausfiihrung die in unserem Satze angegebene Form annimmt. 
Satz 2. Gehen die beiden Gleichungen Af =0, Bf =O durch 
Einfiihrung neuer unabhiingiger Variabeln bez. in A’f =0 und Bf=0 
iiber, so nimmt der Ausdruck A(B(f})— B(A(f)) durch dieselbe Aende- 
rung der Variabeln die Form A’ (B’(f)) ly? (f)) an. 


Sind w, +--+ a, die urspriinglichen, 2,’ --- x,’ die neuen unab- 
hiingigen Variabeln, so ist 


Aim ha! Sf. +: Aa ZG, 


1 day 


Bf = Bu of ip. ie 


dz, 
und 


A (Bf) — BAN) =a ge te bea ge, 


r 


— D4: + Bu — Ba, * + AG. 
r=—l1 x x 


Durch Ausfiihrung kommt 


’ dx; adyY, da; dX, 
(4 Lr * ; —- Bu, : = = 


dx, dz, dx, dx, 


>) (42 Yi iz (Se }~ Bay Xr = (Ges))> 


4 S [nae )— xB); 
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oder endlich, da das letzte Glied rechts identisch verschwindet: 


k=n 


= = (4¥,— BX) 5 
Also finden wir 


A (B (f)) — B(A'(f)) “88x — 'BX,) — ff. 


Nun aber ist die rechte Seite dieser Gleichung eben der Ausdruck, 
worin A(B(f)) — B(A(f)), d. h. 


> (4¥; — BX) te: 


durch die Einfiihrung der Variabeln 2,’ --- 2,’ sich umwandelt. Also 
ist unser Satz erwiesen. 








Satz 3. Die gemeinsamen Lisungen von q Gleichungen 
A,f=0 Poets A,f=0, 
welche paarweise in der Beziehung A;(A;(f)) — Ax(A;(f)) =O stehen, 
lassen sich auch definiren als die gemeinsamen Lisungen von nur q — 1 
Gleichungen mit n— 1 Variabeln 
A\f=0---- Ay af =0, 
welche paarweise A; (A;'(f)) — Ax (Aj (f)) = 0 geben. 
Zum Beweis bezeichnen wir »— 1 unabhiingige Lésungen von 
A,f =0 mit x +---«,~1 und fihren sodann die Gréssen 


Bee ++ Tn—12n, 


die wir von einander unabhingig annehmen kénnen, als neue Variabeln 
ein. Hierdurch nimmt A,f = 0 die yy an 


A, f = X, ——- = 0 
und die g— 1 iibrigen Pr ~~ die Form 


, , a y df r @ 
Bi f = Xin Gee +000 + Xin ie +X Gh 0. 
Da nun nach dem vorangehenden Satze 


Aj (By (f)) — By (A, (f)) = 0 


ist, so sind alle Gréssen X;,,, blosse Functionen von 2,’ -- ++ 2-1. 


Setzen wir daher 


Arf = Xi Go +--+ + Xi gf 


n—1 


und nehmen f frei von x, an, so wird 


Aj (Ax (f)) — Ax (Ai (f)) = Bi (BK (f) — Be (Bi (A), 
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und da hier die rechte Seite nach dem vorangehenden Satze gleich 
Null ist, so verschwindet auch die linke Seite. Andererseits ist klar, 
dass die Lésungen der g— 1 Gleichungen A; f= 0 zwischen 2,’ +++ 2,1 
eben die Lésungen der q Gleichungen A;f = 0 sind. Also ist unser 
Satz bewiesen. 

Durch successive Anwendung dieses Satzes erhalten wir folgendes 
Corollar. 


Satz 4. Die gemeinsamen Lisungen von q Gleichungen 
A, f= Oo» A,f=0, 

die paarweise A;(A,(f)) — Ax(Ai(f)) = 0 geben, lassen sich auch defi- 
niren als die Lisungen einer einzigen Gleichung zwischen n — q+ 1 
Variabeln. Die q Gleichungen A;f = 0 haben also n — q von einander 
unabhingige Lisungen. 

Dieser Satz gehért Jacobi. Endlich hat Clebsch folgenden Satz 
gegeben. 

Satz 5. Stehen q von einander unabhingige Gleichungen 

Af =0---A,f=0. 

ewischen x, --- 2%, paarweise in soleher Beziehung, dass jedes A;(Ax(f)) 
— A,(Ai(f)) sich als Summe der Ajf, multiplicirt mit gewissen Func- 
tionen der x, ausdriicken liisst, so haben unsere q Gleichungen n —q von 
einander unabhdngige Losungen. 

Zum Beweis bemerken wir, dass g von einander unabhingige Glei- 
chungen der Form 

Bf=aAf+---+aAf=0, k=1---@) 

wiederum in solcher Beziehung stehen, dass jedes B;(B;(f)) — Bi (Bi(f)) 
sich linear durch die B,f ausdriickt. Hieraus schliessen wir mit 
Mayer, dass die Auflésung der A;f=O0 hinsichtlich q der Differential- 





quotienten, etwa 4 tee vm q Gleichungen giebt, 
— af df\ _ wn 
Gh 3 —(Sa weg tt ae) mo Gato, 


welche wiederum Relationen der Form 
CCP) — C(Cilf)) = BiG f+ ++ + + Ba Gof 
geben. Nun aber findet man durch Ausfiihrung, dass die linke Seite 
dieser Gleichung keine der Grdéssen sf ve 2 enthilt. Also sind 
. q 

alle 6 gleich Null. Nach dem vorangehenden Satze haben daher die 
Gleichungen C,f = 0 n— gq gemeinsame Lésungen. Hiermit ist unser 
Satz bewiesen. — 
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Die entwickelten Sitze geniigen fiir das Folgende. Darum gehe 
ich nicht an diesem Orte auf die von Mayer und mir herriihrende 
einfache Integrationstheorie der vollstiindigen Systeme ein. 


Absehnitt I. 


Dieser Abschnitt ist im Wesentlichen die Reproduction einer Arbeit, 
die ich im November 1874 der Gesellschaft der Wissenschaften zu Chri- 
stiania vorgelegt habe. Die hier entwickelten Theorien skizzirte ich 
iibrigens schon im October 1872 in einer der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Gottingen vorgelegten Note. 


§ 1. 
Erledigung eines Hilfsproblems. 


Ich erledige zuerst ein Hiilfsproblem, welches in genauestem Zu- 
sammenhange mit dem sogenannten Pfaff’schen Probleme fiir eine 
ungerade Zahl der Variabeln steht. Dasselbe ist vielleicht friiher von 
Anderen gelést worden; jedenfalls halte ich es fiir richtig, es ausfiihr- 
lich zu behandeln. 

Hiilfsproblem. Man soll alle Gleichungssysteme der Form 

f(y %y- ++ Ln PyPr->* Pn) =O, (R= 1-:+ m) 
bestimmen, vermidge deren die Differentialrelation 
Pp, dx, + padx, +--+ + prdt, = 0 
identisch stattfindet. 

Die gesuchten Gleichungssysteme ordnen sich naturgemiiss in zwei 
Kategorien, solche nimlich, die keine Relationen zwischen den « allein 
bestimmen, und solche, die dies thun, zwischen deren Gleichungen sich 
also alle p eliminiren lassen. Ein System der ersten Art bestimmt 
offenbar auch keine Relation zwischen den Differentialen dz. Soll aber 
der Ausdruck 2p dz fiir alle Werthe der Gréssen dx verschwinden, so 
miissen alle p gleich Null sein. Daher enthalt jedes System der ersten 
Art die Gleichungen 

P=9, p,=0--- p=, 
und andererseits ist auch klar, dass es keine weiteren Gleichungen 
enthalten darf, denn sonst liessen sich die p eliminiren. Nun aber 
fassen wir im Folgenden die p als Verhiiltnissgriéssen auf, und kénnen 
daher von dem gefundenen Systenie als einem uneigentlichen wegsehen. 

Also brauchen wir uns nur mit dem Falle zu beschiftigen, dass 


sich die p zwischen den Gleichungen des Systems eliminiren lassen. 


Die in dieser Weise gefundenen Relationen zwischen 2, #, -- - “,, deren 
Anzahl qg sein mag, kénnen immer hinsichtlich qg unter den x, etwa 
%,%,++-+%_, aufgelést werden; hierdurch nehmen sie die Form an 
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(1) y= fx(%q4i+++ Mn), (kK=12---Q), 
und durch Differentiation findet man q Relationen zwischen den‘dz 
i=n if, 
dm = >) Fda, (k=12---, 
i=q+1 s 
welche den Ausdruck Ypdzx auf die Form 


. 
i= 


— d df 
PA (r, a + P2 aH + ++: Page + pi) da 
1 t 2 : 


i=q+ 





reduciren. Hier sind nun alle zuriickgebliebenen dz von einander un- 
abhiingig, und daher miissen fiir i= gq + 1---m folgende Relationen 
bestehen : 


‘ af, ; Uf, af, 
(2) P) sf + Pr af + +++ +P = + p=0. 


Also enthalt jedes Gleichungssystem, weleches XY pdx =O identisch 
befriedigt, » Gleichungen der Form (1) und (2). Umgekehrt ist ein- 
leuchtend, dass diese Gleichungen an und fiir sich den Ausdruck 2 pdx 
identisch verschwinden lassen. Enthiilt daher unser Gleichungssystem 
noch weitere Gleichungen, so sind dieselben nur der Beschriinkung 
unterworfen, mit dem Systeme (1), (2) algebraisch vereinbar zu sein. 

Das gefundene Resultat kann eine elegante Form erhalten. Setzen 
wir nimlich 


© yDy + L_Py +++ + Uy =f +--- +hy =F, 
so nehmen die Gleichungen (1) und (2) die Form 


dil _ dH 


hail dp,’ a 


wo k& successive die Werthe 1 2--+q und i die Werthe g+1--- 
zu durchlaufen hat, 
Ks ist tibrigens leicht, ein anscheinend noch allgemeineres Glei- 


chungssystem anzugeben, das 2p dx identisch verschwinden lisst. Man 
setze niimlich: 


dH ; 

OF dp,’ (k=12---q), 
dH bie 

ae, Gatley), 


vorausgesetzt, dass H irgend eine hinsichtlich p, p, - + - p, bomogene 
Function 1. O. von p, +++ py %+41°+*  bezeichnet. Unsere Glei- 
chungen geben niimlich 


&=¢e i=n 
> 4 dH dH 
pdz= S pad = > ee dx;. 


i 


‘55 | i=qt+l 
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Nun ist H homogen von 1. O. hinsichtlich p, ---p,, d. h. 


t= 
and =. Fad, 
Py 


woraus durch totale Differentiation 


Sonat d. in re £3 = dp, — dH = == (. e 


Mit Benutzung dieser dais finden wir 


i= is0 
x Ss} dH = dH 
pdx =-— 2 ap, d px —_— , ax; oe dH, 


&s=1 i=qt+1 


> pda=—dH+dH=.0, 
womit meine Behauptung erwiesen ist. Zugefiigt soll nur sein, dass 
unsere » Gleichungen, die 2 p dx identisch verschwinden lassen, nach 
dem Theoreme der homogenen Functionen die charakteristische Glei- 
chung 


oder 


Lp s+ + up=—H, 
die allein das n-gliedrige System definirt, nach sich ziehen. — Wir 
fassen das Vorangehende folgendermassen zusammen. 

Theorem 1. Fasst man p, p.--- p, als Verhdltnissgrissen 
auf, so enthdlt jedes System Gleichungen zwischen p,--+pr 
Z,+++In, welches die Differentialrelation 

p,dxz, = p,dz,+---+ pradz, =0 
identisch befriedigt, n Gleichungen von der Form 
dH 
dp,’ 


p= 22, (¢=mn---f), 


HF id 


(k=ab---l, 


welche an und fiir sich den Ausdruck Xpdz verschwinden 
lassen. Hier bezeichnen a,b---lm,n---t eine Permutation 
der Zahlen 1,2---n, und H ist irgend eine Function von 
Pa***Pilm-++%, die hinsichtlich der p homogen von erster 
Ordnung ist. Unsere n Gleichungen kinnen im Allgemei- 
nen auf mehrere Weisen die aufgestellte kanonische Form 
erhalten. Insbesondere kann man immer erreichen, dass H 
eine lineare Function der p ist. 


2. Um die Sprache zu erleichtern, werden wir die Terminologie 
der Mannigfaltigkeitslehre anwenden, ne gleichzeitig ein neues Sym- 
bol, welches wir sogleich definiren, einfiihren. 
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Da wir die Gréssen p, p,---p, als Verhiiltnissgréssen auffassen 
und also zwei Werthsysteme a, --- 2%, p, +++ Pn und 2, +++ aq py +++ pn’ 
als iiquivalent betrachten, wenn 

Hl % Ps = * 

P, P; 
ist, so miissen wir sagen, dass es co?"~-! und nicht oo?” Werthsysteme 
zp giebt. Stellen wir nun etwa m Gleichungen zwischen 2, +++ Xp, +++ Dn 
fest, so bestimmen wir oo?"—'—™, oder sagen wir cot Werthsysteme 
zp. Den Inbegriff derselben bezeichnen wir, wenn die betreffenden m 
Gleichungen 2 pda verschwinden lassen, mit dem Symbole 
My. 

Nach dem Vorangehenden kann k héchstens gleich m — 1 sein. 

Wir gehen dazu iiber, die Entwickelungen der vorangehenden 
Nummer zu interpretiren. Dabei wird es bequem sein, sich vorliufig 
auf den Fall » = 3 zu beschriinken. 

Fassen wir 2, 2, x, als Cartesische Punktcoordinaten auf, und p, p, p; 
als Verhiiltnissgréssen, welche die Lage einer durch den Punkt 2, 2, x, 
hindurchgehenden Ebene 


Py (@ — 21) + po (Xo —Xq) + ps (%¥3 —X3) = 0 
bestimmen, so kénnen wir 2, X, X53 p; P» pz als Coordinaten eines Flichen- 
elements betrachten. Dabei fassen wir, kénnen wir sagen, jedes Fli- 
chenelement als den Inbegriff eines Punktes und einer hindurchgehenden 
Ebene auf. Bei dieser Interpretation sagt die Gleichung 


pdx, + p,dx, + pdx, = 0, 

dass die Ebene des fliichenelements (a, - - + p,) den Punkt des benach- 
barten Elements (7, + dz, --- p,-+ dp,) enthilt. Findet diese Relation 
statt, so sagen wir der Kiirze wegen, dass unsere beiden benachbarten 
Elemente vereinigt liegen. Mit Anwendung dieses Ausdrucks kénnen 
wir unser allgemeines Problem fiir den Fall » = 3 folgendermassen 
aussprechen: Man soll aus den Flichenelementen des Raumes auf alle 
moéglichen Weisen zweifach unendliche Schaaren aussuchen, derart, dass 
jedes Element mit allen benachbarten Elementen derselben Schaar ver- 
einigt liegt. 

Um die gefundene Liésung dieses Problems interpretiren zu kén- 
nen, bemerken wir Folgendes. Nehmen wir irgend eine Fliche, so 
bestimmt ihre Gleichung 

&, = f, (223) 
zusammen mit den beiden Relationen 


df, d 
Pot DP sh =0, Ps + Py Ge = 
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alle Flichenelemente, welche die Fliiche bedecken. Nehmen wir an- 
dererseits eine Curve, so bestimmen ihre Gleichungen 
: =f, (%), L =fy (#3) 
zusammen mit 
1 df, 
r+, $2 +9, $2 =0, 
3 


! da, 


alle Flichenelemente, welche die Curve umhiillen. Endlich kann man 
die Gleichungen eines Punktes 

%—G,, Mma, BW— a; 
auch als analytische Definition aller durch diesen Punkt hindurch- 
gehenden Elemente auffassen. 

Vergleichen wir nun dies mit Theorem 1., so sehen wir, dass die 
Elemente, welche eine Fliche bedecken, eine Curve umbhiillen oder 
durch einen Punkt gehen, Schaaren der verlangten Eigenschaft bilden, 
und dass es keine weiteren solche Schaaren giebt. 

Um die allgemeine Theorie in entsprechender Weise interpretiren 
zu kénnen, fassen wir 2,2,--- 2, als Punktcoordinaten eines n-fach 
ausgedehnten Raumes auf, ferner p,p.---p, als Verhiiltnissgréssen, 
welche die Lage einer durch den Punkt x,~, - -- 2, hindurchgehenden 
ebenen Mannigfaltigkeit 


Py (@ — 2X) + py (%—%_) + +++ + Pa(Gn' — Xa) = 0 
bestimmen. Wir bezeichnen den Inbegriff des Punktes 2,2, --- x, 
und der hindurchgehenden ebenen Mannigfaltigkeit als ein Element, 
und betrachten die Gréssen x, --- 2%, p,-++ pn als Elementcoordinaten. 
Die Gleichung 

p,dx, + p.dz,+---+p,dx, = 0 

sagt dann, dass die Ebene des Elements 2, - - - p, den Punkt des be- 
nachbarten Elements x, + dz, --- p, + dp, enthiilt, oder, wie ich der 
Kiirze wegen mich ausdriicken werde, dass diese beiden Elemente ver- 
einigt liegen. Und unser allgemeines Problem kommt darauf hinaus, 
aus den co®"—! Elementen x, ---p, auf alle méglichen Weisen (n—1)- 
fach unendliche Schaaren auszusuchen, derart, dass jedes Element mit 
allen benachbarten. Elementen derselben Schaar vereinigt liegt. 

Um die schon gegebene Lésung dieses Problems zu interpretiren 
bemerken wir, dass die Elemente, die sich an eine (n—gq)-fach aus- 
gedehnte Punkt-Mannigfaltigkeit 


Hye = fe(%yp1-++ Ha), (K=12---Q) 
anschliessen, durch die eben geschriebenen q Gleichungen zusammen 
mit den » — q folgenden 


d d af, 
rE tm Se ttm TE + m=, Gat le®) 


bestimmt sind. 
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Es ist also miglich, die oo®"—! Elemente eines n-fach 
ausgedehnten Raumes in (n—1)-fach unendliche Schaaren 
zusammenzufassen, derart, dass jedes Element mit allen 
benachbarten Elementen derselben Schaar vereinigt liegt. 
Solche Schaaren werden von allen Elementen gebildet, die 
sich an irgend einer q-fach ausgedehnten Punkt-Mannig- 
faltigkeit anschliessen, und andere derartige Schaaren giebt 
es nicht. i 

Die Element-Mannigfaltigkeiten MM, ordnen sich hiernach in » 
Kategorien nach dem Werthe der Zahl q, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, nach der Dimension der zugehérigen Punkt-Mannigfaltigkeit. 
Ich brauche das Symbol 

MM 


n—1? 
um eine Element-Mannigfaltigkeit M,—1 zu bezeichnen, die sich an eine 


k-fach ausgedehnte Punkt-Mannigfaltigkeit anschliesst. Dementsprechend 
bezeichne ich zuweilen mit 


M* 


: 
den Inbegriff von oo‘ vereinigt liegenden Elementen, die sich an eine 
k-fach ausgedehnte Punkt-Mannigfaltigkeit anschliessen. 


§ 2. 
Formulirung eines allgemeinen Problems. 


3. Nun kénnen wir unser allgemeines Problem formuliren. Das- 
selbe umfasst als speciellen Fall das allgemeinste Problem, welches man 


bis jetzt in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen behan- 
delt hat. 


Problem. Vorgelegt scien q Gleichungen der Form 
Fy(@, +++ En Py > ++ Pn) = 9, 
die hinsichtlich der p von nullter Ordnung sind. Man soll in allge- 
meinster Weise n — q weitere Gleichungen finden, welche zusammen mit 
den gegebenen die Differentialrelation 
p, da, + p,da, +-+-+ p,dxz, = 0 
identisch befriedigen. 


Unser Problem kommt darauf hinaus, alle M,,_; zu finden, deren 
Elemente gq gegebenen Relationen zwischen den Elementcoordinaten 
befriedigen. Nennen wir solche Mannigfaltigkeiten Integral-M,_1 
der betreffenden Gleichungen, so kénnen wir unser Problem folgender- 
massen aussprechen. 

Man soll alle Integral-M,—1 von q gegebenen Gleichungen zwischen 
“+++ In p-++ py» bestimmen, 
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Friiher stellte man die Forderung, dass die gesuchten Mannigfal- 
tigkeiten auch als Punktgebilde (n—1)-fach ausgedehnt seien; man 
suchte alle Integral- M* ot der vorgelegten Gleichungen. 

Es giebt einen ausgezeichneten Fall, in dem unser Problem sich 
durch ausfiihrbare Operationen, d. h. Differentiationen und Eliminatio- 
nen erledigen lisst. Enthalten nimlich unsere Gleichungen nur die x 

fi(%y%_ +++ tn) =O, (K=12---Q), 
so findet nfan nach den Entwickelungen des ersten Paragraphen die 
allgemeinste Integral-/,_, dieses Gleichungssystems, indem man wei- 
tere Gleichungen zwischen den x zufiigt und das erhaltene System hin- 
sichtlich q + m unter den x etwa x, 2, -+ + %74m auflist 


Le = Px (Lo4m4+1°** Ln), (k==1---q+m) 
und endlich die bekannten Gleichungen 


dg : 
a+ D> a me=90, (=q+m+1---n) 


zufiigt. Diese » Gleichungen bestimmen die allgemeinste gemein- 
same Integral-M,_, der vorgelegten Gleichungen. Wir kénnen uns 
darum im Folgenden auf den Fall beschriinken, dass jedenfalls eine 
der vorgelegten Gleichungen eine oder mehrere Gréssen p enthilt. 

4. Im Allgemeinen verlangt die Erledigung unseres Problems 
gewisse Integrationsoperationen. Ehe wir dasselbe angreifen, werden 
wir ein Hiilfsproblem, welches nur ausfiihrbare Operationen verlangt, 
erledigen. Wir betrachten zuerst den einfachsten Fall dieses Hiilfs- 
problems. 

Vorgelegt sei eine Gleichung F = 0 zwischen x, +++ pn. Man be- 
stimme alle Integral- _M,_»2 derselben*). 

Man nehme irgend eine M,_;. Ist sie zufilligerweise eine In- 
tegral- M,_, von F’'=0, so unterwerfe man ihre Elemente irgend 
einer neuen Relation; die in dieser Weise gefundenen oo"—? Elemente 
bilden offenbar eine Integral- 7,2. Ist dagegen die gewihlte M,_, 
keine Integral- M,_,1, so erzeugen alle Elemente derselben, deren Co- 
ordinaten F' = 0 befriedigen, eine Integral- MM,» dieser Gleichung. 
Es ist selbstverstiindlich, dass in dieser Weise alle Integral-M,~: 
von F = 0 erhalten werden kénnen. 


Hiilfsproblem 2. Vorgelegt seien q Gleichungen zwischen x, +++ Xn 
P,***Pn- Man bestimme ihre gemeinsamen Integral-M,—,-1. 


*) Wir setzen hier und im Folgenden immer veraus, dass die zur Betrachtung 
kommenden Gleichungen F'(a,---p,) =0 hinsichtlich der p homogen sind. — 
Wenn ich im Folgenden sage, dass eine Function der .c und p von nullter oder 
erster Ordnung ist, so heisst dies immer hinsichtlich der Gréssen p. 





Partielle Differentialgleichungen. 257 


Um dieses Problem, auf welches wir spiiter unser Hauptproblem 
zuriickfiihren, zu erledigen, nehmen wir wiederum irgend eine M,_.,. 
Unter den Elementen derselben giebt es jedenfalls oo*-?—1 und unter 
Umstiinden noch méhrere, etwa oo"—%+*, deren Coordinaten den q 
vorgelegten Gleichungen geniigen. Wahlen wir unter ihnen nach arbi- 
trirem Gesetze co"~-¢—!, so bilden diese Elemente immer eine gemein- 
same Integral- M,_,—1 der q Gleichungen; und es ist klar, dass alle 
Integral- M,_,~1 in dieser Weise erhalten werden kénnen. 


§ 3. 
Ein Fundamentalsatz. 


5. Jacobi hat bekanntlich bewiesen, dass » Functionen nullter 
Ordnung I’, F,--- F, von %,+-+%,p,+*+Pn, die in solcher gegen- 
seitiger Beziehung stehen, dass die Elimination der p zwischen den 
Gleichungen 

4 F,=a,, F,=—a,--- F, =a, 
eine vollstiindige Lésung jeder Gleichung F;—<a; giebt, die Bedingungs- 
gleichung 


‘) dF, dF, aF, 
“a dz, dp, ap, ax, 
die wir in der gewodhnlichen Form 
(FF) = 0 

schreiben, befriedigen. Dieser Satz ist einer wichtigen von mir her- 
riihrenden Verallgemeinerung fihig, die ich sogleich geben werde. 
Zuerst ein Hiilfssatz. 

Satz 6. Befriedigen die Functionen 9,9, --- %, FF, ---F, die 
Bedingungsgleichung 

OdF,+---+9,dF, = pda, +-+++ prdin, 

so bestehen die Relationen , 


(FF) = (9%; F;) = (D;,) = 0, (F;9;) = As 


Ich reproducire Mayer’s Beweis dieses Satzes, den ich aus der 
Clebsch’schen Theorie des Pfaff’schen Problems abgeleitet hatte. _ 
(Math. Annalen Bd. VIII, p. 215 ff., Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Christiania 3. Mai 1872, 21. Marz 1873.) 

Unsere Bedingungsgleichung lést sich in die 2” folgenden auf 


Mathematische Annalen. IX. 
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woraus durch Differentiation, indem wir die x und p als von einander 
unabhiingig auffassen, 


d pe © aF; dF; 

dx, me * de, dy & i dz, 
d 7 , dF, dF. 
dp, : 


dx, i ya dp, 
dF, - dF. 

; -* as ~ . t = 
= “ dx, ‘ . dp, 
me - o, dF, pie ' dF. 
dp, : dp, - < dp, 


und durch Ausfiihrung 


i n 


do, dF, ; aF, 
Gt dx, da, dx, 


d®, dF, , aF; 
(ae: dz, dx, dp, 


dp, dx, x, dp, 


) 

“) i 
(= aF, , aF, ‘) i. 

a 


do, dF; ; aF; 

‘ (a, dp, ap, dp, 

Diese Relationen zeigen, dass die Gleichungen 
i= 


dF, dF, 
Uj =, (Fe Ye + ap, “) , 


NO ’ do, 
3 (2 Ye + ap, ‘ m ) 


die 2” folgenden nach sich ziehen 


Setzen wir diese Werthe der y und z in die vorangehenden Gleichungen 
ein, so miissen Identitiiten herauskommen. In dieser Weise finden 
wir, dass 


(FF) = (F;%,) = (%,%,) =0, (F,%;) = 1 
ist, wie behauptet wurde. 
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Theorem 2. Sind F,F,---F, solche Functionen nullter 
Ordnung von 2,-++ Xn, p,-++pa, dass die Gleichungen 
Fi,=a,, F,=a,--- F,=—a, 
fiir alle Werthe der Parameter a Element-Mannigfaltig- 


keiten M,_1 bestimmen, so stehen die F paarweise in der 
Beziehung (F;F,) = 0. 


Nach unserer Voraussetzung sollen die Gleichungen 
Fi =a, --> I, =a, 
zusammen mit ihren Differentialgleichungen 
dF, =0-.-dF,==0 


p,da, +---+ prada, 
identisch verschwinden lassen, und zwar fiir alle méglichen Werthe 
der Gréssen a. Dies heisst aber, dass es solehe Functionen ®,®, --- ®, 
giebt, dass eine Identitit der Form 
O,df, +---+0,dF, = pda, +--+ prada, 
besteht. Also ist unsere Behauptung mit Beriicksichtigung des voran- 
gehenden Satzes erwiesen. 


den Ausdruck 


Satz 7. Die n Gleichungen Fi, = a, bestimmen, welche Werthe 
man auch den a beilegt, nie mehr als co"—! Elemente. 


Denn eine Schaar von vereinigt liegenden Elementen enthilt nie 
mehr als co"—! Elemente. 


6. Definition. Bestimmen die Gleichungen 

F; = °°: F, =, 
wie in den vorangehenden Siitzen oo” Mannigfaltigkeiten M,-1, so nenne 
. ““~ . . ° r 0 
ich den Inbegriff solcher M,—1, die einem bestimmten Werthe a, der 
Parameter a, entsprechen, eine vollstindige Lisung der Gleichung 
F=a;. Nach den Entwickelungen des zweiten Paragraphen kinnen 
unsere n Gleichungen immer die folgende kanonische Form erhalten: 

La Pa +. drake + ap = H (pa +55 Dt mrs+ Uy Ayr-- Gn), 
dH - dH 


wat dp; ? ie dx, 
Hier ist a---lm-+-t eine Permutation der Zahlen 1--+mn. 
In dem folgenden Paragraphen beweisen wir, dass jede Gleichung 


: 
Fi =a 


vollstiindige Lésungen besitzt. Hier begniigen wir uns damit, nochmals 
hervorzuheben, dass, wenn J’, = a, eine vollstaindige Lisung besitzt, 
Fi =a,, Py=a,--: Py=an, 
dass dann jede Function F; eine Lésung der Gleichung 
(FF) =0 
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ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt, ein Integral des simultanen 
Systems 
Dee BEAR cnc dp, i-+-: dpy= 
(A) } 2. J ed 
dp, ~ a az, ~ dz, 

ist. 

Zu bemerken ist, dass sich aus diesem simultanen Systeme ein 
neues System zwischen den Variabeln 


ae Pn—1 


a ee 7 
: “a Pr 


herleiten lisst: 


dz, dx, d oy 


Pn 


—  _ On OY ee 


dp, Pn ap, Py dz, dx, 


dass daher unter den 2n — 1 Integralen des ersten Systems 2m — 2 
von nullter Ordnung sind. Ein solches ist insbesondere F’, selbst. 

Bezeichnen wir die iibrigen Integrale nullter Ordnung mit TT, ---Ton_s 
und mit @,---@,—3 Parameter, so ordnen die Gleichungen Tl, = co, 
die Elemente der Gleichung F’, = a, in oo?*—* Schaaren zusammen, 
deren jede co' Elemente enthiilt. Also 

Satz 8. Die co®"—*? Elemente der Gleichung F, =a, werden 
durch das simultane System (A) in co®"—* Schaaren, jede bestehend aus 
co' Elementen, zusammengeordnet. Diese Elementschaaren nennen wir 
die charakteristischen Streifen der Gleichung F’, = a,. 


Zu bemerken ist ferner, dass der Ausdruck 2p dz bei Einsetzung 
der Werthe der dx vermige des simultanen Systems (A) die Form 


dF. 
P, “i. +*°- +P 


annimmt und somit identisch verschwindet. Also 


aF, 
dp, 


Satz 9. Zwei benachbarte Elemente eines charakteristischen Strei- 
fens liegen vereinigt. 

Endlich sprechen wir den Satz, dass die Functionen einer voll- 
stindigen Lésung 

F,<a,, F,—a,--- F,=a, 
der Gleichung F’,; = a, simmtlich die Relation 
(F,F) =0 

befriedigen, synthetisch aus: 

Satz 10: Lassen die Elemente einer Gleichung F =a sich in 


co"—! Integral-M,_, zusammenfassen, so ist jede solche M,~1 von 
charakteristischen Streifen erzeugt. 
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§ 4. 
Jede Gleichung besitzt vollstindige Lésungen. 


7. Ich werde jetzt zeigen, dass die Elemente einer Gleichung 


F (a -++0, 2... “-t) 0 

Pr Pr 

sich immer zu (n—1)-fach unendlich vielen MZ, _ 1; zusammenfassen lassen, 
oder, anders ausgesprochen, dass die Gleichung /' =a immer voll- 
stiindige Lésungen besitzt. Hierzu brauchen wir folgenden wichtigen 
Satz. 

Satz 11. Enthalten zwei benachbarte charakteristische Streifen der 
Gleichung F =a zwei Elemente, die vereinigt liegen, so stehen alle be- 
nachbarten Elemente dieser Streifen in derselben Beziehung*). 

Zum Beweise nehmen wir unter den oo?"—* charakteristischen 
Streifen der Gleichung F’ = a nach einem arbitriren Gesetze einfach 
unendlich viele, die jedoch eine continuirliche Schaar bilden sollen. 
Sei ¢ ein Parameter, dessen verschiedene Werthe den verschiedenen 
Streifen unserer Schaar entsprechen; sei ferner t ein Parameter, dessen 
verschiedene Werthe den verschiedenen Eleménten eines Streifens ent- 
sprechen. Geben wir also zuerst ¢ und sodann t bestimmte Werthe, 
so heisst dies, dass wir unter den oo! Streifen unserer Schaar einen 
bestimmten wihlen und darnach unter den Elementen dieses Streifens 
ein bestimmtes aussuchen. 


Wir nehmen die beiden Elemente, welche bez. den Parametern 
t, c und ¢-+ At, t+ Ar entsprechen: 
L,+** pn und x, + om at + “ At:-- 
und bilden fiir sie die Function 


ax, dx, 
> ndn = >’ m (Fiat 4 Ft At) 


Nun ist nach unserer Voraussetzung 


>» ow 0 
mq Se, 


dx 
> prdite = At > m a 


das heisst, es besteht eine Gleichung der Form 
> rida = Atf (tr). 


*) Dieser Satz steht im genauesten Zusammenhange mit dem Pfaff’schen 
Fundamentalsatze, dass jeder 2n-gliedrige Ausdruck X,da,-+ --- + Xg,d2,, 
auf eine (2n—1!)-gliedrige Form gebracht werden kann, 


also kommt 
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Wir haben zu zeigen, dass f nur von ¢ abhiingt; darauf kommt 
in der That unser Satz hinaus. 


Es ist 
oe . ae r 


und es handelt sich somit darum, nachzuweisen, dass der Ausdruck 
rechts verschwindet. Wir finden 


dp, -_ dx, 
=> (F5 + Pe qe dt )) 

df -> dp, oe dx, 
dt ( dt + Pe dt 7 a) , 


Nun aber kénnen wir setzen 


oder 


dq, d@F 4, +°—4F 


dt dp,? _ ian dx,’ 
also kommt 


a 72 dF ), 
os . di + @e “dt ar (Se 


woraus mit Benutzung der Gleichung 


d dF *° + (dp, aF d saF 
at > Pe dp, ==Q i (at dp, + Pk dt = )) 


folgt 
~~ Fe Sg BED) W . Wc 
= da, dt + ap, dt ) va * | Sac 
Hiermit ist nach dem Vorangehenden die Richtigkeit unseres Satzes 
nachgewiesen. 


8. Dieser Satz erlaubt beliebig viele Integral-M,_; von F =a 
zu construiren, nachdem wir das simultane System der charakteristi- 
schen Streifen 

se 
dz, 
integrirt haben. Man nehme in der That eine beliebige Integral-M,, _» 
von F' =a; untersuche sodann, ob diese M@,_» von charakteristischen 
Streifen erzeugt ist. Ist dies nicht der Fall, so lege man durch alle 
Elemente der M,_»2 die hindurchgehenden charakteristischen Streifen. 
Diese Streifen erzeugen nach dem vorangehenden Satze eine Integral- 
M,—:*). — Und es ist klar, dass alle Integral- M,_; von F =a, die 
von charakteristischen Streifen erzeugt sind, in dieser Weise construirt 
werden kénnen. 


*) Dieser Schluss ist richtig, wenn durch jedes Element der gegebenen M,,_, 
nur ein charakteristischer Streifen hindurchgeht (oder einige), was offenbar im 


Allgemeinen der Fall ist. 
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Wiinscht man insbesondere Integral-M,-; zu construiren, die 
auch als Punktgebilde (n—1)-fach ausgedehnt sind, welche also durch 
Gleichungen der Form 
aw 
Ax, 
definirt sind, so ist zuniichst klar, dass solche Integral- M,—1 nur dann 
existiren, wenn die Charakteristiken einfach ausgedehnte Punktgebilde 
sind*); dies ist immer der Fall, wenn F eine, und in Folge dessen 
zwei Grossen p enthilt. Nimmt man in diesem Falle eine beliebige 
Integral-M, 2, die, als Punktgebilde aufgefasst, (»—2)-fach ausge- 
dehnt ist, und die nicht von Charakteristiken erzeugt ist, so ist klar, 
dass alle charakteristischen Streifen, die durch die Elemente dieser 
M,-2 hindurchgehen, eine Integral-M"~* erzeugen. Und in dieser 


n—l1 


W (@, +++ %,) = Const., pp= 


Weise kénnen offenbar alle Integral- M"—/, die von charakteristischen 
Streifen erzeugt sind, erhalten werden; dies folgt aus der evidenten 


Bemerkung, dass jede M"—} eine M*—} enthiilt. 


n—1 

Aus dem Obenstehenden folgt: 

Theorem 3. Die Elemente der Gleichung F=a kinnen 
immer zu oo"—! Integral-M,_1 zusammengefasst werden; das 
heisst, unsere Gleichung besitzt vollstindige Lisungen. 

Oder analytisch ausgesprochen : 

Zu einer gegebenen Function F, nullter Ordnung lassen 
sich immer weitere Functionen F,---F, %,--+®, bez. null- 
ter und erster Ordnung bestimmen derart, dass die Glei- 
chung 

OdF, +---+9,dF, =p,da,+-+-++ padi, 
identisch besteht. . 

Da nimlich F = a nur o0?*-* charakteristische Streifen besitzt, 
so ist es klar, dass es solche Functionen f(#,---%,) giebt, dass die 
Elemente, die den beiden Gleichungen 

Fea, f=0 
geniigen, sich nicht zu charakteristischen Streifen zusammenordnen 
lassen. Folglich erzeugen die durch einen auf der Mannigfaltigkeit 
f= 0 gelegenen Punkt allgemeiner Lage 


x; = Cy eee Xn = Cn 
gehenden Charakteristiken eine Integral-M,_1 von F =a. Und der 
Inbegriff aller dieser M, ist eine vollstindige Lésung, insofern jeder . 


*) Hat F=a die Form F'(a,---x,) =a, so gehen alle Elemente eines 
charakteristischen Streifens durch einen gemeinsamen Punkt; alsdann giebt es 
nur eine Integral- J. a nimlich #’ = a selbst, die (n—1)-fach ausgedehnt ist. 
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charakteristische Streifen jedenfalls durch einen Punkt der Mannigfal- 
tigkeit f = 0 h’ndurchgeht. 

Dieser Beweis fiir die allgemeine Existenz der vollstiindigen Lé- 
sungen ist dem Wesen der Sache nach stringent. Ich werde andeuten, 
wie man ihn rein analytisch fiihren kénnte. 

Man koénnte zuerst beweisen, dass 2” Functionen 

®,%,---0, F,F,--- Fy, 
die den folgenden Relationen geniigen, 
(Fi Fi) = (Fi) = (%:%) +0, (4%) = 1, 

immer die Gleichung 


O,dF,+.---+0,dF, =p,da,+---+ prada, 
befriedigen, dabei vorausgesetzt, dass die Gréssen F und ® bez. von 
nullter und erster Ordnung sind. Den Beweis fiir die Richtigkeit 
dieses von mir herriihrenden Satzes fiihrt man am besten, wie Mayer 
es gethan hat. 

Sodann wiire es nothwendig nachzuweisen, dass zu einer beliebi- 
gen gegebenen Function Ff’ sich weitere Functionen F' und © finden 
lassen, die zu einander gegenseitig und zu F’ in den verlangten Be- 
ziehungen stehen. Um diesen Beweis zu fiihren, scheint es zweck- 
miissig, sich auf die Theorie der homogenen Gruppen zu  stiitzen. 


(Math. Annalen Bd. VIII, p. 248 und fg.) 


§ 5. 
* Variation der Constanten. 
9. Sei jetzt vorgelegt eine Gleichung 


F (@,2_ +++ Ln P\Py ++ Pn) =O 
und eine vollstiindige Lésung derselben 


Hy Py + LpPy +++ + LoPy = H(p, - +» Py Xo41+ ++ Mn Ay +++ Mn—r); 


dH ad 


‘dp,’ imei 


5 = re 
dx, 


mit den Parametern a,---a,—1:. Wir werden allgemeine Operationen 
angeben, die zur Bestimmung neuer Integral- M,_,; dienen kénnen; 
darnach zeigen wir, dass alle Integral-M,_, in dieser Weise erhalten 
werden kénnen., Hierbei ergiebt sich der merkwiirdige Satz, dass 
F =a héchstens eine Integral- M,_,; besitzt, die nicht von charakte- 
ristischen Streifen erzeugt ist. Dies ist die Verallgemeinerung eines 
von Cauchy herriihrenden Satzes. 

Unter den M,_, der vollstiindigen Lésung, die mit dem gemein- 
samen Symbole A bezeichnet werden mégen, wihlen wir irgend eine 
Schaar, die durch eine oder mehrere Gleichungen zwischen den Para- 















ee 
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metern a@ definirt wird. Wir zeigen, dass eine solche Schaar zur Con- 
struction elmer neuen Integralmannigfaltigkeit Anlass geben kann. 
Wir betrachten zuerst den Fall einer Gleichung zwischen den a, 
® (a, silinins @n—1) = 0. 
Um die Sprache zu erleichtern, bezeichnen wir alle M,—, der hiermit 
definirten Schaar mit dem Symbole A,, eine bestimmte solche mit 
AS und endlich eine beliebige zu A} benachbarte Mannigfaltigkeit mit 
A,. Wir suchen die auf A? gelegenen Elemente, die mit den benach- 
barten Elementen von A,’ vereinigt liegen. Zu diesem Zwecke setzen 
wir die Bedingungsgleichung 
pda, +---+pradz, =0 

in die Form: 
A(X, Py +++ Lg Pq) — Up, — +++ — Lyd py P41 dX q41 +++ + pndain—O, 
woraus, durch Benutzung der Gleichungen der vollstindigen Lésung, 
folgt 

dH— 


oder 





dH dH dH 4H ay 


=. dp,-—-:- ~Ts. dpy— a dz, = diig41— 1 ==, 


dH 
Va i da, tage: da,, 


hier sind da, - -- da, —, die Incremente der Parameter, die dem Ueber- 
gange von A) zu A, entsprechen; sie befriedigen daher die Relation 


d® d® 
“da, -+ “8 or da, dan—1 =0. 


dan—1 == (); 
-1 





Diejenigen Elemente auf A), die mit den benachbarten aller Ay ver- 
einigt liegen, erfiillen folglich die » — 1 Gleichungen 


dH 1m . 
at 3 **: (k==1---n—1), 





oder eigentlich die »—2 nach der Elimination von 4 zuriickgebliebe- 
nen Gleichungen. Den Inbegriff dieser Elemente bezeichnen wir mit 
dem Symbole P’. Durch entsprechende Construction bestimmen wir 
auf jeder A, eine Mannigfaltigkeit P. Ich behaupte, dass der Inbe- 
griff aller P eine Integralmannigfaltjgkeit bildet. Sind in der That 
P°® und P’ die beiden P, welche bez. A} und A,’ entsprechen, so 
muss jedes Element von P", welches ja mit allen benachbarten Ele- 
menten von A,’ vereinigt liegt, insbesondere auch zu den benachbarten 
Elementen von P’ in dieser Beziehung stehen. Da nun die P selbst 
Integralmannigfaltigkeiten von F’' = 0 sind, so ist bestimmt nachge- 
wiesen, dass alle P eine Integralmannigfaltigkeit bilden; freilich ist 
die Dimension dieser Mannigfaltigkeit wie auch die von P’ noch un- 
bestimmt. 
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Zu bemerken ist, dass die Gleichungen, die P bestimmen, nur 
1) von der Form der Function H, d. h. von der gegebenen vollstin- 
digen Lésung, 2) von den Differentialquotienten des ®, hinsichtlich 
der a, 3) von den Werthen der Parameter a abhingen. Giebt man 
daher, nachdem man eine bestimmte vollstiindige Lésung gewihlt hat, 
den Gréssen 
d® d® 


Gy °° + An—1 Ta a 


n—1 

bestimmte Werthe, so erhiilt man eine ganz bestimmte Mannigfaltig- 
keit P. Da nun die Differentialquotienten von ® hinsichtlich der a 
Verhiltnissgréssen sind, so giebt es nicht mehr als co®?"—* Mannig- 
faltigkeiten P. Freilich ist es noch denkbar, dass die Zahl der P 
geringer ist. 

Jetzt betrachten wir eine Schaar von Mannigfaltigkeiten A, die 
durch zwei Gleichungen zwischen den a 9, = 0, , = definirt wird, 
und zeigen, dass sie zur Construction einer neuen Integralmannigfal- 
tigkeit Anlass giebt. Wir brauchen die Symbole A, A} A’, in der- 
selben Bedeutung wie soeben. Die auf A} gelegenen Elemente, die 
mit den benachbarten Elementen aller A,’ vereinigt liegen, befriedigen 
wie im vorangehenden Falle die Gleichung 


dH dH 


da, #1 +---+ i dan—1, 


wo indess jetzt die Incremente da den beiden Gleichungen 


aa do 
Fa, 8 Ho Fa ee =O, 


n—1 


dQ, d® ae 
da, da, a eee + da,_, dan —1 = 0 


os . = . ’ 0 . . 
geniigen. Folglich erfiillen die auf A, gelegenen Elemente, die mit 
den Elementen aller A,’ vereinigt liegen, die » — 3 Gleichungen, die 
aus den » — 1 Gleichungen 


dH d® 
da, + A, og + 4; 
durch Elimination von 4, und 4, hervorgehen. Wir bezeichnen den 
Inbegriff dieser Elemente mit @ und bemerken dabei, dass jede Q von 
Mannigfaltigkeiten P erzeugt ist. Risonniren wir nun, wie soeben, 
so erkennen wir, dass der Inbegriff aller @Q eine Integralmannigfal- 
tigkeit bestimmt, und zwar eine, die von Mannigfaltigkeiten P er- 
zeugt ist. 

In entsprechender Weise kénnte man den Fall dreier oder noch 
mehrerer Gleichungen zwischen den a erledigen. Man erhilt immer 
Integral-M, die von Mannigfaltigkeiten P erzeugt sind. 


do, 


= (0 
da, 





ie mit 
n, die 


en den 

@ von 
soeben, 
nigfal- 


P er- 


r noch 
immer 
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Endlich werden wir zeigen, dass die Gesammtheit der Integral- 
M,-1 der vollstindigen lieug ein Umhiillungsgebilde bestimmen 
kann, welches selbst ein Integral- M,_,; ist. Nach dem Vorangehen- 
den wird die Gleichung 


sae da,+---4+ 9% aa,=0, 


in welcher alle da von einander samcaaes sind, von den auf einer 
bestimmten A gelegenen Elementen befriedigt, die mit den benach- 
barten Elementen aller benachbarten A vereinigt liegen. Daher giebt 
die Elimination der Parameter a zwischen den 2n Gleichungen 


dH — __ aH 


da, > =": 


dH on 


a dp; ? ~~ da, 


im Allgemeinen eine Integral- M,_, der vorgelegten Gleichung. Diese 
M,—1 soll, wenn sie tiberhaupt existirt, die singulére Integral-M, —; 
heissen. 

Wenn ich soeben gesagt habe, dass eine singulire Integral- M, _, 
im Allgemeinen existirt, so ist das unter der Voraussetzung, dass die 
vollstindige Lésung selbst und nicht die Gleichung F = 0 als arbitrir 


gewihlt gedacht wird. Denkt man sich dagegen die Gleichung P= 0O 
als arbitrir gegeben, so wird es sich wohl zeigen, dass eine singulire 
Integral- 7,.; nur ausnahmsweise existirt, insofern die Integral- M,_, 
einer beliebigen vollstiindigen Lésung mit Singularitiaten behaftet sind, 
die ein Umhiillungsgebilde nicht zu Stande kommen lassen, 


10. Wir beweisen jetzt, dass alle Integral- M@,_,; der vorgelegten 
Gleichung durch die angegebenen Operationen aus der bekannten voll- 
stindigen Lésung derivirt werden kénnen. 

Man nehme in der That eine beliebige Integralmannigfaltigkeit 
M,-~-1. Jedes Element derselben gehdrt einer (oder mehreren) Mannig- 
faltigkeiten A an; und diejenigen A, die zu M,_, in dieser Beziehung 


stehen, bilden eine Schaar, die durch etwa gq Gleichungen zwischen 
den a 


D; (4, +++ Gn) = 9, (k= 1---q) 


definirt wird. Man wiihle zwei benachbarte A dieser Schaar und be- 
zeichne sie mit A’ und A’; es seien ferner «® und ¢’ zwei benachbarte 
Elemente, welche bez. A® und A’ mit M,_, gemein haben. Diese 
beiden Elemente liegen als angehérig M,,_; vereinigt und befriedigen 
daher die » — 1 Gleichungen 


dH do, 


te, tit, +4 


da, 
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Also ist M,_, entweder mit der von unserer Schaar bestimmten In- 


tegralmannigfaltigkeit identisch, oder in derselben als reducibler Theil 
enthalten. 


Wir erkennen in dieser Weise, dass alle Integral-M,_,, ausgs- 
nommen die singulire M,_,, durch Mannigfaltigkeiten P erzeugt 
werden. Andererseits haben wir gefunden, dass jede Integral- M,_.,, 
die einer vollstiindigen Lésung angehéren kann, von charakteristischen 
Streifen erzeugt ist. Also liegt die Vermuthung sehr nahe, dass die 
P Charakteristiken sind, oder aus discreten Charakteristiken bestehen. 
Um dies zu beweisen, haben wir die beiden Méglichkeiten, dass die 
P, die von «‘* Dimension sein mégen, von Charakteristiken erzeugt 
sind, und dass sie es nicht sind, zu beriicksichtigen. Im ersten Falle 
ist es, wenn @ groésser als 1 ist, klar, dass Integral- M,_1, die eine 
gewisse Anzahl passend gewihlte einander benachbarte Charakteristiken 
enthalten, eine gewisse P in ihrer ganzen Ausdehnung enthalten 
miissen. Der Umstand also, dass eine Integral- M@,_, gewisse benach- 
barte Charakteristiken enthielte, wiirde bewirken, dass Charakteristiken, 
die zu jenen nicht benachbart sind, der M,_, angehérten. Dies steht 
aber im Widerspruche mit den Constructionen des vorangehenden 
Paragraphen. Also kann « in diesem Falle nicht grésser als 1 sein. 
Setzen wir andererseits voraus, dass die P nicht von charakteristischen 
Streifen erzeugt sind, so zeigt ein vollstiindig analoges Raisonnement, 
dass die P von nullter Dimension sein miissen. Nun aber sind die 
P nach dem Vorangehenden jedenfalls von erster Dimension. Also 
sind die P charakteristische Streifen oder bestehen aus discreten Cha- 
rakteristiken. 


Theorem 4. Hiermit ist nachgewiesen, dass die Integral- 
M,~1 der Gleichung F =0 im Allgemeinen von charakteri- 
stischen Streifen erzeugt sind, Die einzige Ausnahme bildet 
die singuldre Integral-M,_1, wenn eine solche existirt. 


§ 6. 


Specielle Involutionssysteme. 
11. In diesem Paragraphen betrachten wir Gleichungen der Form 


Pp P,— 
Pe = Ia = Page (my +n oy Ps =), (k= 1---q), 





die paarweisse in der Beziehung 


(pi — hi, Pr — hx) = 0 


stehen. Wir zeigen, dass ein solches System von Gleichungen, welches 
ein specielles Involutionssystem heissen mag, gemeinsame Integral- M,_1 
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besitzen; gleichzeitig geben wir eine allgemeine Methode zu ihrer Be- 
stimmung. 
Die Theorie eines zweigliedrigen Involutionssystems liisst sich auf 
die folgenden Sitze begriinden. 
Satz 12. Stehen die beiden Functionen p, — h,, pp — hy in In- 
volutionsbezichung , so bilden die linearen Gleichungen 


; dv 
(p, —h,, V)=90, (p,—h,, V)=0, Pd =, 


welche V als Function von x, +++ Xn p,;++- pn bestimmen, ein vollstin- 
diges System. 


Setzen wir niimlich 
+ dV 
(p,—h,, V)=A,V, (pp —h,, V)=A,V, >'p a A, V, 
so finden wir durch Ausfiihrung, indem wir erinnern, dass h homogen 
von 1'* Ordnung ist 
A; (A, (V)) — Ar(A(V)) = 9, 

d. h. die Gréssen A;(A;,(V)) — A,(A;(V)) driicken sich linear durch 
A, V, A,V und A, V aus. Es ist also nur noch nachzuweisen, dass 
zwischen A,, A, und A, selbst keine solche Relation besteht. Dies 


folgt aber daraus, dass die Grosse — sich nur in A, V und die 
1 


4s av . . : : at a ‘ 
Grésse [-- sich nur in A, V findet. Hiermit ist unser Satz bewiesen. 


Sind ®, --- ®,,_5 ein System Lésungen unseres vollstandigen Sy- 

stems, so ordnen die Gleichungen 
®, —=@,:°-°° Den—s = Aen—5 

mit den Parametern a, --- d2,—5 die Elemente des vorgelegten Invo- 
lutionssystems in oo®"~ ° Schaaren, jede bestehend aus co? Elementen, 
zusammen, Wir nennen diese Schaaren von Elementen: charakteristi- 
sche M, des Involutionssystems, und bemerken dabei, dass jede solche 
Elementenschaar einfach unendlich viele charakteristische Streifen der 
Gleichung p, — h, =O und ebenso einfach unendlich viele charakte- 
ristische Streifen der Gleichung p, —h,—=0O enthalt. Hieraus lisst 
sich leicht schliessen, dass benachbarte Elemente einer charakteristi- 
schen M, immer vereinigt liegen. In der That, wir kennen zwei Fort- 
schreitungsrichtungen dx,--- dx, dp, +++ dpa, die von einem Ele- 
mente einer M, zu einem benachbarten Elemente derselben M, fiih- 
ren, niimlich die beiden, die den charakteristischen Streifen der beiden 
vorgelegten Gleichungen entsprechen: 


da,:da,: dx, :+++: dt, :dpyi+++:dpra= 


1: 0 Pe ee 
? * dp, ° * dp, * da,” * da, 
un 
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dz,:d%,: dt, :-++: dt, :dp,: 
i . __ ah, dh, dhs , 
S-: 1: : tore tga? 
Lassen wir daher 4, und 4, Parameter bezeichnen, so bestimmen die 
Gleichungen 


dh.\ . ‘ dhy 
Ay =) F , ry Ay iz’) 


die allgemeinste Fortschreitungsrichtung innerhalb der M,. Und da 
h, und h, homogen von erster Ordnung sind, so ist es einleuchtend, 
dass diese Werthe der Gréssen dz, - -- dx, den Ausdruck 2 pda ver- 
schwinden lassen. Also 

Satz 13. Die Elemente eines zweigliedrigen Involutionssystems 

p,—h,=0, p,-—h,=9 
ordnen sich in co®"—* Schaaren, jede bestehend aus co* vereinigt legen- 
den Elementen, zusammen. Jede solche Schaar, die eine charakteristische 
M, des Involutionssystems heissen mag, ist von oo' charakteristischen 
Streifen jeder Gleichung des Involutionssystems erzeugt. 

In der Theorie des vorgelegten Involutionssystems spielen die cha- 
rakteristischen M, ganz dieselbe Rolle wie die charakteristischen Strei- 
fen fiir eine einzige Gleichung. Dies geht aus den folgenden funda- 
mentalen Siitzen hervor. 

Satz 14. Integral-M,_, des zweigliedrigen Invoiutionssystems 

p,—h=0, p,—h, =90, 
die durch ein gegebenes Element gehen, enthalten im Allgemeinen die 
diesem Elemente zugehirige charakteristische M,. 

Legen wir nimlich durch das gegebene Element e die charakte- 
ristischen Streifen der Gleichung p, — h, =, so muss jedes Element 
é derselben den besprochenen Integral-M,_, angehéren. Legen wir 
in entsprechender Weise eine Charakteristik der zweiten Gleichung 
durch ¢, so muss ebenso jedes Element EF dieser Streifen allen unseren 
Integral- M,_,; angehéren. Nun aber erzeugen alle Elemente EF eben 
die dem gegebenen Elemente e zugehirige charakteristische M,. Also 
ist unser Satz bewiesen. 

Satz 15. Enthalten zwei benachbarte charakteristische M, zwei 
vereinigt liegende Elemente e und ¢’, so. liegt jedes Element E der einen 
M, mit allen benachbarten Elementen der E’ der zweiten M, vereinigt. 

Zum Beweise legen wir eine Charakteristik der Gleichung p, —h,=9 
durch e und eine Charakteristik der zweiten Gleichung durch FE. Diese 
beiden Streifen sind in der einen charakteristischen M, enthalten und 
haben also ein Element ¢ gemein. Durch eine iihnliche Construction 
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finden wir ein Element « in der zweiten charakteristischen M,. Wen- 
den wir nun Satz 11. auf die beiden, durch die vereinigt liegenden 
Elemente e und e gehenden Streifen der Gleichung p,—h,=0O an, so 
erkennen wir, dass auch die Elemente ¢ und ¢’ vereinigt liegen. Also 
kénnen wir denselben Satz auf die beiden durch ¢ und & gehenden 
Streifen der zweiten Gleichung anwenden ; in dieser Weise finden wir, 
dass F und FE’ vereinigt liegen, wie behauptet wurde. 


Satz 16. Die charakteristischen M, des Involutionssystems 
PR—h=9, p,—h, =0, 
die durch die Elemente einer Integral-M,—3 hindurchgehen, erzeugen im 
Allgemeinen eine Integral- M,,—, des Involutionssystems. 

Im Allgemeinen geht durch jedes Element der vorgelegten Inte- 
gral-M,_; nur eine charakteristische M,, und zwar eine, die keine 
weiteren Elemente mit der M3 gemein hat. Diese co"? M, miissen 
nach dem vorangehenden Satze immer eine Integral-M,_1 erzeugen. 
Ausnahmsweise kann es eintreten, dass jede M, unendlich viele Ele- 
mente mit der vorgelegten Integral-/,_; gemein hat; alsdann erhiilt 
man nur co! M,, die offenbar eine Integral-M,_2 erzeugen. Endlich 
ist es auch denkbar, dass die vorgelegte M3 von charakteristischen 
M, erzeugt ist. In diesem Falle giebt unsere Construction Nichts. 

Theorem 5. Die Elemente des zweigliedrigen Involu- 
tionssystems 

mM—h=0, p—h,=0 
lassen sich zu co®-* gemeinsamen Integral-M,_; zusammen- 
fassen. Den Inbegriff dieser My-1 nennen wir eine voll- 
stindige Lisung des Involutionssystems. 

Ks ist a priori einleuchtend, dass es solche Functionen f(a, - - - 7) 
gieht, dass eine charakteristische M, allgemeiner Lage nur eine end- 
liche Anzahl Elemente enthilt, deren Coordinaten der Gleichung f = 0 
geniigen. Nehmen wir nun einen allgemeinen auf der Mannigfaltig- 


’ keit f= 0 gelegenen Punkt, so gehen durch ihn co”—* Elemente des 


Involutionsssystems, deren Inbegriff eine Integral-M,_; ist. Also er- 
zeugen die durch die Elemente dieser M,_3;, d. h. die durch den 
gegebenen Punkt gehenden charakteristischen M, eine Integral- M,—1 
des Involutionssystems. Lassen wir den betreffenden Punkt alle még- 
lichen Lagen auf f= 0 annehmen, so erhalten wir co"—? Integral- 
M,—:. Und jedes Element des Involutionssystems gehdrt einer sol- 
chen M,_, an; denn die dem betreffenden Elemente zugehdrige cha- 
rakteristische /,? schneidet f = 0 jedenfalls in einem Punkte. 


12. Unsere vollstiindige Lésung wird durch Gleichungen der 
Form 
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@ypy + +++ + ©, Pq = A (py +++ Dy epi -+ +L G++ Aya), 


aH dH 
Pee = — 


Lk = dp, ? dio. 
definirt; hier ist H wie gewodhnlich von erster Ordnung hinsichtlich 
Pi + * Pq und a, --- @—s sind Parameter. 

Stellen wir zwischen den Parametern a eine oder mehrere Glei- 
chungen fest 

®,=0--- 9 =—0, 

so erhalten wir eine Schaar Integral- M,_,, die der vollstiindigen Lé- 
sung angehdren. Raisonniren wir nun wie im Paragraphen 5., so 
erkennen wir, dass diese M,_, ein Umhiillungsgebilde bestimmen, das 
selbst eine Integralmannigfaltigkeit ist. Umbiillen insbesondere alle 
M,,-; der vollstiindigen Lésung eine M,,_;, so ist dieselbe eine Inte- 
gral-M,_1, die wir die singuliére Integral-M,—, des Involutionssystems 
nennen. Andererseits finden wir auch, dass alle Integral-M,_, des 
Involutionssystems durch die angegebenen Operationen aus der gegebe- 
nen vollstiindigen Lésung derivirt werden kénnen. Hieraus_fliesst 
der Satz” 

Satz 17, Die Integral-M,_; des Involutionssystems p, — h,=0, 
P. — hy.==O0 sind im Allgemeinen von charakteristischen M, erzeugt 
Die einzige Ausnahme bildet die singuliire M,_,, wenn eine solche 
existirt. 

13. Diese Theorie dehnt sich nun mit grésster Leichtigkeit auf 
specielle Involutionssysteme mit beliebig vielen Gliedern 

Py —h, =90--- pe —h, =0 

aus. Wir kénnen uns darauf beschriinken, die betreffenden Sitze auf- 
zustellen. 

Satz 18. Stehen die Functionen p, —h, -- + p, — hy paarweise 
in Involutionsbeziehung, so bilden die linearen Gleichungen 


‘ iV 
(p, —h,, V) =0--- (pp—hy, V) =0, >? _ =0, 


die V als Function von 2, -- + 2%, py4i+++ Pn bestimmen, ein vollstin- 
diges System. 

Satz 19. Dieses vollstindige System ordnet die Elemente unseres 
Involutionssystems in M, zusammen, welche die charakteristischen M, 
des Involutionssystems heissen mégen. Jede charakteristische M, ent- 
halt co?—' charakteristische Streifen einer jeden Gleichung 

Nees hk == 0, 
sie enthalt ferner co’—? charakteristische M, eines jeden zweigliedrigen 
Involutionssystems 


p—h=—0, pr —h =O 
u. Ss. W. 
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Satz 20. Enthalten zwei benachbarte charakteristische M, zwei 
vereinigt liegende Elemente, so liegt jedes Element der einen M, mit 
jedem benachbarten Elemente der zweiten M, vereinigt. 


Satz 21. Die charakteristisehen M,, die durch die Elemente einer 
Integral- 7,1 hindurchgehen, erzeugen im Allgemeinen eine Inte- 
gral-M,_1, ausnahmsweise eine Integral-M,_.» u. s. w. 


Satz 22. Die Elemente des q-gliedrigen Involutionssystems 
Pp —h, =0--- p,—h, =0 
lassen sich zu co"-% Integral-M,_; zusammenfassen. Den Inbegriff 
dieser M,_1 nennen wir eine vollstiindige Lisung des Involutionssystems. 
Satz 23. Die Integral- M,_; des Involutionssystems 
Py —hy =0-++ ps —hy =9 
sind im Allgemeinen von charakteristischen M, erzeugt. Die einzige 


Ausnahme bildet die sogenannte singuldre Integral-M, _; des Involutions- 
systems, wenn eine solche existirt. 


§ 7. 
Allgemeine Involutionssysteme. 
14.- Wir betrachten jetzt Gleichungen der Form 

Le — Px(Xq41°** Ln) =O, (k==1,2---@q) 

Di — Wes (gps * En Dy = Dy Dotm + Px) =O, (b= QH1---g-+m), 
die den Relationen 

(te — He, Pi — hi) = 0 = (p; — hi, pr — hy) 
geniigen. Wir zeigen, dass sie gemeinsame Integral-M,,_, besitzen 


und geben eine allgemeine Methode zu ihrer Bestimmung. Hierzu 
miissen wir eine wichtige Hiilfstheorie entwickeln. 


Das Problem, die gemeinsamen Integral- M,_; von q gegebenen 
Gleichungen 


F,=0.:.. FF, =0 


zu bestimmen, besteht nach unserer Definition darin, in allgemeinster 
Weise » — q weitere Gleichungen zwischen den x und p aufzufinden, 
die mit den vorgelegten die Differentialrelation 


p,dz,+ p.dxz,+---+p,dz, =0 


identisch befriedigen. Fiihren wir nun statt 


Pr Pui 
Bi ee Ln 8 ee 
.  % Py 


neue Variabeln 
Y; +++ Yon—1 


Mathematische Annalen, IX. 
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ein, so nimmt unser Problem die Form: in allgemeinster Weise n — q 
Gleichungen zwischen den y zu finden, die zusammen mit q vorge- 
legten Relationen zwischen diesen Gréssen einen gewissen linearen 
Differentialausdruck 


Y,dy, +--+ + Yon-1dyen—1 = >’ p dx 
zum Verschwinden bringen. 
Wir werden nun insbesondere voraussetzen, dass wir statt x, - - - 
P,-** Pn 2n-+ 1 Variabeln 
a a ce 2 
einfiihren, die derart gewiihlt sind, dass die Bedingungsgleichung 


, 


s 4 
Bo: pdz= D p dx 
1 1 
besteht. Alsdann besitet das transformirte Problem denselben Charakter 
wie das urspriinglich vorgelegte. 
Unter allen hiermit definirten Transformationen geniigt es fiir den 
Augenblick solehe zu betrachten, deren Gleichungen die Form 


YF X; (2, %_ eee Sa )> 


sn ° 
dx 


, 8 


n= Ds dx, 


e=3 


haben. Wir werden zeigen, dass bei einer derartigen Transformation 
5 ? fo] 
der bekannte Differentialausdruck 


' aF do dF de 
(Fo) = > dz, dp, dp, da, 


sich als Invariante verhilt. Es ist niimlich 
aF dF 4x; qaFw.,. ad 4%, 
dz,’ > de, de” T - dp; > Ps Gz,’ (aa, ), 
t i 8 
a > do dzx,/ 
Pn ate dp, dx, : 
k 


woraus 


dF d® a@F do dF dd do doy ax, ax, 
-; dp, dc, = > dx, dp, dx; dp,) da,, dx, 
t k 


dx, 


. dF d® , d dx, dx, 
+ “4 Ds ; = 7 
dp, dp, dz, daz; dx, 
oe do dF, ad (4%,\ Iq 
> Pp Do dp; dp, Ps dx, dx; dx, 
z k 8 


und wenn wir hinsichtlich m summiren, und darnach die Identitat 


, 


? 








Uy 


fer 


en 


ion 


dz,’ 


m 

dx, 

AX 
d zZ}, 








oder, wegen x,’ =0.--- x, =O, den reducirten Ausdruck 
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dU 4hy aU 
dz, dx, dx, 











m 





beriicksichtigen: 


d® , Px, 

F%. = F%),,+ 3 SD “ta tne aa,aa, 
do dF Pal 
- Pee Soke 


(Fo), 











das heisst es ist 








ap’ = (FO), , ? 





wie behauptet wurde. 





15. Diese Theorie «yenden wir nun auf das vorgelegte Involutions- 
system an: 








— Px (Xg41°** Xr) =O, (k=1---q), 
Pi — h; (Lo41 +++ Xn Pyos Us Po+m** * Pn) = (), (¢=—=q+ 1<- -q+m). 
Wir fiihren neue Variabeln ein vermége der Gleichungen 












, 
Uq—k = Xq-k = Pq—ky 


sn 





U 
Vo+k = Uq+k » 


Su te 
Pn = Ds d x, 


est 











und bringen hierdurch unser Involutionssystem auf die Form 
v, =0 ce & 2, =O, 

Pi Hi (apps ty! B+ Pe Dogme Pe), OQ Leg em), 

Und es handelt sich darum, in allgemeinster Weise » — gq — m wei- 


tere Gleichungen zwischen den 2'p’ zu finden, die zusammen mit jenen 
den Ausdruck 




















pi day +-+-+ pdx’, 








Prgrdaey: +--+ pada,’ 


zum Verschwinden bringen. 








Beriicksichtigen wir nun, dass nach unseren friiheren Entwicke- 


lungen auch die transformirten Gleichungen in Involutionsbeziehung 
stehen, 











(7, pi —H))=0, (kK=1,2---Q), 
(pi — Hi, px — Hi) = 9; 
und dass in Folge dessen die Gréssen w,'--- 2, nicht in den H vor- 


kommen, so erkennen wir, dass unser Problem die folgende Gestalt 
angenommen hat: 


Vorgelegt ist ein m-gliedriges specielles lnvaleiemnnetian zWwi- 
schen den Variabeln 
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Topi- ++ En Poti *** Pn; 
Df Wi lapgr esa phase pw), (GE Gtles-g tm). 

Man soll die allgemeinste Integralmannigfaltigkeit desselben bestimmen. 

Dieses Problem lernten wir aber in dem vorangehenden Paragra- 
phen erledigen. Und also ist hiermit auch das im Anfange dieses 
Paragraphen gestellte Problem erledigt. 

Kehren wir nun zu den Variabeln s, --- 2%, p,-+++p, zuriick, so 
kénnen wir folgenden Satz aufstellen. 


Theorem 6. Die Elemente des Involutionssystems 

Le — Px (q41°*+ Ln) =O, (k==1---q), 

Di — Ny (Gg4i-++ Ln Py-** Dy Potm:** Pa), (t= G+1---g+m) 
lassen sich zu Integral-M,_1 vereinigen, deren Inbegriff 
eine vollstindige Lisung des Involutionssystems heissen 
mag. Um eine solche zu finden, geniigt es, ein m-gliedriges 
Involutionssystem der Form p—h, =O aufzustellen und 
eine vollstindige Lisung desselben zu bestimmen. 


Aus diesem Satze, dessen Beweis in dem Vorangehenden liegt, 
schliessen wir in der gewohnlichen Weise, dass die allgemeinste Inte- 
gral-M,_; durch Variation der Constanten der vollstandigen Lésung 


erhalten werden kann. Ebenso lisst sich die Theorie der charakteristi- 
schen Mannigfaltigkeiten u. s. w. auf-solche Invnlutionssysteme ans- 
dehnen. Da dies indess keine Schwierigkeit darbietet , gehen wir hierauf 
nicht niher ein. 


§ 8. 
Erledigung des allgemeinen Problems. 


16. Herr Mayer hat gezeigt, dass die Bestimmung aller gemein- 


n—1 


samen In al- n beliebigen gegebenen Gleichungen sich auf - 
en Integral- J von beliebigen gegeb Gleichung h auf 


die Integration eines speciellen Involutionssystems der Form p,—hy=0 
reduciren liisst. Dieser fundamentale Satz*) lisst sich dahin verallge- 
meinern, dass die Bestimmung aller Integral- M,,_, von beliebigen ge- 
gebenen Gleichungen in jener Weise geschehen kann. Dies soll jetzt 
gezeigt werden. Hierzu brauchen wir zwei Hiilfssiitze. 

Satz 24. Die gemeinsamen Integral-M,—1 zweier Gleichungen 
F, =0, F, =0 geniigen auch der Gleichung (F', f,)=9. 

Denn die Integral-M,_; von F, =O geniigen dem simultanen 
Systeme 


n—1 


*) Bour hatte einen analogen Satz aufgestellt, der indess nicht stringent 
formulirt war. 
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aF, 
de, «* aes 


und die Integral- M,_, von F, = 0 befriedigen die Gleichung 


~+ a dp, = 0. 


Also geniigen die gemeinsamen Integral-M,_, von F', =0, FP, =0 
derjenigen Relation, die hervorgeht, wenn man in Ms lola Diffe- 


rentialgleichung statt da, und dp, bez. a 
k 


und a einsetzt, d. h. 


der Relation 

(FF) = 0. 
Zu bemerken ist, dass dieser Satz nicht mehr giiltig bleibt, wenn die 
betreffende Integral-JZ,_, die singuliire Integral-M,_, von F', = 0 
oder F, = 0 ist. 

Satz 25. Haben q Gleichungen zwischen x, +++ %, py +++ Pn ge- 
meinsame Integral-M,—1, so ist es immer méglich, q solche unter den 
Zahlen 1---n zu wihlen, etwa a+--lm--++s, dass unsere Glei- 
chungen sich hinsichtlich der Grossen 

Pa***Do Be. 0 
auflisen lassen, und dabei die Grissen 2», --+ x; sich als Functionen 
der iibrigen x ausdriicken. 

Lass’ uns voraussetzen, dass sich aus den q gegebenen Gleichungen 
etwa m Relationen zwischen den x herleiten lassen; dann ist es még- 
lich, die g—m iibrigen Gleichungen hinsichtlich g—m der Gréssen p 
etwa p, +--+ p, aufzuldsen 

De =I (Pye. s+ Pn B+ Hn), (K=1+++Q). 
Wiire es nun méglich, aus den m Relationen zwischen den & eine 
herzuleiten , die nur die Gréssen x, -- - a, enthielte, so kénnte man sie 
etwa hinsichtlich x, auflésen 
H, — Y, (Hq +++ %q) =O. 
Dann aber miissten nach dem vorangehenden Satze die gemeinsamen 
Integral- M,_, der q vorgelegten Gleichungen zugleich der Relation 


(4, — %, Py — hy) = 9, 


1=0 
geniigen. Dies ist aber absurd. Also ist unsere Annahme, dass sich 
aus den m Relationen zwischen den x eine zwischen 2, - + - %q her- 
leiten liesse, verkehrt. Folglich kénnen diese m Gleichungen hinsicht- 


lich am satin den Gréssen 241° -+* Un aufgeldst werden, ‘wana unser 
Satz bewiesen ist. 


d. bh. 


Satz 26. Die Bestimmung der gemeinsamen Integral-M,—1 von 
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beliebigen gegebenen Gleichungen lisst sich immer auf die Integration 
eines Involutionssystems der Form p,—h.=0, x;— f;=0 zuriickfiihren. 

Wir bringen die vorgelegten Gleichungen nach dem vorangehenden 
Satze auf die Form 


(A) ete gal Wy +++ y Ly 4m4i*** Tn) —=0,* (k= 1---9), 
Wy — fi (Hy +++ Hq Lq4m+1°** Ln) =, ((=q-+1---¢-+m) 
und bilden die Gleichungen 


(B) (px—Ix, Pm— hm) = 9, (per—la, 1 —f) = 9, 
die offenbar nur die Gréssen 


Potis** Dn Xy °° Lg Lgt4m>+* Ln 

enthalten. Hier sind nun zwei Fille denkbar; entweder sind diese 
neuen Gleichungen algebraische Consequenzen der vorgelegten; und 
dies kommt nach der Form unserer Gleichungen A und B darauf hinaus, 
dass die Gleichungen identisch Null sind und dass also die Gleichungen 
A schon ein Involutionssystem bilden*); oder auch, es sind die Glei- 
chungen B nicht siimmtlich algebraische Consequenzen der A. Als- 
dann fiigen wir die neuen Gleichungen gu den alten hinzu und behan- 
deln das hiermit erhaltene Gleichungssystem in derselben Weise. Ent- 
weder kann es durch Auflésung auf die verlangte Form gebracht wer- 
den, oder auch, wir finden wieder neue Gleichungen, die hinzugefiigt 
werden miissen. Indem man nun weiter geht, darf man, wenn die 
vorgelegten Gleichungen iiberhaupt gemeinsame Integral -V/,,_, besitzen, 
nie mehr als » Gleichungen finden. LExistiren also solche Integral- 
M,_—1, so erhilt man zuletzt nothwendigerweise ein Involutionssystem 
der verlangten Form, dessen Integral- M,_; eben die Integral-M/,_,; 
der urspriinglichen Gleichungen sind. 


fod 


Theorem 7. Die Bestimmung der gemeinsamen Integral- 
M,~1 von beliebigen gegebenen Gleichungen lisst sich immer 
auf die Integration eines Involutionssystems der Form 
pPr— hy = 0 euriickfiihren. 

Denn nach dem vorangehenden Satze liisst unser Problem sich 
auf die Integration eines Involutionssystems der Form 


h—hk=0, «4 —fi=0 


reduciren, und dieses neue Problem verlangt uach den Entwickelungen 
des vorangehenden Paragraphen nur die Integration eines Involutions- 
systems der Form p, — hy = 0. 


*) Sind die Gleichungen A und B contradictorisch, so haben sie co ipso 
keine gemeinsame Integral- M,, (jedenfalls nicht in dem friiher definirten Sinne). 
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Partielle Differentialgleichungen. 


Abschnitt I. 


In dem ersten Abschnitte habe ich das Hauptproblem dieser Ab- 

handlung auf die Integration eines Involutionssystems der Form 
pr—h, =O, k=1---@q 

zuriickgefiihrt. Ich zeigte ferner, dass die Erledigung dieses letzten 

Problems nur die successive Integration mehrerer simultaner Systeme 

verlangte. 

Jetzt werde ich eine einfachere Integrationsweise des Involutions- 
systems p, — hy = 0 entwickeln, und zwar ist es diejenige Methode, 
die ich im Mai und Juni 1872 in einigen an die Gesellschaft der 
Wissenschaften in Christiania gerichteten Mittheilungen skizzirte und 
welche hinterher mein Freund Mayer in mehreren schénen analyti- 
schen Abhandlungen niiher ausgefiihrt hat, die ich jetzt endlich aus- 
fiihrlich darstellen werde. 


§ 10. 
Vorbereitende Entwickelungen. 


17. Die Sitze dieses Paragraphen beziehen sich auf ein Involutions- 

system der Form 
2, —h=-- =m —h=9, 
wo /, ---/, Functionen von a, +++ %,_ Py41°* + Pn sind. 

Satz 27. Es ist immer méglich, q solche Constanten a, -- + a, 
zu wihlen, dass eine charakteristische M, allgemeiner Lage nur eine 
discrete Anzahl Elemente enthilt, welche die Gleichungen 

yea aa 
befriedigen. 
Der Kiirze wegen bezeichnen wir beiliufig ein Element, fiir welches 
Dy = A+++ X= Ag, DY=h-sM=—h, 
d. h. ein beliebiges Element des Involutionssystems, dessen Punkt auf 
der (n—q)-fachen Punktmannigfaltigkeit 2, =a, --- 2, = a, liegt, 
mit dem Symbole e,. 

Setzen wir zunichst voraus, dass jede charakteristische M, unend- 
lich viele Elemente e, enthielte. Dann sind zwei Fille denkbar; ent- 
weder bilden alle diese Elemente eine continuirliche Schaar, so dass 
jedes Element in derselben Schaar ein benachbartes hat; oder auch, 
sie zerfallen in zwei Schaaren, von denen die eine nur vereinzelte 
Elemente enthilt, wiihrend die andere eine continuirliche Schaar ist. 

1) Wir erledigen zuerst den Fall, dass jede charakteristische M/, 
unendlich viele Elemente e, enthiilt, die simmtlich continuirlich an 
einander liegen. Legen wir in diesem Falle durch ein beliebiges Ele- 
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ment ¢, die hindurchgehende charakteristische M,, so giebt es unter 
den benachbarten Elementen a, -+ dz, --- a,-+da,--- dieser M, 
jedenfalls eines, das selbst ein Element e, ist, fiir welches also 

dz, =0.---daz,=0 
ist. Wir werden zeigen, dass man immer die Constanten a, - - - a, 
derart waihlen kann, dass solche Gleichungen nicht fiir alle Werth- 
systeme %41°*+* 2p Poti ** Pn bestehen kénnen. 

Wir kennen q von einander unabhingige Fortschreitungsrichtungen, 
dz,---dp,, die von einem Elemente einer charakteristischen M, zu 
einem benachbarten Elemente derselben M, fiihren, diejenigen nimlich, 
welche den gq charakteristischen Streifen der Gleichungen 


m—f=90, K=1---Q) 


entsprechen: 
dase +s dayie + +3 deg: dtyyi:+ ++: diy: dpy:+++:dpra= 
ee oe a a eee 
apo 41 dp, ~ ada dz, 


Lisst man daher t,---t, Parameter bezeichnen, so bestimmen die 


Gleichungen 


AZ, 3+-+: 4%, 2 ALgpiis sss trees > AZ, : dp, :-++::dp,a= 


as Ae aang. bi ss. df, i 2 af, ie Su 
—_— Post _ dp, _— dx, _ dz, 
die allgemeinste Fortschreitungsrichtung binnen der M,. Sollen also 
dz, ---dx, verschwinden, so miissen t, --~-t, gleich Null sein. Dann 
aber verschwinden alle iibrigen Differentiale dx und dp, vorausgesetzt, 
dass alle Differentialquotienten der Functionen /;, hinsichtlich der « 
oder p bestimmte endliche Werthe haben. Der Fall 1 kann somit 
nur eintreten, wenn eine Grésse der Form 
af, af, 
dz; dp; 
fiir alle Werthe der Gréssen 2)41-++%n Po+1*** Pn wnendlich oder 
unbestimmt ist. Es ist aber einleuchtend, dass dies nur fiir Ausnabms- 
werthe der Constanten a, ---a,, die man immer vermeiden kann, mog- 
lich ist. 

2) Wir miissen nun die Mdglichkeit beriicksichtigen, dass die 
Elemente e, einer jeden charakteristischen M, sich in zwei Schaaren 
ordnen, so zwar, dass die Elemente e, der einen Schaar vereinzelt, 
wahrend die Elemente e¢, der zweiten Schaar continuirlich an einander 
liegen. 

Wiire nun dies der Fall, nicht allein fir einige particulire Werth- 
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systeme @,---@,, die man immer vermeiden kénnte, sondern iiber- 
haupt fiir alle Werthsysteme a,---a,, so zerfiele das Involutions- 
system in zwei solche: J, und J,, indem die Elemente e, dem ersten 
und die Elemente e, dem zweiten Involutionssysteme angehérten. Dann 
aber wiirde jede charakteristische M, des Systems J, fiir jedes Werth- 
system a@,--- a, unendlich viele Elemente e, enthalten, die eine con- 
tinuirliche Schaar bildeten. Und ein solches Involutionssystem existirt 
nicht, wie wir bei der Behandlung des Falles 1. nachgewiesen haben. 
Hiermit ist unser Satz bewiesen. 


18. Wir wihlen eine Mannigfaltigkeit 
Uy = A+++ tg = a, 
die nur eine discrete Anzahl Elemente mit einer allgemeinen charakte- 
ristischen M, gemein hat, und bezeichnen diese M*-2 mit A. Durch 


A gehen co?~! (n—q-+1)-fach ausgedehnte ebene Mannigfaltigkeiten, 
die durch Gleichungen der Form 


a. See ~— 








% Te t 


cGinirt werden, wobei t, ---t, Parameter sind. Als Punktcoordinaten 
in einer solchen Mannigfaltigkeit, die ich einigemal mit E*—?+' be- 
zeichne, kann man %,41;-+-- 2, zusammen mit einer der Gréssen x, -- +2, 
wihlen. Doch ist es mehr symmetrisch, und ausserdem fiir meine 
gleichzeitig synthetische und analytische Behandlung mehr naturgemiss, 
eine neue Variable x einzufiihren, indem man die obenstehenden Glei- 
chungen durch die faiquivalenten 
Ly — Ay = TL, Ly — Ay = TL +++ Ly — Ay = Th 

ersetzt, — und sodann die Gréssen 2, %,41--+ + %, als Punktcoordina- 
ten jeder E"~?+! aufzufassen. 

Ist insbesondere » = 3 und g = 2, so ist A eine gerade Linie, 
die Mannigfaltigkeiten H*—%+! sind Ebenen, die durch diese Gerade 
gehen, welche also nach gewohnlicher Sprachweise einen Biischel bil- 
den. Dementsprechend sage ich immer, d. h. welches auch die Zahlen 
nm und q sind, dass die E"~7+! 

Ly — Ay = HL, + Bg — Ag = Tk 
einen Biischel bilden, dessen Axe A ist. 


Satz 28. Die charakteristische M, des Involutionssystems, die 
durch einen auf der Axe A gelegenen Punkt allgemeiner Lage 
HC, Lg = Cott °° * Ln = Cy 
gehen, erzeugen eine Integral-M,, 1 des Involutionssystems. Fasst man 
die ¢ als Parameter auf, so bilden die betreffenden Integral- M,_. eine 
volistiindige Lisung des Involutionssystems. 
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Denn die Elemente des Involutionssystems, welche 
Sea eee 
befriedigen, lassen sich nicht in continuirliche Schaaren ordnen, die 
jedesmal einer charakteristischen M, angehorten. 


§ 12. 
Reduction eines Involutionssystems auf eine einzige Gleichung. 


19. In diesem Paragraphen benutzen wir die Bezeichnungsweise 
des vorangehenden Paragraphen. 


Satz 29: Die Integral-M"—" des Involutionssystems 


n—1 
P=fh +++ P=h 
schneiden jede Mannigfaltigkeit des Biischels 
Ly — Ay SH HL, +++ Ly — Ay = Td 
nach (n—gq)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten, die einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen %, %.41 +++ Xn geniigen*). 


Ehe wir diesen wichtigen Satz beweisen, sprechen wir ibn ana- 
lytisch aus und formuliren ihn gleichzeitig schiirfer. Dabei bemerken 
wir, dass wir iiberhaupt im Folgenden diejenige Function, in welche 
@ (%, +++ %_ Py +++ Pn) vermoge der Substitution 


Lea +yr, +--+ X= a+ x 





iibergeht, mit dem Symbole gp bezeichnen. 
Analytische Form des vorangehenden Satzes: Ist 


W (a, +++ %) = Const., py = <, (k= 1--+m) 
k 


irgend eine Integral-M"~} des Involutionssystems 
MA=he M=h, 
so bestimmen die Gleichungen 


(z) 
W® = Const., p, = =. 


dx, 


», (k=0,q4+1---n) 


eine Integral- MM"! der Gleichung 


i= 
r— dS af—o 


&=1 


ewischen den unabhiingigen Variabeln x, %41-+ + Xn. 


*) Dieser Satz lisst sich iibrigens auf alle Integral- M,_, ausdehnen. 
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Da W = Const. éine Integral-M"~/ des Involutionssystems be- 
stimmt, so bestehen fiir k= 1---+q die Gleichungen 


aw rn (a aw dW\- 
ad, 1 ) 


0 0.0 Be ees oe 
™ de, 45 Akin 
Auf sie fiihren wir die Substitution 
Hea +y4e, +++ =a, +7 


aus und finden so, da 
aw \t d 


(aaa) ~ War 
ist, die q Gleichungen 
on \* . 
(42, = fi (G8, ++ dg +e, Lo41°: 


tT 





« tty, ees: 0 eee 
* de41 dz, )? 


n 


die durch Multiplication resp. mit t, und Addition 


aw) > aw 


geben. Nun ist aber 
q 


d on aw\" 
da elon . te tx) ? 


aw aw 
= 3. Te fk (atn2, ine dz, ) ? 


also kommt 


welche Gleichung eben sagt, dass die Gleichung 


Wt = Const. 





eine Integral - ll von p — >> t,f; = 0 bestimmt. 


1 

Es ist zu bemerken, dass die Gleichung p — Pa f; = 0 je nach 
den Werthen der Parameter t oo?! verschiedene Gleichungen repri- 
sentirt. 

Satz 30. Die charakteristischen M, schneiden jede Mannigfaltig- 
keit des Biischels 

Ly — A, ST, + + + Hy — Ag = TE 

nach den Charakteristiken der entsprechenden Gleichung p —_> tu fi =0. 

Oder analytisch ausgesprochen: 

Bilden 2n—2q —1 Functionen TI, +++ Ten—2g—-1 VOM Ly ++* Ly 
Poti: ++ Pn ein System von Lisungen der Gleichungen 


j atl 
(p, — fi, TH) =0--+ (pp —fy, MT) =9, > Pap =? 
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so sind die durch die Substitution 
Ly =a +42, +°- 


Lo = Ag + TX 


hervorgehenden Functionen TI" ein System Lisungen von 


t av! 
(p— =. te fk » TT) =0, hy o= (0. 
Denn die Gleichungen 


(pe — fe, TT) = 0, 
oder entwickelt 


df, af, z 
n+) fk an _ 4 am _ 
7, 4 dx; dp; dp, dx; : 


gehen durch Ausfiihrung der Substitution 


indem man die, fiir ¢ gleich gq + 1--- 


=a +2, 


n stattfindenden Relationen 
(<4) — af; ‘2 y=. ati" 
dz,’ dz; dz; ? 


( omy afy (47) — an 
dp; dp;? dp,;)  — ap; 


beriicksichtigt, in 





-2 af; ant = a4 att" 
in) dz, dp; dp; dz; 


iiber. Multiplicirt man hier mit t und addirt die g zu k=—1---¢q 
entsprechenden Gleichungen, so findet man 


t= 
> (a) 
* dx, 


s= 4 


—_ (x, f ~ eh tty» TI") ’ 


woraus wegen 


k= 
aS, (= 
—— = k 


dx =, dx, 


folgt 





Oe me (5, ff +++ +5,f4, 11); 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, 


(p — ef, 1") =0. 


Bemerkt man endlich, dass die TI wie die TT von nullter Ordnung 
hinsichtlich der p sind, so folgt, dass die TI’ Lésungen des vollstiin- 
digen Systems 
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att 
(p = Saf, TT) =0, P ip = 0 
1 
sind; es bleibt noch nachzuweisen, dass sie von einander unabhingig 
sind, d. h. dass keine Relation der Form 
Q(T; als TH3.—29—1%1 os T,) ae 


stattfindet. Bestiinde in der That eine solche, so ergiibe sich durch 
die Substitution 


die Identitit 
sini ti! } 
Q (1, aa Tlen—29—1 * —FL > os “1*) = 
woraus bei der Substitution z= 1 eine Relation zwischen TI, ---Ten—e9—1, 
#, +++, resultiren wiirde. Demzufolge wiirden die Gleichungen 


TT, = hy +++ Men—2g-1 = Man—2g-1, Uy = Ay + + y= Ay 
fiir alle Werthsysteme k und a von unendlich vielen Werthsystemen 
Uo41°** &n Poti*** pn befriedigt werden. Dies steht aber im Wider- 


spruche mit Paragraph 10.; also ist unsere Annahme nicht richtig. 
Hiermit ist unser Satz bewiesen. 


20. Die Gleichung 
adel: P 4 . fy me 3 


enthalt die Verhiltnissgréssen t,---t, und repriisentirt daher, wie 
schon bemerkt, je nach den Werthen dieser Parameter oo?! ver- 
schiedene partielle Differentialgleichungen, deren Charakteristiken bei- 
liufig mit dem gemeinsamen Symbole K bezeichnet werden sollen. 

Friiher (Satz 30.) sahen wir, dass eine allgemeine charakteristische 
M: oot! Charakteristiken K enthilt, eine niimlich fiir jede Gleichung 
p-— > «ff = 0; und alle diese K gehen, als Durchschnitte der 
charakteristischen M2 mit den H*—¢%+! des Biischels durch einen ge- 
meinsamen Punkt p: den Schnittpunkt der M? mit der Axe aller E*—2+!, 

Durch p gehen nun im Allgemeinen co"—%—! charakteristische M2, 
deren jede oo?-! Charakteristiken K enthilt; und alle diese K erzeu- 
gen eo ipso dasselbe Punktgebilde wie die oo*-%—! charakteristischen 
M:, die durch p gehen. Da aber diese K auch als der Inbegriff aller 
durch p gehenden K definirt werden kénnen, so ist hiermit folgender 
jung Satz bewiesen. 


Satz 31. Die durch einen Punkt der Axe gehenden Charakteri- 
stiken K aller Gleichungen p — bs t,f; = 0 erzeugen dasselbe Punkt- 





stiin- 
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gebilde wie die durch denselben Punkt gehenden charakteristischen M4 
des Involutionssystems. 

Nun wissen wir aber schon (Satz 28.), dass die durch einen Punkt 
der Axe gehenden charakteristischen M?% ein Punktgebilde erzeugen, 
das, als Elementgebilde aufgefasst, eine Integral- M,_, ist, dass ferner 
der Inbegriff aller in dieser Weise erhaltenen M,_, eine vollstindige 
Lésung ist. Also 

Satz 6. Die durch einen Punkt 

LSC, Lops = Cg4i stn = Cy 
allgemeiner Lage auf der Axe gehenden Charakteristiken aller Gleichungen 


p— t,f; = erzeugen ein Punktgebilde, das, als Elementgebilde 
aufgefasst, eine Integral- M,_, des Involutionssystems ist. Und zwar 
erhilt man hierdurch eine vollstiindige Lisung mit den Parametern c 
opis + Cae 

Endlich werden wir dieses Theorem analytisch aussprechen. 

Theorem 8. Soll das Involutionssystem 

P —f =0---p—h=9 
integrirt werden, so wihlt man q Constanten a,---a, nach 
den Bedingungen des vorangehenden Paragraphen, fiihrt 
sodann die Functionen f, durch die Substitution 
Le = Ay -+ TEX 


in die Functionen f; tiber, und bildet die Gleichung 


(a) p— > ff =0 
zwischen den Variabelm 2 )41-++X%_ PPyri++* Pa. Man in- 
tegrirt diese Gleichung, d. h. man sucht Functionen Q von 


Poti .., 1 welche 
p Pp 


(p — > nfl, 2) =0 


geben; bildet sodann eine vollstindige Lisung der reducir- 
ten Gleichung (a), indem man zwischen den Gleichungen 


LBgp1+ ++ Lp 


Qe (GH q41 +++ Ln PPyt1 >>> Pn) = QW (Ceq41 +++ Cn P} P?, +> > p®) 

. die Groéssen ppy4i-- ‘Poppi. °**p. eliminirt. Macht man 
endlich in den hierdurch gefundenen Gleichungen der voll- 
stindigen Lisung 

Wy (@%q41 °° + Gn CCg41 +++ Cn T+ ++) =O 
die Substitution 
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so bestimmen die hervorgehenden Gleichungen, aus denen 
nicht allein t,---+t,, sondern auch x verschwunden ist, eine 
vollstandige Lisung des urspriinglichen Involutionssystems. 


§ 13. 
Meine neue Integrationsmethode. 


21. Zur Begriindung meiner neuen Methode brauche ich nun nur 
noch zwei Hiilfssiitze, die Jacobi in allgemeinerer Form ausgespro- 
chen hat. | 

Satz 32. Es sei p, —f=O irgend eine partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung, die hinsichtlich p, aufgelist ist, wnd N eine 
Function von x, +--+ a, 2... = 

P, Pr 
(yp, —f, N) =0. 
Lassen die beiden Gleichungen p, — f =0, N =a sich hinsichtlich p, 
und p, auflisen, so stehen auch die hervorgehenden Gleichungen 


rA—f=9, r—-h=9 
in Involutionsbeziehung, d. h. es ist (py — f,, Po — fo) = 9. 


-, die zu p, —f in Inwolutions- 


beziehung steht: 


Da die beiden Gleichungen N—a und p, — f, =0 iAquivalent 
sind, so ist dies auch mit den entsprechenden Differentialgleichungen 


iN aN aN aN 
& day +++ + Ge din + Gy. dp, +-+++ G-dp, =0, 
d Lf, d 

— 38 day +++» — 7B dey + dp, ++: — Gh dp, =0 


der Fall; folglich sind die entsprechenden Coefficienten proportional. 
Daher ist die Gleichung 


; a Sea ae. 
a-4.so- za ; dz, dp; dp, dx we 


mit der folgenden 
4h af af af, - af df, df dh _9g 


da, di, 


dp, diay ~ dx; dp; dp; dx; 
iquivalent. Nun ist aber 


af _ af ah _ 


“dats dp, dx, 
a Ge — qe Ge = (hh), 


dx, dp; dp, ada; 


— Shr 
di, 





also kommt 
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ae ee + (ih) =9=(p, —f, be — hr), 


was zu beweisen war. 


Satz 33. Ist p,—f=—O0 eine vorgelegte Gleichung und X eine 
bekannte Function der x, die zu p, —f, in Involutionsbeziehung steht, 
so ist es miglich, die Zahl der unabhiingigen Variabeln in p, —f, =90 
um eine Einheit zu erniedrigen. 

Sei 


W = Const., p, = — 
‘ke 


irgend eine Integral- M"—! von p, — f=0. Ich fiihre (x, --- #1; X) 
als neue unabhiingige Variable ein und bezeichne die Differential- 
quotienten von W hinsichtlich dieser Gréssen mit 

Pp, 7 | ae 
Alsdann ist fiir kK =1---n—1 


P dX 1X 
Pe= Px + P — pr = P=. 


dx, ? dz, 
Also geht p, — f =O durch die Einfiihrung der neuen Variabeln in 
’ dx , dX dX 
Pi + Pe — F(a + Paz + P Ze.) =O. 


iiber. Bilde ich nun den Differentialquotient der linken Seite hinsicht- 
lich P, so finde ich 





dX df ax df ax 
da, dp, dx, | dp, da,? 
d. h. 
(X, a f) ? 


welche Grésse nach unserer Annahme gleich Null ist. Also kommt 
P,, gar nicht in der transformirten Gleichung vor. 
Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen. 


Satz 34. Soll eine Gleichung der Form 
Pi — f (@ +++ Sn Py +++ Pn) = 9 
integrirt werden, und kennt man irgend cine Function N von a, +++ %q 
P,— ; os . , , ‘ 
=. tee ——s die zu p, —f in Involutionsbeziehung steht,’ so ist es 
n n 
immer méglich eine Gleichung zwischen n — 1 Variabeln aufzustellen, 
deren Integration diejenige von p, — f = 90 nach sich zieht. 

Ist namlich N eine blosse Function der x, so fiihrt man N zu- 
sammen mit m — 1 der Gréssen x als neue Variabeln ein und erhiilt 
dadurch nach dem vorangehenden Satze eine Gleichung’, die nur noch 
n — 1 Differentialquotienten enthilt. 
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Enthalt dagegen N einige der Gréssen p, ---p, etwa p,, so lost 
man die Gleichungen p, —f—0, N =a hinsichtlich p, und p, auf. 
Die hervorgehenden Gleichungen 

1—h=9, m—h=0 
bilden (Satz 32.) ein Involutionssystem, dessen Integration sich nach 
Theorem 8. auf diejenige einer Gleichung zwischen » — 1 Variabeln 
reduciren liisst. Ist diese neue Gleichung integrirt, so bestimmt man 
nach der in dem citirten Satze entwickelten Regel eine vollstindige 
Lisung des Involutionssystems; und diese Lisung, die iiberdies die 
Constante a enthilt, ist eine vollstindige Lisung von p, — f= 0. 
Hierauf begriinde ich nun die folgende Integrationsmethode. 


Theorem 9. Um eine partielle Differentialgleichung 
zwischen n Variabeln a, +++ Xp 


pr, —f=9 
zu integriren, verfaihrt man folgendermassen: Man sucht 
‘ ‘ Pn—1 ‘ - 
eine Function von &, +++ Ly # — or aa die der Gleichung 
n n 


(1, —f, N)=0 


geniigt, und reducirt sodann p,—f=—90 nach dem voran- 
gehenden Satze auf eine dquivalente Gleichung zwischen 
n—1 Variabeln x,’ +++ X,~1 


(1) (1) 
y= f= 0. 
Sodann sucht man eine Lisung der Gleichung 


(p® + a g™. N) nai 


1 


und reducirt darnach in entsprechender Weise p\) —f” =0 
auf eine dquivalente Gleichung zwischen n —2 Variabeln 
p) —f%®=—O0us. w. Zuletet kommt man zu einer gewéhn- 
lichen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 2 Va- 
riabeln, die man integrirt. Sodann geht man riickwdrts 
und bestimmt successive vermige ausfiihrbarer Operationen 
vollstindige Lisungen aller Gleichungen p® —f™=0 und 
findet zuletzt eine vollstindige Lisung der urspriinglich 
vorgelegten Gleichung. — Da nach Theorem 8. ein beliebiges 
Involutionssystem auf eine dquivalente partielle Differen- 
tialgleichung sich reduciren lésst, so ist hiermit zugleich 
eine allgemeine Integrationsmethode cines beliebigen Invo- 
lutionssystems begriindet. 


Mathematische Annalen, IX. 
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Note 1. 


Mayer hat zuerst eine stringente Bestimmungsweise der gemein- 
samen Integral-M“—,' von beliebigen vorgelegten Gleichungen gegeben. 
Indem ich diese Theorie im Anschluss an das Vorangehende in 
kurzen Ziigen entwickele, habe ich eine kleine neue Bemerkung hinzu- 
zufiigen. 

Die Siitze 24., 25. gelten eo ipso, wenn die betreffenden Integral- 
M,,_, insbesondere M*-} sind. Darum kénnen wir schliessen (Satz 26.), 
dass die gemeinsamen Integral- M*~-' von beliebigen gegebenen Glei- 
chnngen sich immer als die gemeinsamen Integral-M"—* eines Invo- 
lutionssystems der Form 


Hi = fi (41° ++ Ln); i=1---q, 
P= hy (Gq41°** Ln Potmoi’** Pn), Km=Qtl---qt+m+i 
definiren lassen. Es fragt sich, wie man diese M*—' findet. 


Ist g >1, so haben unsere Gleichungen selbstverstiindlicher Weise 
keine gemeinsame Integral-M"—!. Ist q—=0, so kénnen sie héch- 
stens eine solche M*—' haben, nimlich 

dw 
ty — fi (@_-++t)=O=— W, n= da, 
Ist endlich g — 0, so liasst sich zeigen, dass die Gleichungen 
| i hy = 0 
volistindige Lésungen der Form 
D (4, -++ In, @, +++ A,—g) = 0 
besitzen. Zum Beweise nehmen wir eine Mannigfaltigkeit 
US A,°° + Lge ay 

allgemeiner Lage, die bekanntlich (Satz 25.) eine allgemeine charak- 
teristische M*% nur in einem Punkte (oder einigen Punkten) schneidet. 
Wir betrachten eine in ihr enthaltene Punktmannigfaltigkeit der Glei- 
chungsform 

Dy SH Ay Ly Ag, Lys = Cg My42 +++ + Cntn, 


wie auch die zugehérige Elementmannigfaltigkeit. Diejenigen Ele- 


mente dieser M,_,, die dem Involutionssysteme p, — hy = 0 geniigen, 
bilden eine Integral-M,,_,—, 


(A) Aggy %q+1 = > Cg+i Lq+is 
Py = hy +++ Po =hgy Papi = — Cy 4i Poti, 


und also erzeugen die durch diese Elemente hindurchgehenden cha- 
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rakteristischen M, eine Integral-M,_,. Fasst man endlich die ¢ als 
Parameter auf, so erhalt man eine vollstindige Lésung; denn jede 
charakteristische M, enthilt ein Element der Gleichungsform A, und 
gehért folglich einer unter den gefundenen Integral-M,_; an. 


Ich behaupte, dass die erhaltene vollstindige Lésung die Form 

®D (4, +++ Xp Coti +++ Cn) =O 
besitzt, dass also die betreffenden M,_;, auch als Punktgebilde be- 
trachtet (n—1)-fach ausgedehnt sind. 

Man setze voraus, dass unsere M,_, (n—k)-fach ausgedehnte 
Punktgebilde sind und k& grésser als 1 ist; dann giebt es in jedem 
Punkte einer solchen m*-* unendlich viele Elemente, die ihr ange- 
héren. Unsere —: enthilt nun co"—?—! Punkte, die den Gleichungen 

yh a? See 
geniigen; also hat sie noch mehrere Elemente, welche dieselben Glei- 
chungen befriedigen; folglich enthalt jede unter den oo"-4—! charak- 
teristischen D,, die sie erzeugen, unendlich viele Elemente jener Lage. 
Hiermit sind wir aber auf Widerspruch gefiihrt, und also u. s. w. 

Nachdem wir in dieser Weise eine vollstindige Lésung der ver- 
langten Form gefunden haben, bestimmen wir die allgemeinste ge- 
meinsame Integral- M"—/ in der gewéhnlichen Weise durch Variation 
der Constanten. 

Endlich mége auch folgender Satz, dessen Beweis in dem Voran- 
gehenden liegt, hier ausgesprochen werden. 

Satz. Um alle Integral- M"—' des q-gliedrigen Involutionssystems 
Pe — hy =0 zu finden, kann man in folgender Weise verfahren. Man 
nimmt irgend eine M"~*~*, unter deren Elementen nur co®-%-* dem 
Involutionssysteme geniigen. Die diesen Elementen zugehdrigen charak- 
teristischen M, erzeugen, wenn sie iiberhaupt eine Integral- M,_, bilden, 
immer eine a: 


Note 2. 


Wir haben gelehrt, das Involutionssystem 
P, —hy =0--- pe—h, =9 


auf eine iiquivalente Gleichung 


p— > hi =0 


zuriickzufiihren. Wir werden nun voraussetzen, dass man bei der In- 
tegration dieser neuen Gleichung einen Schritt vorwirts gekommen 
ist, dass man also eine Function Q von 


19* 
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Po+1 Pr—1 
HL, Mg4i+** Le — ra 


gefunden hat, die 
(p — Za. rj, 2) = 0 


giebt. Wir werden zeigen, dass man dann im Allgemeinen mehrere 
Lésungen Q der letzten Gleichung durch ausfiihrbare Operationen 
finden kann. 

Zuniichst bemerken wir, dass 2 die Gréssen x, t,, --+ Tt, nur in den 
Combinationen 1, 2,---t,2 enthalten darf. Sind nimlich W,--- Wen—2,-1 
ein System Lésungen nullter Ordnung von 

(p, —h,, W)=0--- (py, —h,, W) =9, 
so sind die durch die Substitution 
R=~a+usc, (kK—1---q) 


hervorgehenden Functionen Wy--- W,,_.,_, ein System Loésungen 
nullter Ordnung von 


(p— z. t, hi, w)=0, 


und also ist Q eine Function von WY --- Wy,_,,_,- 


Wir bezeichnen diejenige heme in welche Q durch die Sub- 


stitution 
T12=%,—, eee Th = Ly — Ay 


iibergeht, mit W; und fiihren dann die entsprechende Substitution 


—a 
SS: os 4 


ed = “t= 


x 


auf die Gleichung 


(p — az: 1, ht, 2) = 42 ie — , % (M2) =0 


aus. Hierdurch kommt, da - = durch diese Substitution in 


> S-S av 
k x da, 
iibergeht, die Gleichung 


%]}—& dW — 
2, sl lia, ~~ >- ~ (Ix W) = 0, 


die durch Multiplication mit 2 die Form 


(w, a Ly — Ap Pe — hx) = 0 








annimmt. 
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Partielle Differentialgleichungen. 
Setzen wir nun in der Jacobi’schen Identitat 
(A(BC)) + (B(CA)) + (C(AB)) =0, 
die wir als bekannt voraussetzen, 
A= >) %—a- rm —I, B=W, C=4;—a4;:p—h,, 


so kommt 
(> rE — ay > pr — ly (W, t — ai- rs — hi) = (), 
k 


Ist also (W, x; — a;- p,— h;) keine Function von W, so finden wir 
eine neue Lésung von 


(W, > % — a: pr —Ix) =0, 
und diese Lésung geht durch die Substitution 
Hy = A, UL, +++ Ly Ag+ Te 


in eine neue Lésung von 
t 
(2, p— >) hi) == () 


Findet man in dieser Weise successive alle Lésungen der letzten 
Gleichung, so ist hiermit die Gleichung p — z= t,h, =0 und also 
auch das urspriingliche Involutionssystem integrirt. Findet man alle 


Lésungen, ausgenommen die letzte, so bestimmt man sie durch die 
Jacobi’sche Multiplicatortheorie u. s. w. 


iiber. 


Entsprechende Bemerkungen lassen sich bekanntlich auf die 
Mayer’sche Integrationsmethode machen. Darauf gehe ich indess 
nicht an diesem Orte niher ein. Ich erinnere nur daran, dass ich in 
meiner letzten Abhandlung in den Math. Annalen gezeigt habe, wie 
man am besten verfahren muss, wenn man bei der Integration eines 
Involutionssystems p, — hy = 0 gleichzeitig mehrere Lisungen der 
Gleichungen (p,—/x,, 2) = 0 gefunden hat. 

Aus dem Vorangehenden geht insbesondere hervor, dass der so- 
genannte ungiinstigste Fall bei der Jacobi’schen Methode im Gegen- 
theil der allergiinstigste ist, insofern er gar keine weiteren Integratio- 
nen verlangt. 


Note 3. 


Stehen gq Functionen nullter Ordnung F, --- F, von 2,-+- 2, 
P\ +++ Pq paarweise in der Beziehung 
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(F; F;) —- 0, 
so sagen wir, dass die Gleichungen 
F, = a, see F, = ay 


ein q-gliedriges Involutionssystem bilden. Ich werde beweisen, dass 
diese Gleichungen die grésstmégliche Anzahl gemeinsamer Integral- 
M,,_, besitzen. Dabei beniitze ich allerdings einige Siitze, die nicht 
in dieser Abhandlung bewiesen sind. 


Satz. Sind F,---F, Functionen nullter Ordnung, die paar- 
weise in Involutionsbeziehung stehen, so giebt es immer weitere Func- 
tionen F,41--- Fi, ®,--+, bez. nullter und erster Ordnung, die 
den Relationen 

(FF) = (FiO) = (O:%,) =0, (4,0) =1 
geniigen. 

Man findet den Beweis dieses Satzes in Mathematische An- 
nalen Bd. VIII, p. 295. 


Satz. Sind F,---F, 9, ---®, homogene Functionen bez. null- 
ter und erster Ordnung, welche die obenstehenden Gleichungen erfiillen, 
so besteht die Gleichung 


> odF= > pdx. 


Diesen Satz habe ich in meiner soeben citirten Abhandlung be- 
wiesen, indem ich die Clebsch’sche Theorie des Pfaff’schen Pro- 
blems als bekannt voraussetzte. Einen elementaren Beweis hat Mayer 
gegeben. 


Satz. Sind F,--- F, Functionen nullter Ordnung, die paar- 
weise (F;F,) = 0 geben, so lassen die Elemente des Involutions- 
systems 

F,=a,:-- F,=a, 
sich zu Integral-M,_, zusammenfassen. 

Denn nach den beiden vorangehenden Sitzen giebt es solche wei- 
tere Functionen F' und ®, dass die Gleichung 


ae a pdz = > OdF 


Satz. Die Gleichungen eines Involutionssystems lassen sich durch 
Auflésung auf die Form eines speciellen Involutionssystems 


Xi — fi (X41 +++ a) =O, Pr—hy =O 
bringen. 
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Denn die gemeinsamen Integral-M,,_1 des vorgelegten Involutions- 
systems befriedigen keine weiteren Gleichungen. — Dieser Satz ist 
zuerst von Mayer gegeben. Dabei muss ich doch bemerken, dass der 
folgende Fundamentalsatz, der die Theorie der Involutionssysteme auf 
ihre einfachste Form bringt, frither von mir ohne Beweis gegeben 


























SS war (Math. Annalen Bd. VIII, p. 281)*). 

al- 

ht Satz. Die Integration eines q-gliedrigen Involutionssystems lisst 
sich auf diejenige einer einzigen Gleichung zwischen n—q-+-1 Variabeln 
zurtickfiihren. 

ar- 


Dieser Satz folgt als Corollar aus dem vorangehenden in Verbin- 


ca dung mit Theorem 6. und 7. 
die : 
In der Abhhndlung ,,Ueber eine Erweiterung der Lie’schen Inte- 
- grationsmethode“ erledigt Mayer mit seiner gewohnten Eleganz und 
ae Stringenz folgendes Problem: Vorgelegt ist ein Involutionssystem 
all- Fy =a, +++ Fo4m=Aq4m; 
en, aus dessen Gleichungen sich m Relationen zwischen den 2 allein her- 
leiten lassen. Es wird vorausgesetzt, dass F’,--- J’, hinsichtlich der 
p von einander unabhingig sind, und es wird verlangt, die Integration 
des Systems 
ia F, =a, -.. Fu=a, 
r0- auf diejenige einer einzigen Gleichung zwischen » — gq — m+ 1 Va- 
yer riabeln zuriickzufiihren. 
Ich werde zeigen, dass meine urspriinglichen Theorien sozusagen 
—- unmittelbar die Erledigung dieses Problems geben. Allerdings ist 
a Mayer’s Behandlung in gewissem Sinne einfacher als die meinige. 
Nach meiner Methode verlangt die Integration des Involutions- 
systems 
Fy = a +++ Fytm = Aq4m 
wei- ' nur die Integration einer Gleichung zwischen n — gq — m+ 1 Varia- 
beln. Ist sie geleistet, so kann man durch ausfiihrbare Operationen 
weitere Functionen F' und ® finden, welche die Relation 
O,dF,+---+0,dF, = p,da,+-+++ prdin 
_ befriedigen; und dann geben die Gleichungen 
Fy41 = Q941 al a Fy, = Gn 
*) Auch die ersten Siitze waren friiher von mir gegeben. 
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eine vollstindige Lésung des Involutionssystems F’', = a, - -- /',=a,. 
Oder, wenn man will, dann sind 
o %,— 

Frais ++ Fa gts 


n n 


ein System Lésungen der Gleichungen 
dy . 
(F,¥) =0, --- (FY) =0, Dea? 


womit die charakteristischen M, des q-gliedrigen Involutionssystems 
bestimmt sind. 


Christiania, Juni 1875. 
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Ueber FlAachentransformationen. 


Von A. V. BAcktunp in Lund. 


I. 


Im vorigen Jahre hatte ich mir die Frage gestellt, ob es unter 
den Flichentransformationen eines dreifach ausgedehnten Raumes solche 
giibe, fiir welche nicht Beriihrung 1. Ordnung, sondern erst Beriihrung 
2. Ordnung, Osculation, die Rolle einer Invariante spielte. Diese Frage 
habe ich sodann in einem Aufsatze im X. Bande der Jahresschrift der 
Universitit Lund (Sept. 1874) behandelt und bin dabei zu dem Resul- 
tate gelangt, dass diejenigen Transformationen, bei denen schon Be- 
riihrung 1. Ordnung eine invariante Beziehung ist, d. i. die Lie’schen 
Beriihrungstransformationen, auch die einzigen sind, die Beriihrung 
hdherer Ordnungen invariant lassen. Zu derselben Zeit war in dem 
VIII. Bande der Mathematischen Annalen eine Arbeit von Lie*) er- 
schienen, in der die niimliche Frage nach Osculationstransformationen 
aufgeworfen ist. Desshalb habe ich es unternehmen wollen, die er- 
wihnte friihere Untersuchung von mir etwas umstindlicher darzulegen, 
sowie einige darin nur angedeutete Punkte niiher auszufiihren. — Ich 
fange hier damit an, den Beweis fiir die Nicht-Existenz einer beson- 
deren Osculationstransformation der ebenen Curven zu geben und werde 
diesen Beweis erst rein geometrisch, sodann rein analytisch fihren 
(§ 1., 2.). Erst dann gebe ich eine genauere Uebersicht iiber lie 
weiterhin zu behandelnden Fragestellungen. 


§ 1. 
Geometrischer Beweis fiir das Fehlen einer besonderen Osculations- 
transformation der ebenen Curven. 


1. Die Osculationstransformation wiirde eine jede Curve der Ebene 
in eine oder einige, nur nicht unendlich viele Curven derselben Ebene, 
weiterhin je zwei einander osculirende Curven in zwei gleichfalls ein- 


*) Begriindung einer Invariantentheorie der Berihrungstransformationen. 
Von Sophus Lie. S. 223, Note. 
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ander osculirende Curven verwandeln. Wenn also auf eine Figur, 
bestehend aus einer Curve C und zwei einander unendlich benachbarten 
Curven C’ C”, welche C in zwei benachbarten Punkten osculirten, eine 
Osculationstransformation angewandt wiirde, so miisste eine neue Figur 
resultiren, bestehend aus einer Curve [, der transformirten von C, und 
. zwei einander benachbarten Curven [’[”, transformirten Curven von 
Cc’ C”, — die [ in zwei benachbarten Punkten osculirten. Weil C’ C” 
in zwei benachbarten Punkten eine und dieselbe Curve osculirten, so 
miissten sie sich selbst beriihren und aus demselben Grunde miissten 
auch [’f” sich beriihren. So dass eine jede Osculationstransformation 
die Eigenschaft besitzen miisste, je zwei unendlich benachbarte einander 
beriihrende Curven in zwei Curven derselben Art zu verwandeln. 


Diese Eigenschaft kommt aber, wie ich sogleich zeigen werde, einzig 
und allein den Lie’schen Beriihrungstransformationen zu, und damit 
ist der Beweis fiir das Fehlen einer besonderen Osculationstransfor- 
mation geleistet. 


2. Wenn in der Ebene (xy) eine Transformation der genannten 
Art vorhanden ist, die also eine jede Curve der Ebene in eine Curve, 
je zwei unendlich benachbarte einander beriihrende Curven in zwei 
unendlich benachbarte ebenfalls einander beriihrende Curven iiberfiihrt, 
so miissen, wenn 4, 4, 4, die Parameter irgend eines dreifachen Curven- 
systems w(xyA,4,4,) = 0 sind, und wenn 
(1) p (A, Ay Ay da, da, da,) = 0 
die Bedingung dafiir ausdriickt, dass zwei benachbarte Curven (4) (4+-dA) 
sich beriihren, die aus den Curven (4) durch die genannte Transfor- 
mation hervorgegangenen Curven, oder kitrzer, die den Curven (A) 
entsprechenden Curven durch eine Gleichung 


(2) f (wy Ay Ay dy) = 0 


répriisentirt sein, welche so beschaffen ist, dass, wenn man 2% yp aus 
dieser Gleichung und aus den drei folgenden: 


oe (y) = 0, 
. b | 
(3) > ai =0, 


> Heat, S EY ao 


eliminirt, man die Gleichung (1) wiederbekommt. Denn dann bildet 
die letztere Gleichung die Beriihrungsbedingung fiir zwei consecutive 
Curven (A), sowie fiir zwei consecutive Curven (2). So dass, wenn 
zwei unendlich benachbarte Curven (A) sich beriihren, die entsprechen- 
den Curven (2) sich auch beriihren miissen. 
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Wenn umgekehrt irgend zwei dreifache Curvensysteme zu der- 
selben Differentialgleichung als Beriihrungsbedingung Anulass geben, 
so wird durch dieselben eine Transformation begriindet von genau dem 
oben angegebenen Charakter. 


Gesetzt, es wire gegeben ein dreifaches Curvensystem, etwa das 
erste System (4), so wird man zu einer wesentlichen Beziehung zwi- 
schen diesem Systeme und irgend einem anderen (2) in folgender 
Weise gefiihrt. 


Werden die Parameter 4 als Punktcoordinaten eines Raumes R, 
mit drei Dimensionen, die Variabeln xy als willkiirliche Constanten 
aufgefasst, so stellt die Gleichung (2) ein System von od? Flichen in 
R, dar; die Gleichung (1) ordnet jedem Punkte des R, einen elemen- 
taren Complexkegel zu und, weil (1) durch die Gleichungen (3) aus 
(2) resultirt, miissen je zwei unendlich benachbarte Flachen (2) nach 
einer Curve sich schneiden, deren siimmtliche Linienelemente (4 dd) 
der Gleichung (1) geniigen, also elementaren Complexkegeln (1) an- 
gehéren; oder, in anderen Worten, diese Schnittcurven sollen Curven 
des Complexes (1) sein. — Durch irgend einen Punkt des R, gehen 
oo! Flichen (2). Ihre Tangentenebenen in dem Punkte werden von 
einem Kegel umhiillt, der in der Nihe des Punktes mit demjenigen 
Kegel zusammenfiallt, der von den durch den Punkt bestimmten Linien- 
elementen der Schnittcurven je zweier benachbarter der oo! Fliachen 
erzeugt ist. Dies ist aber gerade der vom Punkte ausgehende elemen- 
tare Complexkegel (1). Folglich wird eine jede der oo? Flichen (2) 
in einem jeden ihrer Punkte von dem dazu gehérigen Kegel (1) be- 
riihrt. Also: die Fliichen (2) bilden eine Lisung mit zwei willkiirlichen 
Constanten xy derjenigen partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung, 
deren elementare Complexkegel durch die Gleichung (1) dargestellt sind. 


Nun sollen immer zwei benachbarte Integrale der partiellen Glei- 
chung 1. Ordnung — ich nenne sie kurz © = 0 — nach einer Cha- 
rakteristik dieser Gleichung sich schneiden. Es muss dann die durch 
die Gleichungen: 


f=90, f£@+>rf'y)=90 
dargestellte Curve eine Charakteristik von © = 0 sein, und zwar wird 


einem jeden Werthsysteme x yp eine bestimmte Charakteristik ent- 
sprechen*). D. h. einfach unendlich vielen Curven (2), die ein ge- 


*) Das Resultat dieser Ueberlegung ist einfach folgendes: Eine jede gewohn- 
liche nicht-lineare Differentialgleichung g(4d4)=0 kann in unbegrenzt vielen 
Weisen durch oo? Curven wy (yp dy 4,43) = 0, 74 (Vy p dy 4gdz) = 0 ersetzt wer- 
den, oder es ist, nach Lie, durch mg (Ad4) =0 ein gewisser Curvencomplex be- 
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meinsames Element xyp besitzen, entsprechen oo' Punkte (A), die eine 
Charakteristik von ® = 0 bilden. — Stellen wir das Curvensystem (A) 
durch seine Gleichung in Punktcoordinaten 2 y dar: 


(4) v (wy a, A, ds) = 0; 


dasselbe wird — wenn xy A, 4,4, in obiger Weise interpretirt werden 
— eine Lésung mit xy als zwei willkiirlichen Constanten von ® = 0 
sein, und einer jeden Schaar Curven 4 (d. i. Curven (4)), die in einem 
und demselben Punkte sich beriihren, muss daher eine Charakteristik 
von ®= 0 entsprechen. Nun giebt es nicht mehr als co* Charakte- 
ristiken von ® = 0, so dass im Allgemeinen eine Charakteristik keine 
Schaar von oo' Charakteristiken umhiillt, und darum miissen umge- 
kehrt den Punkten (4) einer beliebigen Charakteristik von ® = 0 ein- 
fach unendlich viele Curven (A), Curven (4), entsprechen, die sich in 
einem und demselben Punkte beriihren. Also, einfach unendlich vielen 
Curven (2), die sich in einem Punkte beriihren, entsprechen einfach 
unendlich viele Curven (A), die ebenfalls in einem Punkte sich beriih- 


ren, — indem den beiden Curvenschaaren dieselbe Charakteristik ent- 
spricht. 


Hiermit ist bewiesen worden, dass, wenn zwischen zwei dreifachen 
Curvensystemen ein Entsprechen etablirt ist, in der Art, dass je zwei 


benachbarten einander beriihrenden Curven des einen Systems zwei eben- 
solche des anderen Systems entsprechen, dann auch allen in einem Punkte 
sich beriihrenden Curven des einen Systems ebensolche Curven des andern 
entsprechen miissen. Folglich ist die Transformation, die von dem einen 
zum andern Curvensysteme fiihrt, eine Transformation von Linien- 
elementen (xyp). Sie muss weiterhin je zwei vereinigt liegende Ele- 
mente in zwei ebensolche Elemente iiberfiihren, denn zwei vereinigt 
liegende Linienelemente gehéren immer einer (reellen oder imaginiaren) 
Curve des einen Systems an und die entsprechenden Elemente werden 
sich an die entsprechende Curve anschliessen. — Line jede Transfor- 
mation der anfangs angegebenen Art ist also eine Lie’sche Beriihrungs- 
transformation. W. z. z. w. 


griindet. Es giebt nun blos ein einziges Curvensystem dieses Complexes, welches 
durch ein Gleichungssystem der Form: 


W(VyAlgts)=0, w(x) +py(y)=0 
darstellbar ist. Es sind dies die Charakteristiken der mit g (4d1) = 0 zusammen- 
hiingenden partiellen Gleichung 1. Ordnung. 
Mag auch bemerkt sein, was aus dem Obigen folgt, dass eine jede gewén- 
liche nicht-lineare Differentialgleichung g (4d2) = 0 als Bedingung fiir die Be- 


riihrung zweier benachbarter Curven eines dreifachen Curvensystems interpretirt 
werden kann. 










le 
h) 


hen 
wei 
en- 
akte 
ern 
nen 
ien- 
Hle- 
nigt 
ren) 
den 
for- 


ngs- 


Iches 


men- 


won- 
> Be- 


retirt 


Ueber Flichentransformationen. 























§ 2. 
Analytischer Beweis desselben Satzes. 


3. Da eine jede Curve der Ebene ein Werthsystem xypp’ - - -*) 

besitzt, wodurch sie umgekehrt véllig bestimmt wird, so muss in erster 

, Hand eine jede Curventransformation zweier Riume (xy) (XY) der 
Ebene, — diese Riiume auf einander ausgebreitet gedacht, — eine 
Transformation von Werthsystemen zypp’---- und XYPP’.... 
sein. Insbesondere wiirde eine Osculationstransformation Werthsysteme 
(cypp’) in (XY PP’) iiberfiihren und natiirlich alle derartigen einer 
Curve in (wy) angehérenden Werthsysteme in entsprechende Werth- 


systeme, die einer Curve in (X Y) angehdérten, verwandeln. — Eine 
jede Osculationstransformation _wiirde daher durch Gleichungen der 
Form: 


a= F (XYPP), 


y = F, ( ); 
p =, ( )>» 
p= 9, ( ) 


definirt sein, wo die #'---, so zu bestimmen wiren, dass immer 
das Gleichungssystem ; 


(a) dy —pdx=0, 
in das ihnliche System 
(b) d¥—PdX=0, dP—PdX=0 


iiberginge. Denn dies ist die analytische Bedingung dafiir, dass, wenn 
zwei benachbarte Elemente (x - - p’) (x + dxz--p' + dp’) einer Curve 
angehéren, die entsprechenden Elemente (X-- P’) (X+dX--P’+dP’ 


ebenfalls einer Curve zukommen. 


dp — p'dz=0 
















Nun betrachte ich folgende Reihe von oo! consecutiven Elementen 
(vypp’): ; 
%) Yo PoP; 
Ly Yo Py P + dp, 
Lo Yo PoP +2 dp’, 








Ks geniigen je zwei benachbarte dieser Elemente den Gleichungen 
(a), — denn nun sind dx = dy = dp =0, — und von den entspre- 
chenden co! Elementen (X Y PP’) miissen also je zwei benachbarte 
den Gleichungen (b) geniigen, d. h. diese co! Elemente werden an eine 








. oa 
dz’ 


dy 


) #35: = 
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Curve sich anschliessen. Durch Elimination von P, P’ aus den Glei- 
chungen: 

t= F (XYPP), 

.=— F. 1 ( ); 

Po = ®, ( ) 


soll selbstverstindlich die Gleichung jener dem Linienelemente (Xp Yo Po) 
entsprechenden Curve, und in aihnlicher Weise die Gleichung einer dem 
Linienelemente (X Y P) entsprechenden Curve in (xy) erhalten werden. 
— Oder, wenn aus den Transformationsgleichungen die Grésse P’ 
eliminirt wird, eine jede Osculationstransformation miisste zu zwei 
Gleichungen fiihren: 


(c) f(zypXYP)=0, g(cypXYP)—0, 
die sowohl in den Variabeln zyp als in den X YP ein gemeinsames 
Integral besiissen. Umgekehrt wiirden zwei Gleichungen (c), die in 


der nimlichen Beziehung zu einander stiinden, eine Osculationstrans- 
formation bestimmen, vorausgesetzt, dass die Gleichungen 


d oo 
f=0, g=0, ft piltpSl—o0, 35+ Piyt+ Papo) 


fiir ein jedes sales Werthesystem (XY PP’) bez. (xypp’) ein 
Werthesystem (xypp) bez. (X YPP’) oder einige solche Werthe- 
systeme ergeben. 

Aber ich werde zeigen, dass Gleichungssysteme von der Eigenschaft 
(c) nicht zu allen Werthesystemen (xypp') der Ebene fiihren kinnen, 
indem jene Gleichungen den dreifach unendlich vielen (X YP) nur 
zweifach unendlich viele Curven zuordnen,, also durch die erwahnte 
Rechnung nur die oo® Elemente (~ypp’) dieser Curven zum Vorschein 
kommen kénnen. Damit ist dann bewiesen, dass keine besondere 
Osculationstransformation stattfindet. 

4. Werden P bez. p aus den Gleichungen (c) eliminirt, so ent- 
stehen zwei Gleichungen: 


(d) p=fa@yX¥), P=g(tyXY), 
die jene vollstiindig ersetzen und die sowohl im Raume (ay) wie im 
Raume (XY) ein gemeinsames Integral besitzen sollen. Nun wird 


diese Beziehung der Gleichungen (d) zu einander algebraisch durch 
die Relationen: 


"7 Pe wenn es hg wiire, bag den Gleichungen 


3 4 
se +p 7 +p 4 ly =0, ytP yt?’ =0, 


die, wegen des zwischen Be @ cali Mikivmen oa vais den obigen 
Gleichungen vereinbar sind. 
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dq dp _ df af 
artigGg-*: wrt?" 







ausgedriickt, woraus durch Elimination von f eine Gleichung zur Be- 
stimmung von » hervorgeht: 


ad (dg . dg @ (ay , doy) _ 
ax (G2: 4%) + © ay (QE: dy) =: 
Dieselbe kann in die Form gebracht werden: 










d (dg dg dg, a r 
‘dz \ax + ay dx * : ay GE 9 ae =0; 








d. h. wenn —— e+ p —— =0, so muss auch sein: 
"(b+ rd) (ig 04g) <0. 


Die Differentiale von g und von gh +o sy), beide als Functio- 
nen von x, y betrachtet, sollen also gleichaeitig verschwinden , darum 

d d 

ae +9 ay =¥(XYpQ). 
Das Integral dieser Gleichung ist von der Form: 

eine arb. Function von (¥,(X Yq) ¥,(X Yq) ay) = (), 

Setzt man hier P statt g, so hat man die zweite der Gleichungen (d). 
Sie ist nur zweifach unendlich in Bezug auf X YP, es werden daher 
den co (X YP) nur oo? Curven in (wy) zugeordnet und also giebt 


es, nach dem eben Auseinandergesetzten, keine besondere Osculations- 
transformation der Curven einer Ebene. W. z. z. w. 






























Il. 


Die Frage liegt nun nahe: In wie weit lassen jene fiir die Ebene 
gefundenen Resultate auf Riiume mehrerer Dimensionen sich erweitern ? 
Diese Frage werde ich erledigen, indem ich allgemein das Problem 
der Aufstellung aller derjenigen Transformationen eines Raumes von 
n-+ 1 Dimensionen, die die Mannigfaltigkeiten von » Dimensionen, 
die Flichen dieses Raumes, in einander iiberfiihren, behandle. — Von 
derartigen Transformationen ist a priori einleuchtend, dass es derer 
zwei wesentlich verschiedene Classen geben muss: die eine umfasst 
diejenigen Transformationen, die eine jede Fliche des einen Gebietes 
(2%,%,--++2,) des Raumes im Allgemeinen in nur eine Fliche (bez. 
einige Flichen) des anderen Gebietes (ZX, X,--- Xn») tiberfiihren, die 
aweite Classe dagegen die, welche einer jeden Fliche eines der Ge- 
biete unendlich viele des anderen entsprechen lassen. 
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Fasse ich wiederum Riume von 2 Dimensionen, Ebenen, in Be- 
tracht. — Weil eine jede Curve der Ebene durch ein Werthesystem 
(zypp ---) vollig bestimmt ist, und weil die Bedingung dafiir, dass 
zwei unendlich benachbarte derartige Werthesysteme einer und der- 
selben Curve angehéren, durch die folgenden Gleichungen ausgedriickt 
wird: 


(A) dy—pdx=0, dp—pdx=0,:-:-: 
so muss eine jede Curventransformation zweier Gebiete (xy), (X Y) 


durch Gleichungen zwischen cypp’---, X YPP’.--, die das Glei- 
chungssystem (A) in das iihnliche System: 


(B) dY—PdX=0, dP—P'dX=0,:::: ' 
iiberfiihren, charakterisirt sein. D. h. um eine Curventransformation ( 
aufzustellen, bilde man beliebig zwei Gleichungen : 
() { X= F (xypp'---p'), 

Y= F,(cypy'---p'), s 
und leite aus ihnen, indem man der oben gestellten Bedingung von 
dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungssysteme (A), (B) geniigt, | 
die folgenden Gleichungen her: 

P= («ypyp'--), ( 
Im Allgemeinen wird es dann geschehen, dass die Gleichungen : 
(C), (D) nach zypp’--- sich nicht auflésen lassen, — dann gehort 8 
die Transformation der oben erwihnten zweiten Classe zu, sie wird 
eine mehrdeutige Transformation sein. Zwar wird nimlich eine jede ( 


Curve in (xy) in nur eine Curve des Gebietes (X Y) verwandelt, aber 
einer Curve des letzten Gebietes entsprechen unendlich viele Curven 
des ersten, nimlich alle Integrale einer gewissen Differentialgleichung*). 
— Wenn aber die Gleichungen (C) so gewihlt worden wiren, dass 
dieselben mit etwa den k ersten der Gleichungen (D) ein System bil- (. 
deten, das in Bezug auf xyp---p*—! aufgelést werden kénnte, so 
dass diese Gleichungen auch in folgender Form darstellbar wiiren: 


r=f (XYP--)), b 
y =f ( )> - 
p= 9 ( ); is 


*) Oder miglicherweise eines Systems von mehreren Differentialgleichungen. 
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so wiirde die Transformation zu der ersten der obigen Classen gehoren, 
sie wiirde eine eindeutige (d. h. endlich-deutige) Transformation sein. 
Denn in erster Linie wiirde sie eine Transformation von gleichnamigen 
Curvenstiicken (yp ---p*—") und (X YP--- P*-") sein, und weiter 
wiirden solchen Stiicken (xyp---p-1), die zu einer Curve sich ver- 
einigen, gleichnamige Stiicke entsprechen, die ebenfalls zu einer Curve 
sich vereinigen. 

Hinsichtlich der Transformationen dieser Classe besteht der Satz, dass 
sie ausschliessend Beriihrungstransformationen sind, wie diese von Herrn 
Lie definirt werden. Alle eindeutigen Curventransformationen sind 
also Transformationen von (xyp) in (X YP). Es ist schon bewiesen 
worden, dass keine anderen Curventransformationen von (xypp’) an 
(XY PP’) existiren; im folgenden Paragraphen soll gezeigt werden, 
dass auch keine besonderen Beriihrungstransformationen héherer Ord- 
nungen stattfinden. 


Gehen wir zu Riumen mit einer beliebigen Zahl, n + 1, Dimen- 
sionen iiber. Um in allgemeinster Weise eine Transformation zu bilden, 
die aus allen Flaichen (M,) wiederum F lichen macht, darf man be- 
liebig » + 1 Gleichungen: 


ZF (22, ++ 4 Py ++ Pn Py Pi2** Pan’ * Prim’ **), 
X, = F, ( ); 


SSR FSB ASB ee Geese es SO HA@Aeenes O22 Ss Eee Se 


(C’) 


nehmen und aus ihnen durch Differentiation und Elimination die fol- 
genden ableiten: 


Py = Dy (2 ++ Les + Pe + Per Prime), 
(D’) Pyi= Vyi( ); 


eoernr aes & ee © & Oe SS © oe S 2 ae 


so dass das Gleichungssystem: 


(A) ds— >’ nda =0, dp — >’ muda =0, --- ining. 
invariant bleibt. 


Im Allgemeinen wird durch (C’) eine mehrdeutige Transformation 
begriindet; nur wenn (C’) eine Lie’sche Beriihrungstransformation ist, 
— und von diesem Satze wird der 4. Paragraph handeln, — nur dann 
ist die Flichentransformation eindeutig (endlich-deutig). 

Ich habe schon frither, wie bemerkt, die Frage discutirt, ob es 
nicht andere eindeutige Flichentransformationen gibe, als gerade die 


Lie’schen Berihrungstransformationen, und den Beweis dieses Cha- 
Mathematische Annalen. IX, : 20 
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rakters der letzteren Transformationen in einem Aufsatze in der Jahres- 
schrift der Universitit Lund fiir zwei und fiir drei Dimensionen ge- 
leistet. Gleichzeitig hatte Lie in einer Abhandlung in den Mathema- 
tischen Annalen dieselbe Fragé aufgeworfen und dazu die andere gefiigt, 
ob partielle Differentialgleichungen héherer Ordnung Umformungen 
gestatten , die keine Beriihrungstransformationen sind. Der in meinem 
friiheren Aufsatze gefiihrte Beweis fiir die Nicht-Existenz von Beriih- 
rungstransformationen héherer Ordnung, welche sich auf die Gesammt- 
heit aller Flichen beziehen, zeigte sogleich, wie auch Lie brieflich 
mir mittheilte, dass keine derartigen fiir den Inbegriff der Integral- 
flichen einer partiellen Differentialgleichung héherer Ordnung geltenden 
Transformationen stattfinden kénnten; in dem gegenwirtigen Aufsatze 
habe ich dies als Corollar eines meiner friiheren Siitze hingestellt. 

In dem 5. Paragraphen werde ich eine aus den Auseinander- 
setzungen der vorangehenden Paragraphen herfliessende Abbildung 
einer partiellen Gleichung 1. Ordnung eines Raumes mit » + 1 Di- 
mensionen auf einen Raum mit » Dimensionen erwihnen, um dareus 
einen Schluss hinsichtlich der Transformation von Gleichungen 1. Ord- 
nung zu ziehen. 

Es wird eine solche Abbildung schon durch eine Beriihrungs- 
transformation begriindet, und sie ist auch von Lie, wie ich aus 


einer Bemerkung in seiner Abhandlung ,,Allgemeine Theorie partieller 
Differentialgleichungen 1. Ordnung“ Abh. der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Christiania fiir 1874, S. 218, schliessen muss, bei seinen 
synthetischen Untersuchungen zur Hiilfe genommen worden. 

Zum Schlusse finden sich einige kurze Bemerkungen iiber eine 
Classe mehrdeutiger Transformationen des Raumes von drei Dimen- 
sionen. 


Uebrigens muss ich hier bemerken, wie auch in meinem friiheren 
Aufsatze geschehen ist, dass ich im Sommer des vorigen Jahres mit 
Herrn Felix Klein in Miinchen insbesondere iiber die Frage nach 
Osculationstransformationen der Ebene im Gespriiche gewesen bin, 
und dass, wenn auch bei diesen Unterhaltungen die Aufgabe nicht 
erledigt wurde, doch die Lésung derselben durch einige von ihm auf- 
geworfene neue Gesichtspunkte, unter denen sich die Frage betrachten 
liesse, wesentlich geférdert worden ist. 


§ 3. 
Ueber die eindeutigen Transformationen der ebenen Curven. 


5. Ich nehme zuniichst die Betrachtungen der zweiten Nummer 
in einer etwas erweiterten Form wieder auf. — Statt eines dreifachen 


Mm =" oo Tp = Om fet Oo 
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Curvensystems (4) behandle ich ein System mit & + 1 willkiirlichen 
Parametern 4: 

(5) f (aydyag- ++ Angi) = 0 

und wende auf dieses das friihere, in der zweiten Nummer fiir das 
System (4) gebrauchte Verfahren an. 4,4, --~- 4,41 werden als Punkt- 
coordinaten eines Raumes Ry,, mit k + 1 Dimensionen, zy als will-’ 


kiirliche Constanten aufgefasst. Durch Elimination von z y p aus den 
Gleichungen: 


f=9, f(@)+rf'y)=9, 
(6) d t 
> Tuo, SS TOntep DLV aHo 


resultirt eine Gleichung 

(7) y(Ada) =0, 

die nun die Bedingung fiir die Beriihrung zweier benachbarter Cur- 
ven 4, Curven (5), ist. 

Von dieser Gleichung mag vor Allem Folgendes bemerkt sein. 
Man erkennt aus den Gleichungen (6), wenn man xypA constant 
setzt, — dann die Werthe von 4 so gewihlt, dass den zwei ersten 
der Gleichungen (6) Geniige geleistet wird, — dass einem jeden sol- 


di; 
chen Werthesysteme cot -? Werthe von —.— entsprechen. Und zwar 


. atyst 
sind diese Werthe der Form: 


dik, = a, da” + a, da” + oo++@_, 4m", 
(@=—12---k+1), 
wo die @ beliebig zu nehmen sind. — Die Strahlen des irgend einem 
Punkte (4) zugehérenden Kegels » = 0 ordnen sich darum zu einfach 


unendlich vielen ebenen Biischeln von k — 2 Dimensionen zusammen, 


und der Kegel selbst soll daher in Ebenencoordinaten durch k — 1 
Gleichungen repriisentirt sein. Seien 


Oy (Ay s+ Ags my +++ megs) =O, 
(8) 


diese k — 1 Gleichungen, homogen in Bezug auf x. Es wird dann 

munichst die Beriihrungsbedingung (7) durch dieses System von par- 

tiellen Gleichungen 1. Ordnung im R,+; zu ersetzen sein. Hiermit 

ist aber jene Gleichung (7) noch nicht vollstindig charakterisirt. Es 

gilt nimlich weiter, dass die Flichenelemente (Az) der Mannigfaltig- 

keiten (5), — M, im Raume R,41, — den Gleichungen (8) geniigen, 
20* 
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dass also die Gleichungen (8) das Mannigfaltigkeitssystem (5) als eine 
gemeinsame Lésung mit zwei willkiirlichen Constanten 2 y besitzen. 


Umgekehrt wird auch jedes System k — 1 partieller Gleichungen 
1. Ordnung in Ri+i1, das eine gemeinsame Lisung mit zwei willkiir- 
lichen Constanten gestattet, zu einer Gleichung w(Adi) = 0 fihren, 
welche als Beriihrungsbedingung ‘zweier benachbarter Curven eines k+-1- 
fachen Systems 

f (aya, +++ Angi) = 0 
gedeutet werden kann. Und die Gleichung eines jeden solchen Curven- 
systems wird, wenn x y bloss als willkiirliche Constanten betrachtet wer- 
den, stets eine gemeinsame vollstiindige Lisung des Systems der partiel- 
len Differentialgleichungen darstellen. 

Durch die hieraus fliessende Abbildung des Gleichungssystems (8) 
auf die Ebene wird einem jeden Linienelement (xzyp) der Ebene eine 
charakteristische M,_,, Schnittmannigfaltigkeit von k — 1 Dimensio- 
nen zweier unendlich benachbarter Integral-M,, einem jeden Elemente 
(wypp’) eine charakteristische M,_,, der Schnitt dreier consecutiver 
Integral- M@,, entsprechen, u. s. w. Den Punkten einer charakteristi- 
schen M,_, entsprechen somit diejenigen Curven (5), die sich in einem 
Punkte beriihren, den Punkten einer charakteristischen M,_, die- 
jenigen (5), die sich in einem Punkte osculiren, u. s. w. 

Und weiter, was hier besonders hervorgehoben sein mége, wenn 
zwischen zwei k + 1-fachen Curvensystemen: . 


f (wy a, -++ Angi) =90, 
y ( = 0 


eine solche Correspondenz feststeht, dass je zwei benachbarten einander 
beriihrenden Curven des einen Systems zwei benachbarte ebenfalls 
einander beriihrende Curven des anderen Systems entsprechen, dann 
miissen allen Curven f = 0, die sich in einem Punkte beriihren , Curven 
y=0 entsprechen von genau derselben Eigenschaft. Denn beide Curven- 
systeme geben zu demselben Systeme partieller Differentialgleichungen 
(8) Anlass und den beiden Schaaren von in einem Punkte sich beriihren- 
den f=0 bez. g =0 entspricht eine und dieselbe charakteristische 
M,_;. Was darauf hinauskommt, dass fiir alle Transformationen der 
Ebene, bei denen zwei benachbarte einander beriihrende Curven in 
iihnliche Curven verwandelt werden, die Beriihrung 1. Ordnung eine 
invariante Beziehung sein muss; also, alle jene Transformationen sind 
Lie’sche Beriihrungstransformationen. — Wie nun schon in der zwei- 
ten Nummer erwiesen war. 


6. Eine Curventransformation, die Beriihrung 2. Ordnung un- 
veriindert lisst, ist, wie schon gezeigt, eine gewohnliche Beriihrungs- 
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transformation; eine Transformation, die Beriihrung 3. Ordnung unver- 
iindert lisst, wiirde je zwei benachbarte mit einander eine Beriihrung 
der 2. Ordnung eingehende Curven in zwei ahnliche Curven verwan- 
deln; oder, auch sie sollte, behaupte ich, eine Transformation der 
friiher in der vorangehenden Nummer erorterten Classe sein, die zwei 
benachbarte, eine Beriihrung der 1. Ordnung eingehende Curven in 
ihnliche verwandelt. Wenn nimlich C’C” irgend zwei unendlich 
benachbarte eine Beriihrung der 1. Ordnung besitzende Curven be- 
zeichnen, so kann immer eine C gelegt werden, die C’C” unendlich 
benachbart ist und die in zwei dem Beriihrungspunkte dieser Curven 
benachbarten Punkten dieselben osculirt. Eine jede Transformation 
der genannten Art wird C’C” C in [’T’T umformen, und von diesen 
Curven soll die letztere die beiden ersteren in zwei benachbarten Punk- 
ten osculiren. Weil aber [’T” eine und dieselbe Curve [ in zwei be- 
nachbarteu Punkten osculiren, gehen sie mit einander selbst eine Be- 
riihrung der 1. Ordnung ein. Also werden hierbei irgend zwei benach- 
barte einander beriihrende Curven C’ C” in zwei iihnliche [’[” iiber- 
gefiihrt, — wie behauptet war. 

Von einer Transformation der letzten Art ist aber schon gezeigt 
worden, dass sie eine Lie’sche Beriihrungstransformation ist. Darum 
giebt es keine andere Transformation, bei welcher Beriihrung 3. Ord- 
nung eine invariante ‘Beziehung ist. 

In derselben Weise folgt, dass keine besondere Beriihrungstrans- 
formation 4., 5. - - Ordnung existirt. Es muss aber, wie oben he- 
wiesen wurde, eine jede eindeutige Curventransformation eine Trans- 
formation von gleichnamigen Curvenstiicken (xyp -- p*) (X YP-- P*), 
also entweder eine Beriihrungstransformation 1. oder 2. oder 3., 4. - - - 
Ordnung sein. Also schliesslich: eine jede eindeutige Transformation der 
Curven einer Ebene muss eine Lie’sche Beriihrungstransformation sein. 


g 4, 


Ueber Transformationen von Mannigfaltigkeiten von » Dimensionen, M,,, 
eines Raumes von »-+ 1 Dimensionen. 


7. Erstens bemerke ich, dass, wenn eine Fiche, eine M,, mit 
zwei einander unendlich benachbarten Flichen in zwei unendlich be- 
nachbarten Punkten pp’ eine Beriihrung der r' Ordnung eingehen 
soll, so miissen die beiden letzteren Flichen im Punkte p’ eine Beriih- 
rung von der r— 1' Ordnung besitzen. Und umgekehrt, wenn zwei 
unendlich benachbarte F'lichen eine Beriihrung der r—1'" Ordnung 
besitzen, so ist es in unbegrenzt vielen Weisen mdglich, Flichen zu 
construiren, die mit denselben in der Nihe des Beriihrungspunktes 
eine Beriihrung der r' Ordnung eingehen. Eine jede Flachentrans- 
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formation, die Flichen, welche mit einander eine Beriihrung der 
2. Ordnung eingehen, in ebensolche iiberfiihrt, wird daher je zwei 
unendlich benachbarte mit einander eine Beriihrung der 1. Ordnung 
besitzende Flichen in zwei derartige Fliichen verwandeln; und aus 
dem namlichen Grunde muss eine Transformation, bei welcher Beriih- 
rung 3. Ordnung invariant bleibt, je zwei unendlich benachbarte Fli- 
chen, die eine Beriihrung der 2. Ordnung besitzen, in zwei unendlich 
benachbarte ebenfalls eine Beriihrung der 2. Ordnung besitzende F'li- 
chen verwandeln. Durch Wiederholung des in der vorangehenden 
Nammer gefiihrten Raisonnements, — durch Construction einer Fliche 
C, die mit zwei beliebigen einander benachbarten in einem Punkte eine 
Beriihrung der 1. Ordnung besitzenden Flichen C’ C” in dem Beriih- 
rungspunkte benachbarten Punkten eine Beriihrung der 2. Ordnung 
eingeht und die selbst diesem Fliichenpaare C’C” unendlich benach- 
bart ist, — sieht man, dass auch diese Transformation je zwei unend- 
lich benachbarte einander beriihrende Flichen in zwei Fliichen von 
genau derselben EHigenschaft verwandeln muss. U. s. w. So dass 
schliesslich eine jede Flichentransformation, fiir welche Beriihrung 
gewisser Ordnung erhalten bleibt, von der Kigenschaft sein muss, dass 
sie je zwei unendlich benachbarte eine Beriihrung der 1. Ordnung be- 
Sitzende Fliichen in ahnliche Flichen umformt. Nun muss eine jede 
eindeutige Flachentransformation eine Transformation von gleichnami- 
gen Flichenstiicken (¢ 2 pp per ++) (Z Xi Pe Pri- ++), fiir eine jede 
derselben also Beriihrung gewisser Ordnung eine invariante Beziehung 
sein. Darum, eine jede eindeutige Flichentransformation muss eine 
solche Transformation sein, die Beriihrung 1. Ordnung zweier unendlich 
benachbarter Fldchen invariant lisst. 


8. Betrachten wir ein » + 2-faches Flichensystem, etwa: 
(9) f (ea, +++ Xp A, +++ Ange) = 0; 


die Bedingungsgleichung dafiir, dass zwei den Parametern 4 4+ da 
entsprechende Flichen sich beriihren, wird durch Elimination von zx p 
aus den folgenden 2” + 2 Gleichungen erhalten: 


f=0, f (x) + px f' (2) = 9, 


df’ (x, 2 
(10) | >) “fo aa—o, tn > ono, 
(A=12-.--n), 


die eine gewohnliche Differentialgleichung 


(11) gp (ada) =0 


als die gesuchte Bedingungsgleichung geben. 


~~ kes lO tO! or Or eet it ee Oe 


~ 


ss 


anna. a a . Ara. Oe Ot hCOUelCOfe OU OU ete 06? 6 See | 6te 





der 
zwei 
ung 

aus 
sriih- 
Fli- 
dlich 

Fli- 
nden 
liiche 
- eine 
eriih- 
nung 
nach- 
nend- 
1 von 

dass 
hrung 
, dass 
ig be- 
2 jede 
nami- 
» jede 
ehung 
3 eine 
nllich 


Ueber Flichentransformationen. 311 


Fasst man ¢ « als willkiirliche Constanten, A, 4, - --An42 als Punkt- 
coordinaten eines Raumes R,,42 auf, so stellt in diesem Raume die 
Gleichung (11) ein System von elementaren Kegeln und in demselben 
Raume die Gleichung (9) ein solehes » + 1-faches System von M,; 
dar, deren jede (wegen der Gleichungen (10)) in jedem ihrer Punkte 
von co"—! benachbarten M4; nach einer Mannigfaltigkeit einer Di- 
mension geschnitten wird, deren Linienelemente Strahlen von elemen- 
taren Kegeln (11) ausmachen. In Folge hiervon werden die oo” durch 
einen und denselben Punkt (A) hindurchgehenden Mannigfaltigkeiten 
(9), vermittelst ihrer Flichenelemente in diesem Punkte, einen Kegel 
(11) erzeugen. Sei also ® =O die partielle Gleichung 1. Ordnung, 
deren charakteristische Kegel (oder elementare Complexkegel) durch 
die Gleichung (11) vorgestellt sind, so erkennen wir, dass ein jedes 
Fliichensystem (9), fiir welches p =O eine Beriihrungsbedingung ist, 
eine vollstindige Lisung mit n + 1 willkiirlichen Constanten zx, - + + a» 
der partiellen Gleichung ® = 0 bildet. 


Wenn daher die Fliichen zweier n + 2-facher Flichensysteme: 
(12) fea, +++ Gn Ayes + Ange) =O, (20, -+++ Hy A, +++ Ange) =O 
in der Art einander zugeordnet sind, dass je zweien Flichen f(A) = 0, 
f(A) + da) =0, die sich beriihren, zwei ebenfalls sich beriihrende 
Flichen y (AM) ==0, w (A + dda) =0 entsprechen, so muss jede der 
beiden Gleichungen, wenn ¢,2 als Constanten, die 4 als Variabeln 
interpretirt werden, eine vollstindige Lésung einer und derselben par- 
tiellen Differentialgleichung ®=—O sein. Hierbei werden die Parameter A 
derjenigen oo! Flichen irgend einer der Lésungen, die sich in einem 
Punkte beriihren, die also ein gemeinsames Werthesystem (2 x p) be- 
sitzen, im Raume R,4.2 Coordinaten fiir die Punkte einer Charakte- 
ristik von ®=0, und umgekehrt. So dass die eben beschriebenen 
Flachensysteme (12), auf Grund der erwihnten gegenseitigen Beziehung 
derselben, in demjenigen Zusammenhange mit einander stehen miissen, 
dass, wenn oo! Fliichen des einen Systems in einem Punkte sich be- 
riihren, die entsprechenden Flichen des anderen Systems ebenfalls in 
emem Punkte sich beriihren. Desswegen muss das eine Fléchensystem 
aus dem anderen durch eine Lie’sche Sunnie herge- 
leitet werden kinnen. 

Also, nach dem in der vorigen Nummer Auseinandergesetzten, 
eme jede eindeutige Fléchentransformation muss eine Lie’sche Beriih- 
rungstransformation sein. 


9. Von n+ k-fach unendlich vielen Flaichen 
(13) f (2a, +++ tn Ayes Ange) =O 


giebt es oot—!, die ein gegebenes Element (zxp) enthalten. Fasst. 
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man 4,---A,+, als Punktcoordinaten eines Raumes R,4, auf, so 
wird die Bedingungsgleichung fiir die Beriihrung zweier benachbarter 
Flachen (13) durch eine Differentialgleichung 
w (Ada) =0 

dargestellt, die ein solches System von k — 1, in Bezug auf 2 homo- 
genen, Gleichungen 1. Ordnung in R,+:: 
Wildy ++ Ange +++ Max) = 9, 

(§mn12---k—1) 


(14) 


begriindet, das eine gemeinsame Lésung mit » + 1 willkiirlichen Con- 
stanten gestattet. Die Gleichung [=0, — wo za als willkiirliche 
Constanten fungiren, — sowie-ein jedes System von oc*+* Mannigfal- 
tigkeiten M, im Raume R,:, fiir welches y= die Beriihrungs- 
bedingung ausmacht, bildet eine solche gemeinsame Lisung. 

Es wird hierdurch eine Beziehung zwischen dem Raume R, +; 
und dem von den Elementen (42) des Gleichungssystems (14) einge- 


nommenen Raume begriindet. Spiiter werde ich hierauf wieder zuriick- 
kommen. 


10. Corollar des Satzes der 8. Nummer. — Von zwei partiellen 
Differentialgleichungen 2. Ordnung des Raumes R,,4.:, von denen bekannt 
ist, erstens, dass jede derselben ein k-faches System von Integral-M, 
zulisst (k >n-+ 2) (k so gross, dass die Elemente (22; px px:) dieser Inte- 
grale alle Elemente der Differentialgleichungen werden), — und zwei- 
tens, dass sie nicht durch eine gewohnliche Beriihrungstransformation 
aus einander hergeleitet werden kénnen, gilt es, dass keine Transfor- 
mation existirt, die alle Integral- MZ, der beiden Gleichungen in der 
Art einander zuordnen, dass dabei Beriihrung 2. Ordnung erhalten 
bleibt. Eine solche Transformation wiirde niimlich je zwei unendlich 
benachbarte sich beriihrende Integrale des einen der k-fachen Systeme 
in zwei aihnliche Integrale eines anderen iiberfiihren, und wire somit, 
nach der 8. Nummer, eine gewdhnliche Beriihrungstransformation. 


11. Beiliufig will ich auf Folgendes aufmerksam machen. Dass 
in dem Raume mit drei Dimensionen, dem gewodhnlichen Punktraume, 
keine besondere Transformation stattfindet, wobei Beriihrung 2. Ord- 
nung eine invariante Beziehung hat, liisst sich analytisch so aus- 
driicken: Es giebt kein Gleichungspaar: 

F(gxypqZXYPQ)=0, 

cy ( ) = 0 ? 
das in Bezug sowohl auf z---q als Z---@Q fiinffach unendlich ist, 
-und dessen Gleichungen sowohl hinsichtlich z---q als Z---@Q als 
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Variabeln einfach unendlich viele gemeinsame Integrale besitzen. (Vgl. 
Nr. 4.) 


Zwar giebt es unbegrenzt viele Gleichungspaare der letzteren Eigen- 
schaft, z. B.: 


F (9 (exypq) v(ZXYPQ) =0, 
© (99, 929 YY Y Vs )=0, 


WO 9; P.M; bez. ¥,%.H%, Integrale der Gleichung (p, 7) =0 bez. 
(¥, ©) =O sind, aber dieselben begriinden nicht eine Transformation 
aller Flichen des Raumes. So z. B. werden durch die genannten 
Gleichungen blos die Integrale der Gleichungen pg = C, » =C er- 
halten. 


§ 5. 


Einiges von Transformationen partieller Differentialgleichungen 
1, Ordnung. 


12. Aus der 8. Nummer folgt, dass eine jede partielle Gleichung 2=0 
erster Ordnung des Raumes R,+,, deren charakteristische Kegel durch 
eine Gleichung (A, +-+An41 @A,---d4,41)=0 dargestellt sind, vermit- 
telst irgend einer vollstiindigen Lisung f(22,--+a,~1 4, +++ Angi) =90 


auf den Raum RF, (22, - ++ %,—1) abzubilden ist. Einem jeden Flaichen- 
elemente dieses Raumes entspricht eine Charakteristik von ® =O, einer 
jeden Fliche, M,—1 des R,*), eine Integral-M, von ® =O, insbe- 
sondere den oo"+! Fliichen f =O die Conoide von =O, d. i. die 
Integrale, erzeugt von Charakteristiken, die durch einen und denselben 
Punkt hindurchgehen. 

In Folge dieser Abbildung der partiellen Differentialgleichung 0>=0 
auf R, muss die allgemeinste Transformation dieser Gleichung in sich 
selbst, die so beschaffen ist, dass sie Integrale in Integrale iiberfiihrt, aus 
der allgemeinsten Flichentransformation des R, zu entwickeln sein. Nun 
ist letztere Transformation, wenn sie einer F'liche immer eine Flache 
(wicht oo Flichen) zuordnet, nothwendig eine Lie’sche Beriihrungs- 
transformation. Dem entsprechend erhalten wir eine Transformation, 
welche die Charakteristiken der partiellen Gleichung ® = 0 mit einander 
vertauscht, als die allgemeinste Transformation, die ein Integral der 
Gleichung wiederum in ein Integral (nicht oo Integrale) iiberfiihrt. 

Zwei partielle Gleichungen 1. Ordnung O=—0, Y=—O, deren 
charakteristische Kegel jeder durch eine Gleichung dargestellt sind, be- 
ziehen wir auf einen und denselben Raum R, und dadurch auf einander. 


*) Sowie einer jeden Mannigfaltigkeit niederer Dimensionen, als Inbegriff 
von © *~! Plichenelementen (zxp) betrachtet. 
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Die allgemeinste Transformation, die ein Integral der einen Gleichwng 
in ein Integral der anderen iiberfiihrt, ist eine solche, die die Charakte- 
ristiken von ® =O mit denjenigen von ‘¥Y =O vertauscht. Sie ist das 
Bild der Bertihrungstransformation des R,,. 


Ich hatte bei meiner fritheren Darstellung diese Transformationen 
als Lie’sche Beriihrungstransformationen des Raumes (4) bezeichnet, 
deswegen, weil eine jede derselben durch eine Gleichung 


F(a, a, stadia An+1 A, A, oe Le An+1) == (), 


die die Zuordnung von Conoiden*) der einen Gleichung und Integralen 
anderer Art der anderen Gleichung bestimmt, ausgedriickt werden 
kénnte. Eine solche Transformation**) umfasst indess nur die Flichen- 
elemente (Ax) der Gleichungen 9 =0, Y = 0, keineswegs alle Fli- 
chenelemente des R,+1, des Raumes (4). Transformationen, die alle 
Elemente des R,4: anbetreffen und die die Integral-M, von 0 =0 
in diejenigen von Y — 0 umformen, sind folgenderweise analytisch zu 
formuliren. 


Statt 4, +--+ Ani, Ay --+An+zi als Coordinaten der Punkte zweier 
Gebiete von R,4; schreibe ich 2x,---2,, 2 %,--- 2,3; weiter nehme 
ich an, dass ®; Y; so bestimmt seien, dass ein jedes der beiden Glei- 
chungssysteme: 


X, =D (24, +++ Ln Pps Pn); 


eine Beriihrungstransformation des Raumes R,.; begriindet. — Die 
Gleichung > = 0 bez. ¥ = 0 wird nun, in der oben genannten Weise, 
durch folgende Gleichungen auf den Raum BR, : X, = 0 abgebildet: 

9 =9,--- X, = ,_1 Z=?®, P, = Oyu49--> Py, = o., 
bez. 


p=, X= V1 Z=—¥, Py = Vage- ++ Py = Van. 


*) Als Punkte 1 aufgefasst. 


**) Einige von Lie iiber diesen Theil meines friiheren Aufsatzes gefiallte Be- 
merkungen haben mich dazu veranlasst, die folgenden Entwickelungen dieser 
Nummer zu geben. 
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Ueber Flichentransformationen. $15 
Und die fragliche Transformation von ® =0 an ¥ = 0 ist also der 


Form: 
o =¥, ---% =—Y¥,, 
(a) 9,42= Wi+e ih ,= Won, 
(b) eine arbitr. Function von (2%, ++ 2p Py Pas 2 U1++ Ln Pies pr) =O, 
(c) sammt einer Gleichung zwischen ® und ¥, die, wenn ® gleich 
Null gesetzt wird, Y verschwinden lisst. 

Die Zahl der Gleichungen ist 2n-+-1 und durch dieselben werden 
somit 22, + +X, Py+* Pn IM 2 a,++ x, pr- + pr ausgedriickt. 

Dies ist im Allgemeinen keine Flichentransformation, keine Lie’ - 
sche Beriihrungstransformation des Rawmes R,+,*). Wir sehen dies 
am einfachsten ein, indem wir fiir die Gleichung (b) schreiben: 

Pn41 = W (ea --- te py +++ pr’), 
wo (Y,, W) von Null verschieden ist, aber (%,, 9,41) gleich Null. 
Kine Beriihrungstransformation wiirde zwei in Involution liegende 
Functionen ®,, ®,4: in zwei jhnliche Functionen verwandeln, also 
keineswegs in Y,, W. 
Fiir die Gleichung (c) schreiben wir: 


o=¥, 


und sehen daraus, dass eine Schaar von partiellen Gleichungen ® = C 
in eine Schaar von Gleichungen ¥ =C durch Transformationen iiber- 
gefiihrt werden kinne, die keine Beriihrungstransformationen des Ry+1 
sind, aber doch ein jedes Integral jeder Gleichung ® =C in ein Inte- 
gral der entsprechenden ¥ = C verwandeln. 


13. Die mehrdeutigen Flichentransformationen des R, sind die 
Bilder aller der anderen Transformationen, die in der Weise eine partielle 
Ditferentialgleichung 1. Ordnung des R,+41 in sich selbst resp. eine 
andere Gleichung derselben Ordnung desselben Raumes_ iiberfihren, 
dass aus Integral-_M,, immer wiederum Integral- M, werden. — Eine 
jede solche Transformation, die zwei Gleichungen 1. Ordnung ® = 0, 
Y= 0 in einander iberfiihrt, lisst einem Integrale der einen Glei- 
chung, z. B. @=0, ein Integral der anderen Gleichung, ¥Y =O, da- 
gegen einem Integrale der letzteren unendlich viele re der 
ersteren entsprechen. 


Vorstehendes tibertriigt sich leichtverstindlich auf partielle Glei- 
— 1. oe jeder Art des R,+41, da irgend zwei Gleichungen 


*) Vgl. hierzu einen Ausspruch von Lie in seiner Arbeit: ,,Begriindung einer 


Invariantentheorie der Beriihrungstransformationen“. Math. Annalen Bd. VIII, 
8. 223. 
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1. Ordnung stets durch eine Beriihrungstransformation in einander 
tibergefiihrt werden kénnen. 


14. Ein System von k partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung 
mit »-+ 1 Variabeln, die eine gemeinsame Liésung mit n — k+ 1%) 
willkiirlichen Constanten gestatten, wird nach der 9. Nummer durch 
irgend eine gemeinsame vollstiindige Liésung: 


[ (2a, +++ Gaz Ay ++ + Angi) = 0 


auf den Raum (22, - --2,—%) von » — k+ 1 Dimensionen in der Art 
zu beziehen sein, dass einem jeden Flichenelemente dieses R,~;4; 
eine charakteristische M, des Gleichungssystems, einer jeden Fiche 
des R, 241 (M,_; dieses Raumes) eine Integral- M, des Systems ent- 
spricht. Zwei Gleichungssysteme, deren jedes aus k Gleichungen be- 
steht und jedes oo*—*+! Integral-_M, besitzt, kénnen auf den Raum 
R,—x+1 abgebildet und damit auf einander selbst bezogen werden. 
Die allgemeinste Transformation des einen Gleichungssystems in das 
andere, die eine jede Integral- M, des einen Systems in eine Integral- 
M, des anderen iiberfiihrt, wird folglich das Bild der allgemeinsten 
eindeutigen Flichentransformation des Raumes R,_,41 sein. Bei einer 
jeden derartigen Transformation der Gleichungssysteme in einander 


geht also eine jede charakteristische M, des einen Systems in eine 
charakteristische M, des anderen iiber. 


15. In dieser Nummer soll insbesondere betrachtet werden ein 
System von vier partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit sieben 
Variabeln 4, das co* Integral-M,, etwa 
, f(exya,---a;)=0, 
besitzt. 

Dies Gleichungssystem werde auf den Raum R, abgebildet. Da- 
bei wird dann einem jeden Flichenelemente (zrypq) eine charakte- 
ristische M,, einem jeden Elemente (zxypqrst) eine charakteristische 
M,, der Schnitt von einfach unendlich vielen benachbarten, durch 
einen und denselben Punkt 4 hindurchgehenden charakteristischen M,, 
entsprechen. 

Einer jeden Filaiche des R, entspricht eine Integral- M, und diese 
soll eine M, (etwa als Cuspidalmannigfaltigkeit) enthalten, welche aus 
oo? charakteristischen M, besteht**). 


*) a>k. 
**) Durch jede M, kann eine Integral- M, gelegt werden, durch eine M, 


blos, wenn dieselbe von cx? Streifen erzeugt ist, die einer charakteristischen M, 
angehéren. 
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Werden aus den oo* Elementen (zvypqrst) des R, oo’ durch 
eine Gleichung F'(zzypqrst)—=0 ausgeschieden, so ist dies mit einem 
Ausscheiden von oo’ charakteristischen M, identisch. Das Auffinden 
von Integralflichen der partiellen Gleichung 2. Ordnung F = 0 und 
das Auffinden derartiger Integral- M, des Gleichungssystems im R,, 
deren jede von co? der ausgeschiedenen charakteristischen Streifen (¥,) 
erzeugt ist, sind folglich aiquivalente Probleme. 


§ 6. 


Einiges von einer Classe mehrdeutiger Flichentransformationen des 
Raumes von drei Dimensionen. 


16. Wie in der Kinleitung gezeigt, ist durch irgend drei Glei- 
chungen : 
X= F (exypq), 
(15) Y=F(); 
Z = F,( ) 


eine Fliche:transformation vollstindig bestimmt. Sie wird eine ein- 
deutige Transformation, falls, — bei Befriedigung der Bedingung, dass 
das Gleichungssystem 


dz=pdx+qdy, dp=rdx+sdy, dq=sdz- tdy,-:-- in inf. 
in das aihnliche 
dZ= PAX+QdY, dP=RdAX+ SAY, 
dQ = SdX+TdY,--- in inf. 


transformirt werden soll, — die Gréssen P, Q ebenfalls nur zxypq, 
nicht die héheren Differentialquotienten enthalten; andernfalls, wenn 
man durch die erwihnte Rechnung bekommt: 


P= 9, (2xypqrst), 
Q _ %, ( ), 


so ist die Transformation (15) eine mehrdeutige Flachentransfor- 
mation. — 

Diese Transformation ordnet jedem Punkte (X YZ) eine Schaar 
von co? Elementen (¢xypq), einem jeden Flachenelemente (ZX Y PQ) 
auf einem jeden der dem Punkte (XYZ) zugehérenden Elemente 
(2aypq) eine Schaar von oo! Werthesystemen (rst) zu. Eine jede 
Fliche des Gebiets (xyz) wird in eine Flache des Gebiets (X YZ), 
eine jede Fliche des letzteren Gebiets in alle Integrale einer partiellen 
Differentialgleichung 1. Ordnung f (FF, F,) = 0 tibergefiihrt. 

Einer partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung g(Z X Y PQ)=0 
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entspricht eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung, die ein erstes 
Integral mit zwei willkiirlichen Constanten 4 w besitzt: 
° f (FF, F,Au) = 0*). F 

Den linearen partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung im Ge- 
biete (X YZ) entsprechen partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung 
im Gebiete (xyz), die in rst rt—s? linear sind und die ein erstes 
Integral besitzen von der Form: 

{ (FF, F,) gleich einer willkiirlichen Function von » (F'F, F,). 


17. Besonders will ich, wegen ihrer Anwendung auf eine gewisse 
Classe partieller Gleichungen 2. Ordnung, auf die folgende Transfor- 
mation aufmerksam machen: 

| X=Z, 
(16) Y=y, 
| Z=q. 

Die iibrigen Gleichungen dieser Transformation, die in der ange- 
fiihrten Weise herzuleiten sind, werden: 


P=—s, 


@ =, 3 d3 

a"z "2 
R= v, (: =daidy’ “> dady’ 
S =w, 
Tf =@, 


u. Ss. W. 





Ich betrachte eine Gleichung 2. Ordnung im Gebiete (wyz), die 
von zp frei ist, also die Form hat: 


F (ayqrst) = 0, 
oder, nach r aufgelést: 
(17) r =f (xyqst)*), 
und bilde die entsprechende Figur des Gebietes (X Y Z). 


Durch Differentiation der Gleichung (17). in Bezug auf y be- 
kommt man: 


4 


af f _ af af 
v= mn at _ - o 


dt? 


*) Der Transformation (15) wird auch von P. du Bois-Reymond in dessen 
Arbeit: ,,Beitriige zur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen“ Leipzig 
1864, S. 173 erwiihnt, 

**) In ganz derselben Art liisst sich die Gleichung: 


7 t Zz 
behandeln. r= f (xyqst) + 29 (x) + pyle) 
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eine Gleichung, die im (X YZ) auf Grund der Gleichungen (16), (16’) 
die folgende lineare zum Bilde hat: 


df df d d 
(18) R—8 ap ao arta: 
Dieselbe wird dann das Bild aller Gleichungen 
r =f (xyqst) + eine arbitrire F(x). 
Kiner jeden Fliche des Raumes (X YZ) entsprechen die Integrale 
einer Gleichung 
q=Ff (ay) ? 


deren Lisung von der Form ist: 


(19) = (xy) + ¥ (2), 
wo ¥ eine willkiirliche Function bedeutet. 


Weil einem jeden Integrale der Gleichung (18) u. A. Integrale 
der Gleichung (17) entsprechen miissen, so mag, wenn Z = F(X Y) 
eine Integralfliche von (18) bedeutet, die willkirliche Function Y in 
(19) so bestimmt werden kénnen, dass letztere Gleichung ein Integral 
von (17) darstellt. Und die zur Bestimmung von Y dienende Glei- 
chung giebt*) Y gleich einer determinirten Function von 7: F(a), ver- 
mehrt um cz + ¢’, wo c, ¢ ganz willkiirlich sind. 


Das Problem der Integration der Gleichung 2. Ordnung (17) ist 
hiermit auf das Problem der Integration der linearen Gleichung 2. Ord- 
nung (18) euriickyefiihrt. 

Durch die angewandte Transformation entsprechen irgend zwei 
Integralen der Gleichung (17), die in einem Punkte eine Beriihrung 
der ne" Ordnung eingehen, zwei Integrale der Gleichung (18), die 
in einem Punkte eine Beriihrung der n — 1'" Ordnung besitzen, und 
demgemiiss werden Charakteristiken der Gleichung (17) Charakteristiken 
der Gleichung (18) entsprechen. 


Das hier Auseinandergesetzte bildet eine Erweiterung der bekannten 
Legendre’schen Theorie**) der Gleichungen 


F (rst) =0***), 


die xyzpq nicht enthalten. — Um die Legendre’sche Form der ent- 
sprechenden linearen Gleichung (18) zu erhalten, wiirde man sich statt 
der Transformation (16) einer aus ihr durch eine reciproke Transfor- 
mation 


*) Durch eine zweimalige Quadratur. 
**) Vgl. Boole: Differential-Equations, Cambridge 1859, p. 369. 


***) Ich bin neuerdings durch Lie auf diese Legendre’sche Theorie auf- 
merksam gemacht. 
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EoD, FiwvG,: £30 P24 OF— 
herzuleitenden : 
X’=s, Y=t, AZA=sx+ty—gq 
zu bedienen haben. 
Die fragliche Gleichung wird dann 


af af i 
Ray — Sax —T=°?. 


Die vorangehende Theorie bleibt natiirlich im Wesentlichen un- 
veriindert, wenn auf die zu Grunde gelegenen Gleichungen (16), (17) 
eine beliebige Beriihrungstransformation angewendet wird. 


Helsingborg, 18. Juli 1875. 









Sur une classe de points singuliers de surfaces. 





Par H. G. Zevrnen a Copenhague. 


1. Le présent article était originairement destiné 4 faire partie 
dun mémoire, ot j’espere de consigner bientdt les résultats que j’ai 
obtenus par une révision des formules numériques rélatives aux sur- 
faces réciproques, devenue nécessaire pour les raisons que, j'ai signalées 
dans une ,.Note sur la théorie des surfaces réciproques“ (Mathematische 
Annalen t. 1V). Mais comme je me sers, dans la recherche présente, 


d'autres procédés que dans le mémoire plus étendu, je préfere de la 
publier ici séparément. 
































Les points dont nous nous accuperons sont les points doubles a 
un seul plan tangent (double), qui est le lieu de droites rencontrant la 
surface en quatre points coincidents, et qui, de son coté, n’a qu'un seul 
point de contact. A ces points appartiennent les f points doubles de 
la courbe double de la surface, ses i points d’intersection simples avec 
la courbe cuspidale, de méme que les points doubles de cette derniére 
courbe, et les points stationnaires des deux courbes qui ne sont pas 
en méme temps points d’intersection*). Le theoréme que je démontrerai 
(voir & la fin du n° 3.), énonce que le plan tangent en un des points 
singuliers définis ici, a les propriétés réciproques 4 celles du point. 
L’article contiendra donc, en particulier, une démonstration directe de 
léquation i’ =i, que j’ai obtenue ailleurs**) d'une manieére indirecte. 
— Le n° 4. contiendra une discussion des branches du lieu des points 
de contact des plans tangents doubles, et de la courbe parabolique, 
qui passent par les points singuliers. 


2. Dans le cas le plus simple les points définis sont des points 


ordinaires de deux nappes distinctes qui y sont tangentes lune a Vautre. 
Alors on peut représenter séparément les deux nappes. Prenons le 
point singulier pour origine des coordonnées, le plan tangent, pour 






























































*) M. Cayley a tiré mon attention sur ces derniers points. 


**) Voir mes deux mémoires au commencement du 4™° tome des ,,Mathema- 
tische Annalen“. 


Mathematische Annalen. IX. 
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plan ¢ = 0: alors chacune des nappes sera représentée par une équa- 
tion ponctuelle de la forme: 
(0) £= G2? + 2a,rzy + ay +---. 


Les coordonnées tangentielles X, Y, U d’un plan tangent quel- 
conque de la surface sont déterminées par les équations 


dz dz dz dz 
see ay te— we, Vee the —* 


En un point de la nappe représentée par (I), voisin de lorigine, 
X, Y U auront les expressions suivantes: 
X= — (2ax+2ay+---), 
(it) Y= — (2a,4+2a,y+-::), 
U=a2+2a,cy+a,y+-:--, 
d’od 
we SE—GF 
(i) «=, isa of seo, 
et 


(IV) U a — 2X? 2a, X¥ +a ¥* ese 


4 (a,° — aga) 


On a a,” 2 ay @,, parce que dans le eas de a,? = a,a, le plan tangent, 


ayant un contact stationnaire avec une des deux nappes, serait plus 
de double, ce qui serait contraire 4 la définition dans le n° 1. 

On trouve pour |’autre nappe des développements analogues. Nous 
en désignerons les coéfficients par des lettres accentuées, et les formules 
qui correspondent a (I) — (IV), par (I’) — (IV’). 

En soustrayant | équation (I') de (1), ou trouve 1! équation 
ponctuelle de la projection sur le plan z = 0 des branches de la courbe 
double de la surface qui passent par l’origine, et en soustrayant 1’équa- 
tion (IV’) de (IV), on trouve l’équation tangentielle du cone directeur 
des nappes de lenveloppe des plans tangents doubles de la surface 
qui sont tangentes au plan z= 0. Nous appellerons cette enveloppe 
la développable bitangente. [Il est évident que les multiplicités du 
point 7 =0, y=O de la projection, et du plan tangent X —0, 
Y =O du cone directeur, indiquent des multiplicités réelles, et non 
seulement apparentes, du point correspondant de la courbe double, et 
du plan tangent correspondant de la développable bitangente. 

Si les termes du second degré en x et y sont différents dans les 
équations (I) et (I’), la courbe double aura a !’origine un point double 
ou stationnaire, suivant que 
ai (a, — a,')? S (ay — a’) (4, — 2’) 

= (a) — ay’) (a2 — ay’). 
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Or ces deux conditions aménent lesen 











ce qu’on voit presque sans ute le cas od Yon a donné aux 
axes coordonnés une position telle que a,—a, —0. On voit done, 


au moyen des équations (IV) et (IV’), qu’en méme temps que le point 
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) 


a ‘a ay > 2 = Mo va : a (_,* A 
P— Gd = ®— ay —4a & a,’ a;/ \ae— ce a, *— ay a; 
ou 
ai ( X -) =. Ms 
G2— aya, aaa a,’ ‘az — ~w ~~ Gy *—Gg Ay 


:) , 


singulier est un point double ou stationnaire de la courbe double, le: 


plan tangent en ce point sera un plan tangent double ou stationnaire 
de la développable bitangente. — Dans le dernier de ces deux cas, 
les indicatrices des deux nappes ont un contact double (voir le n° 4.). 

Si les deux nappes ont un contact d’ordre supérieur, la courbe double 
aura au point de contact un point singulier composé de points doubles 
et stationnaires. En regardant ce cas comme la limite de celui ot 
ces points sont distincts, on voit que les mémes nombres de plans 
tangents doubles et stationnaires de la développable bitangente coin- 
cident avec le plan de contact des deux nappes. 

3. Dans le cas od la singularité définie dans le n° 1. est formée 
d'une seule nappe, on trouve, en placant les plans coordonnés de la 
méme maniére que dans le n° précédent, de la maniére suivante une 
série exprimant l’ordonnée z d’un point de la surface voisin de l’origine. 


En éloignant le facteur constant du terme z* de l’équation de la 
surface, on lui donnera la forme de 


(V) 2 —2,(%,y)2@+%(@,y)+---=0, 

oi p et x sont des polynémes homogénes en zx et y, dont les degrés 
sont indiqués par les suffixes*), et od les termes non écrits sont d’un 
degré supérieur & quatre par rapport & x et y, 2 étant proportionelle 
aux carrés de ces quantités. On en déduit le premier terme de la 
série cherchée qui sera ordonnée suivant des degrés ascendants par 
rapport a x et y: 

ob 2=([9,(c, ys tVYy,(@,y]+-°-, 


W, (@,-Y) = [M2 (x, y)]? — 44 (@, y)- 


Les termes suivants se déterminent par des équations du premier 
degré, qu’on obtient par des substitutions successives des termes trouvés 
dans léquation (V). Ils seront done des fonctions rationnelles de x, y 
et Vv, (a, y), et ils auront pour dénominateurs des puissances de cette 


*) me peut s’évanouir identiquement. 
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racine carrée, qui est, dans toutes les équations du premier degré, 
facteur du terme cherché. 
La derniére circonstance, nous montre que ce développement n’est 
pas applicable, si 
¥, (,y) = 0, 
y 


soit que cette équation a lieu identiquement, soit que ~ en est une 


racine dont le facteur correspondant de wy, (x,y) ne peut étre éloigné 
de tous les dénominateurs de la série. Alors l’équation (V) prendra 
la forme de 
[2 — @. (@, y+ 1, ye? + 43(2, 9)2 + 45 (@, 9) +--+ = 9, 

d’ot l'on déduit les deux premiers termes de la série 

; 2 = Pp (@,Y) + Vs (@y) ++; 
ou 

5 (@, 9) = — 21 (%, 9) [2 (&, W]? — Xs (%, ¥) Ye (%, ¥) — U5 (%,9)- 
Si ¥,(x,y)—= 0, léquation prendra par la substitution de 

Z— Po(%,y) =u 
la forme suivante: 
wu? —2o;(x,y)-u+ %(%,y) +---=9, 

ou les termes non écrits sont d’un degré supérieur 4 six par rapport 

a x2 et y, wu étant proportionnelle aux cubes de x et y. On en déduit 


diel (x, y) + [93 (@,y) + V%. (v,y)] +°--. 
Si wv, (x, y) = 0, la forme de l’équation subira de nouvelles altérations 
tout-a-fait analogues. — Le premier terme irrationnel étant trouvé, 
les. termes suivants se déterminent par des substitutions successives, 
comme dans le cas ot lirrationalité se présentait dés le premier terme 
de la série. 
La série aura done une des formes suivantes 


2= 9, (x,y) + 93(%,9) + ---+ (ore@yt V wap (2,Y)] +4 
2 = Hp (2,y) + 3 (Gy) +--+ + V dept) +°°°, 


les termes suivants étant des fonctions homogénes de a et y de 
.degrés supérieurs & p-—- 4, composées d’une maniére rationnelle de 


(VI) 


xz, y et Yw(x,y), et n’ayant pour dénominateurs que des puissances 
de facteurs de /w(x,y). Cette série sert i déterminer les points 
voisins de l’origine, & l'exception de ceux qui correspondent aux ra- 
cines de l’équation 

(Vil) wv (x,y) =0 

qui rendent des dénominateurs de la série égaux a zéro. Ces points 
seront déterminés par des séries analogues, ot w est remplacée par 
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une fonction d’un degré supérieur 4 2p ou 2p + 1, respective- 
ment. 

Si tous les facteurs de wy (x, y) étaient différents entre eux, toute 
droite par lorigine serait une tangente, et le point aurait une infinité 
de plans tangents au lieu du seul que nous lui avons attribué dans la 
définition du n° 1.*) Il faut, selon cette définition, que toutes les 
racines de wy (x,y) = 0 déterminent des tangentes 4 la courbe double 
et cuspidale de la surface, qui sont les seules courbes multiples que 
nous avons besoin de lui attribuer, les autres, s'il y en a, pouvant se 
décomposer en branches de ces deux courbes. Les tangentes 4 la courbe 
double se déterminent par des racines doubles, les tangentes a la 
courbe cuspidale, par des racines triples. Si l’on sait qu'un point d’une 
surface n'a que la singularité définie — mais non pas, si |’on sait 
seulement que sa représentation analytique a la forme indiquée par les 
formules (V) et (VI) — les racines doubles et triples détermineront 
respectivement des tangentes de la courbe double et cuspidale. 

Si, pour un des points définis dans le n° 1., la fonction y n’est 
que du 4™° degré, il faut que deux branches de la courbe double (du 
moins deux branches partielles) passent par le point; mais alors deux 
nappes différentes, qu’on peut représenter séparément, comme dans 
le n° préeédent, passent par le point. 

Si le degré de w est égal & 5, le point sera un point d’intersection 
de la courbe double et de la courbe cuspidale; ~ = 0 aura une racine 
double et une racine triple. 

Si le degré de w est égal & 6, les cas suivants sont possibles: 

1°. Le point singulier est un point triple de la courbe double; 
alors la singularité est formée de deux nappes différentes, de facon 
que nous n’avons pas besoin d’insister ici aux subdivisions qui sont 
possibles, 

2°, Le point singulier est un point double de la courbe cuspidale; 
alors l’équation y = 0 a deux racines triples. 

3°. Le point singulier est un point stationnaire de la courbe cuspi- 
dale; alors toutes les six racines de ~y =O sont égales entre elles, 
et la (premiére) série (VI) se décompose en deux séries rationnelles, 
mais non pas entiéres.* L’irrationalité ne se présente que dans la série 
qui remplace (VI) dans le cas de valeurs de x et y qui satisfont a 
léquation y 0. Aussi dans le cas ot le point est un point triple 
& une seule tangente de la courbe double, les six racines de y =O 


*) Aux points dont la représentation analytique a la méme forme, mais qui 
ne satisfont pas a cette définition plus particuliére, appartiennent, par exemple, 
ceux que M. Cayley a appellés ,,close-points“. Dans la représentation de ces 
points, w (x,y) = 0 a une racine triple et une racine simple. 
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sont égales entre elles; mais il y a la différence qu’alors, la singularité 
étant formée de deux nappes distinctes, la série se décompose en deux 
dont tous les termes sont entiers, et qui sont applicables aussi au cas 
ot x et y satisfont & l’équation y = 0*). 

La déduction de |’équation tangentielle se fait de la méme ma- 
niére que dans le n° 2. w étant, dans tous les cas qui ne sont pas 
déja discutés dans le n° 2., d’un degré supérieur 4 quatre, les équa- 
tions (I) — (IV), o& nous n’avons écrit que les premiers termes des 
séries, seront par cela applicables aussi 4 la recherche actuelle. Nous 
compléterons ici ces équations en y écrivant, & cdté de leurs premiers 
termes rationnels, leurs premiers termes irrationnels. Nous y désignerons 
par p le degré de ce terme dans |’équation (I>) qui remplace la pre- 
miére équation (VI) si p est entier, la seconde, s'il est un multiple 


. ° : 2p+1 . | 
impair de 4; (dans ce dernier cas p remplace Sett), On aura ainsi 
les équations suivantes: 


(I>) e=ar+2acyt+ay?+---+/v(a,y)+---, 
an — 9(a,8-+-6,9) —--- + dVy(z,y) ye 


dx 


? 


dy 
| U = aya? + 2a, cy+ a,y'+ +--+ (p—1) Vb (a, y) +-- ‘) 


. dx d 
Bo 2, +--+ -+ ——— \alsaa” . +.. 
(III) Weurwy Veo 
— a, SEP I) 4g SED Zr» 91) 
gente: + ean aopete ie 


2 (a,2— ay Gy) 


Ve (ey) 4 V0 (a9) 





ot nous avons introduit les abréviations 


a, X—a,Y —a4X+a,¥ 


2(q?— aa) 1? = 3a —ayay) — 413 
(iV) U=ax?+2 a,x2,y,+ AU es Vv (5%) + °° 


En y introduisant les expressions de x, et y,, et en revenant aux 


deux formes (VI), on trouve qu’y correspondent les deux formes sui- 
vantes de l’équation tangentielle: 


*) En général, on peut éloigner les facteurs de Vy (x, y) qui correspondent 
aux tangentes de la courbe double des dénominateurs de la série (VI), et cette 
série sera aussi applicable aux cas oi « et y ont des valeurs qui rendent un de 
ces facteurs égal 4 zéro; car un point placé en un point de la courbe double sur 


lune ou l'autre des deux nappes partielles qui s’y rencontrent, ne se distingue pas 
des autres points voisins du point singulier. 
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U= ©, (X, ¥)+,(X, Y)+-:+[,{X, YY Wep(X, Y)J+---, 


U=9,(X, Y)+9,(X, Y)+++y Von 41(X, Y) +::-, 


oi la quantité ¥(X, Y) (— w (a,,y,)) est formée de w(a,y) par une 
substitution linéaire, de facon que |’équation 
(IX) W(X, Y)=0 
a les mémes groupes de racines multiples que » (x, y) = 0. 

Le plan tangent au point singulier n’ayant, selon notre définition, 
que ce seul point de contact, les racines doubles de Véquation (IX) 
déterminent des génératrices de la développable bitangente, et les 
racines triples, des génératrices de l’enveloppe des plans tangents 
stationnaires, ce qu’on voit en appliquant le principe de dualité 4 la 
discussion de la signification des-racines de l’équation ~ (x, y) = 0. 


(VIII) 


On trouve ainsi que le plan tangent en un point d’intersection 
simple de la courbe double et de la courbe cuspidale est plan tangent 
commun & la développable bitangente et 4 V’enveloppe des plans tan- 
gents stationnaires, et que le plan tangent en un point double de la 
courbe cuspidale, est plan tangent double de l’enveloppe des plans 
tangents stationnaires, si, bien entendu, le point est un de ceux 


dont parle notre définition. A la méme condition, le plan tangent 
en un point stationnaire de la curbe cuspidale sera plan tangent sta- 
tionnaire de l’enveloppe des plans tangents stationnaires; car il ne 
peut étre plan tangent triple — & une seule génératrice — de la 
développable bitangente, parce que cette propriété du plan tangent 
amenerait, selon le n° 2., que le point de contact était point triple — 
& une seule tangente — de la courbe double. 


Si plusieurs points d’intersection de la courbe double avec la courbe 
cuspidale, ou plusieurs points doubles et stationnaires de ces courbes 
sont réunis en un de nos points singuliers, on peut regarder ce cas 
comme la limite de celui oa ces points sont distincts. 


En résumé, nous avons démontré que les nombres des points doubles 
et stationnaires de la courbe double, des points doubles et stationnaires 
de la courbe cuspidale, et des points d’intersection de ces deux courbes, 
qui sont réunis en un des points singuliers qui nous occupent, sont 
égaux, respectivement, aux nombres des plans tangents doubles et sta- 
tionnaires de la développable bitangente, des plans tangents doubles et 
stationnaires de Venveloppe des plans tangents stationnaires de la sur- 
face, et des plans tangents communs a ces deux développables, qui coin- 
cident avec le plan tangent au point singulier. 

4. Si, dans le voisinage du point singulier, la surface, ou l’une de 
ses deux nappes, est représentée par l’équation (I), la conique 
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Ayx* + 2a,ry + a,y? = 1 

sera son indicatrice en ce point. On voit sans difficulté que, dans 
le cas ov la singularité est formée de deux nappes ayant des indica- 
trices différentes, les diametres communs aux deux indicatrices seront 
tangents aux deux branches de la courbe double, et les diamétres 
passant par les points de contact des tangentes communes, tangents 
aux quatre branches de la courbe, lieu des points de contact des 
plans tangents doubles, qui passent par le point. Les tangentes com- 
munes aux indicatrices seront paralléles aux génératrices de la déve- 
loppable bitangente qui passent par le point. 

Dans les cas ott la singularité est formée, soit de deux nappes 
représentées par des équations de la forme (I) qui ont les mémes 
termes du second ordre, soit d'une seule nappe (n° 3), la surface n’a 
au point singulier qu'une seule indicatrice (double). Celle-ci garde, 
& cdté d’autres propriétés essentielles, la suivante: la tangente 4 une 
courbe passant par le point singulier et la génératrice de la dévelop- 
pable tangente a la surface le long de cette courbe, seront par rappori 
a% elle des diamétres conjugués. En effet, cette propriété est ex- 
primée par les deux premiéres équations (II), ot « et y(et 2) sont les 
coordonnées d’un point de la surface infiniment voisin du point sin- 
gulier, X et Y (et U), celles du plan tangent en ce point. 

Nous avons vu, dans le n° 3, que l’équation (IX): ¥(X, Y) =0, 
qui détermine les génératrices de la développable bitangente et de 
Yenveloppe des plans tangents stationnaires qui passent par le point 
singulier, est formée en appliquant a l’équation (x,y) =O, qui dé- 
termine les tangentes de la courbe double et cuspidale, la substitution de 

X= — 2(a,x+ ay), 

Y = — 2(a,4 + 2a,y). 
Ces équations étant composées des termes du premier ordre des équa- 
tions (II), dont nous venons de parler, on voit que, dans le cas d'une 
seule indicatrice, chacune des branches de la courbe double qui passent 
par le point est tangente & deux branches (partielles ou totales) du lieu 
des points de contact des plans tangents doubles, et chacune des branches 
de la courbe cuspidale est tangente ad une branche de la courbe para- 
bolique. 

Selon le principe de dualité, la développable bitangente sera 
tangente, le long de chacune des génératrices passant par le point sin- 
gulier, 4 deux nappes (partielles out otales) de la développable tangente 
& la surface le long de sa courbe double, et l’enveloppe des plans 
tangents stationnaires 4 la développable tangente le long de la courbe 
cuspidale. 


Il n’est pas difficile de déterminer l’ordre du contact dune branche 
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de la courbe double avec le lieu des points de contact des plans tangents 
doubles. En effet, cet ordre sera le méme que celui des contacts des 
projections de ces courbes sur le plan xy, et comme — dans le cas ot 
et la branche’ de la courbe double, et les nappes (partielles ou to- 
tales) qui s'y rencontrent, sont réelles — la projection de la courbe 
double sépare celles des branches (partielles ou totales) du lieu des 
points de contact, l’ordre cherché sera égal & celui du contact des 
deux branches de ce dernier lieu entre elles. Il faut done chercher 
lordre de la distance infiniment petite des points de contact d’un 
plan tangent double qui fait avee le plan tangent au point singulier 
un angle infiniment petit du premier ordre. Or, si le plan tangent 
. double a les coordonnées X, Y, U, les coordonnées x et y des points 
dU dU 
ax *% de —7y° 
Par conséquent si l’ordre des premiers termes différents des séries*) 
exprimant les deux valeurs de U en fonction de X et Y — qui est 
égal i celui des premiers termes différents des séries exprimant z 
par x et y — est égal a p, V’ordre de la distance /(a— x,)?+(y—y,)? 
des deux points de contact sera égal 4 p—1. Lrordre du contact 
cherché est done égal & py — 2. Le nombre p est entier ou un mul- 
tiple de 4. 

Si, par exemple, dans le point singulier wne intersection simple a 
leu entre la courbe double et la courbe cuspidale, on aura p=}. La 
distance des points de contact d’un plan tangent double sera de l’ordre 
$, ou bien, le point singulier sera un point stationnaire du lieu des 
points de contact des plans tangentg doubles, et ce liew aura en ce point 
la méme tangente que la courbe double. Si le point est un point triple 
de la courbe double, ou aura p= 3, et chacune des trois branches 
de la courbe double aura des contacts simples avec deux branches 
distinetes du lieu qui nous occupe. 

Les applications du principe de dualité aux régles que nous avons 
demontrées ici sont trés-simples. 

La détermination des branches de la courbe parabolique, dont 
nous aurons a discuter les contacts avec les branches de la courbe 
cuspidale, se fait ici, oi l’on fait usage d’une série servant 4 exprimer 
# par « et y, par l’équation 
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de contact seront égales aux deux .valeurs de — 






















( =) Peds _ 
dydz}) ~ dx dy” ~° 
On trouve dans les cas les plus simples les résultats suivants: 
Si le point singulier. est un point dintersection simple de la courbe 















*) Les séries sont applicables aux points et plans dont nous nous occu- 
pons. Voir la note précédente. 
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double et de la courbe cuspidale, cette derniére courbe aura un contact 
simple avec la courbe parabolique. 

Si le point est un point double de la courbe cuspidale, chacune des 
deux branches de cette courbe aura un contact du second ordre avec 
la courbe parabolique. 

Si le point est un point stationnaire de la courbe cuspidale, chacune 
des deux branches partielles de cette courbe aura avec une branche par- 
tielle de la courbe parabolique un contact de Vordre 4 — cest a dire 
qu’ une distance du point singulier qui est infiniment petite du pre- 
mier ordre, la distance d'une branche de l’une courbe 4a la branche 
correspondante de |’autre est de l’ordre }. Il est évident que les deux 
branches partielles de la courbe parabolique forment alors, elles-aussi, 
un point stationnaire. 

Pour montrer notre procédé de démonstration, il suffira de l’ap- 
pliquer a établir le deuxiéme de ces théorémes. 

Soit m une surface tangente le long de la courbe cuspidale 4 la 
surface donnée dont nous cherchons les propriétés en un point double 
de cette courbe, et ~ une autre surface passant par la méme courbe. 
Alors la surface donnée fera du moins partie d’une surface représentée 
par une équation de la forme 

19° — ay =0, 
z% et m étant des surfaces qui ne passent pas par le point singulier. 

La surface w peut étre déterminée ainsi que deux nappes différentes 
passent, au point singulier, par les deux branches de la courbe cuspi- 
dale. Dans la recherche actuelle, nous pourrons méme remplacer ces 
deux nappes par deux surfaces différefites y’ et w”; car on peut toujours 
en déterminer qui ont avec les nappes de w des contacts assez intimes, 
pour que cette altération n’influe pas aux termes de l’équation dont 
nous aurons 4 faire usage. L’équation aura ainsi la forme suivante 


(X) ry — avy")? =0, 
ou bien, si l'on prend pour plans coordonnés les plans tangents a 


v, v” et , et distingue par un suffixe i, ajouté 4 la notation d’ume 
fonction, le polyndme du degré i qu'elle contient, 


ott te) + G2+--)= (yO, +++) (e+ by +6) (yt by to) = 
Si l'on désigne par — A le coefficient de 2 en y,”, la projection 

sur le plan =O de la branche de la courbe cuspidale qui est tan- 

gente au plan y= 0, sera représentée par 

Dans la discussion de la branche de la courbe parabolique tangente 

a celle-ci, il sera commode d’ordonner la série exprimant l’ordonnée ¢ 

d'un point de la surface par x et y, d’aprés des puissances ascendantes 
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de x, y étant regardée comme proportionnelle 4 z?. Alors la série 
aura la forme suivante*) 


(XI) #—=ay2* + (2a, 2y-+Dy29)-+(ay 9° +30, 2%y eget) + J/ i (y—Aat)s + --- 


ov les termes des degrés 2, 3, 4 sont les mémes que donnerait )’équa- 
tion p =0. On en déduit 


2 2 2 ae weed 
(a) (05) — Fe BS 4a? — ayy) — hay /% al (y — Aaty 4d + 


les termes non écrits étant d’un degré supérieur 4 } par.rapport 4 
x et yt. 

Les seules puissances 4 exposants négatifs que contiennent les 
séries (XI) et (XII) ont pour racines x et (y— Az). On trouve 
donc, en égalant a zéro la derniére des ces séries, — a cdté de 


x 


lim -= 0, qui correspond & l’autre branche de la courbe para- 
y ? 
bolique — 


lim¥ =A, 


ce qui montre que la branche de la courbe parabolique qui nous oc- 
cupe a, au moins, un contact du second ordre avec la branche corre- 
spondante de la courbe cuspidale. 

Pour voir que le contact n’est pas, en général, d’un ordre plus 
élevé, il faut regarder y— Az* comme proportionnelle a z*. Alors, 
non seulement les deux termes écrits du second membre de (XII), 
mais aussi une infinité d’autres deviennent du degré zéro, de fagon 
quil faut ordonner les séries dune autre maniére. Désignons par 
B, C et D les coefficients des termes xy, xz et x de w’; alors on 
peut substituer a la série (XI) une autre contenant, 4 cdté de a et y, 
des puissances (positives et négatives) de 


ly — Aa’ + Bay + (a,C + D)x*), 


qui est proportionnelle 4 z*. Cette nouvelle série commence par les 
termes 


= ay2* + (2a, cy + b,x) + (any? + 3b, ay + cox") + (3b, zy? + 4e, 2% y + dx’) 
+(d,y? + 6e,x*y? + 5d,xty+e,x° + xt [y—Aa?+ Bay+ (a,C+ D) 2}') sa 
0 


On en déduit 
(24, — #298 
dydx da dy* 


= 4 (a;—aya,)— 4a) / 20% [y — Aa?-+ Bay + (ayC4+D)a%} 4 +--, 


*) ay, a, etc. sont des constants. 
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ot les termes écrits sont du degré 0, les autres, d’un degré positif. 
En égalant cette série 4 zéro, on trouve que le coefficient de 2 dans 
la série exprimant l’ordonnée y d’un point de la branche de la courbe 
parabolique qui nous occupe, est égal a 
9 a2 , 
a — AB—a,C—D. 


64 (a4? — aga)? Zo 


Le coefficient de z* dans la série qui exprime l’ordonnée y d'un point 
de la branche correspondante de la courbe cuspidale est 


ee ee 2. 


Copenhague, 27. aott 1875. 





Ueber die v. Staudt’schen Wiirfe. 


Von Rup. Srurm in Darmstadt. 


Hierzu eine Tafel. 


Die interessante und verdienstliche Arbeit des Herrn Liiroth 
iiber das Imaginiire in der Geometrie und das Rechnen mit Wiirfen 
(Gott. Nachr. 1873 8. 767 und ausfiihrlicher diese Annalen Bd. VIII, 
8. 145—214) hat mich zu einigen Untersuchungen auf diesem Ge- 
biete veranlasst, die ich mir hier mitzutheilen erlaube. 

1. Ich will zunichst andere, mehr geometrische Beweise fiir die 
Associativitit der Addition und Multiplication v. Staudt’scher Wiirfe 
geben; da aber die geometrische Construction bei beiden Operationen 
im Wesentlichen dieselbe ist*), so wird es geniigen, die Multiplication 


zu besprechen. 


2. Nehmen wir zuerst an, dass die drei Wiirfe ABCD, =—u,, 


ABCD, =u,, ABCD, =u, auf derselben geraden Linie g sich be- 
finden (Fig. 1); so wollen wir also darthun, dass (uw -,) - u, = 
(Uy + Ws) + Uy ist. 

Wir construiren ein vollstindiges Viereck KZ MN, so dass zwei 
Gegenseiten KN, LM durch A, C; zwei weitere, LN, KM, durch 
D,, D, und eine der beiden tibrigen, LK, durch B geht (was auf 
unendlich viele Weisen mdglich ist); trifft nun die letzte Seite MN 


*) Der Bequemlichkeit halber wiederhole ich hier die Definition der Addition 
und Multiplication. Wenn die Punkte ABCD,D,S derselben Geraden oder 
demselben Kegelschnitte angehéren, so ist ABC D,-+ ABCD, = ABCS, sobald 
CC, D,D,, AS in Involution sind (v. Staudt Beitr. zur Geom, der Lage — die 
allein citirt werden — Nr. 258, Liiroth a.a.O. Nr, 57). Ferner ist nach Staudt 
Nr. 268 ABCD,-AD,CP=ABCP; wenn nun AD, CP = ABCD,= CD,AB, 
so sind AC, D,D,, BP in Involution, also kann man das Product zweier Wiirfe ° 
auch so definiren: ABCD,- ABCD,=ABCP, wenn AC, D,D,, BP in In- 
volution sind (Hans Pfaff, Neuere Geometrie (1867) I Nr. 217, Liiroth a. a. O. 
61.); die Beweise der Associativitiit der Addition und Multiplication finden sich 
bei Staudt Nr. 259, 269, bei Liiroth Nr, 59, 62, bei Pfaff Nr. 222, 224; ob- 
gleich Pfaff die Wiirfe als Doppelverhaltnisse auffasst, so sind diese seine Be- 


weise doch ganz unabhiingig von dieser .Auffassung und zeichnen sich durch 
Einfachheit aus. 
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die gin P,,, so sind AC, D,D,, BP,, in Involution; also ABCP,, = 
Uy * Uy. 

Trifft KD, die LC in M’, M'N die g in P,;; so ist ABCP,, 
=wu,-u,;. Sind noch Q, Q@ die Schnittpunkte von KAN mit L 
(Pi., P;3), so benutze man, um (wu, - u)u, und (uw, - us) %, ZU con- 
struiren, die Vierecke KZ M'Q und KL MQ; es kommt darauf an, 
zu zeigen, dass M’Q und MQ die g in demselben Punkte treffen. 
Fasst man aber L, M, M’ und N, Q, Q als entsprechende Punkte 
zweier projectiver Reihen auf, so erkennt man, dass die drei Punkte 
(LQ, MN) = Py, (LQ, NM’) = P,, und (MQ, M’Q) = P auf der- 
selben Geraden liegen, derjenigen nimlich, welche die Trager der 
Reihen in den dem Schnittpunkte entsprechenden Punkten trifft oder 
welche, wenn wie bei der Addition diese Reihen in perspectiver Lage sind, 
vom Projectionscentrum durch die Triiger harmonisch getrennt ist; 
also liegt P auf g und ABC P ist sowohl (u,u,)u;, als auch (wu, us) u,. 

Das Viereck KNMM’ zeigt, dass auch AC, P,,D,, P,,D, in 
Involution sind, so dass also auch die durch AC, P,,D, bestimmte 
Involution und die durch AC, P,,D, bestimmte identisch sind, mithin 
auch die in beiden dem B zugeordneten Punkte; womit von neuem 
bewiesen, dass ABCP,,- ABCD, = ABCP,, - ABCD,*). 

3. Liegen die 3 Wiirfe auf demselben Kegelschnitte k (Fig. 2.); 
so seien E,,, E,, die Schnittpunkte von D,D,, D,D, mit AC, 
P,;, P., deren Projectionen aus B auf k; dann ist ABCP,, = u,%, 
ABCP,, =u,u,. Das Pascal’sche Sechseck BP,,D,D,D, P,, be- 
weist, dass D, P,, und D, P,, die AC in demselben Punkte F' treffen; 
ist Q dessen Projection aus B auf k, so ist ABCQ sowohl (u,u,) us, 
als (u, Us) Us. 

4. Die Distributivitit der Addition und Multiplication**) lisst 
sich auf folgende Weise erkennen. Es soll bewiesen werden, dass 


Uy (Uy + Us) = Uy Uy + Uy, Uy. 
Stellen wir uns die drei Wiirfe u,, w,, u,;, welche von D,, D,, D, 
mit ABC gebildet werden, wieder auf einem Kegelschnitte k vor 
(Fig. 2.); P,, und P,, seien wie in Nr. 3 construirt. T',, sei der Schnitt 
von D,D, mit der Tangente an & in C und S,, die Projection von 
T,, aus A auf k, so dass ABCS,, =u, + u,; Pi. Pj, treffe dieselbe 
Tangente in 7’ und D,S,, die AC in E, so ist zu zeigen, dass AT 


*) Pfaff’s Beweis ist folgender: Weil AC, D,D,, BP, in Involution sind, 
so ist ABCD, A CPy,AD,, und weil AC, D,D;, BP,, involutorisch gepaart 
sind, so ist ABCD, A CP,yAD,; also CPyAD, A CP,yAD, A AD,CPy' 
d. h. AC, P,3 Dz, Pj2Ds; in Involution wie oben; ahnlich fiir die Addition. 

**) Bei v. Staudt Nr. 274, bei Liiroth Nr. 63 bewiesen. 
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und BE den k in demselben Punkte treffen, oder, wenn P die Pro- 
jection von EF aus B auf k ist, dass A, P, T in gerader Linie liegen. 
Nun sind abersowohl A P,, P,, PC, als A D, D,S,,C die Projectionen von 
AE,, E,,EC, bez. aus B, D,; folglich ist A P,, P,,PC A AD, D,S,,C; 
weil aber CC, D, D,, AS,, involutorisch gepaart, so sind es auch CC, 
P,,P,;, AP; dh. AP geht durch T= (CC, P,, Ps). 


5. ABCD sei ein Wurf auf einem geraden Triger g; wir pro- 
jiciren ihn aus einem beliebigen Punkte O auf eine durch A gehende 
Gerade, nach A B’C’ D’; ist E die Projection von C’ aus O' = (BB’,CD’) 
auf g, so ist Wurf ABCE = AB D'C’ = ABDC. Das vollstindige 
Viereck C’ D'OO' zeigt aber, dass CC, ED, AB in Involution sind ; 
also ist ABCD + ABDC = ABCD+ ABCE=ABCB=1. 

Oder, wenn ABCD auf einem Kegelschnitte k liegt, so sei T 
der Schnitt von AB mit der Tangente in C und E die Projection 
von 7 aus D auf k; AB, ED, CC sind dann in Involution, also 
ABDC =BAEC=ABCE, andererseits ABCD+ ABCE= 
ABCB. 


6. Wenn AA’, BB’, CC’ involutorisch gepaart sind, so ist 
ABC'B + BCAC’ + CABA =1. 

Es mégen die drei Involutionspaare auf einem Kegelschnitte k liegen und 
M sei das Centrum dieser krummen Involution. Ist E die Projection 
des Punktes Q = (A A’, C’ B) aus C auf k; so ist ABC’E=CBC'A 
= BCA'C’, denn C(ABC'E) und A(CBC’ A’) treffen C’B in den- 
selben Punkten. Das Pascal’sche Sechseck C’C’CEB’B, dessen 
eine Seite C’C’ eine Tangente ist, zeigt, dass M=—(BB’, CC’), 
Q= (CE, BC’) und T= (BE, CC’) im gerader Linie liegen, also 
T sich auf MQ oder AA’ befindet, Also ist ABC’ B’ + BCA'C’ 
=ABC'’B + ABC’E=ABC'A’. Wegen der Involution AA, 
BB, CC’ ist aber ABC’ A’ = A’ BCA’ = CAA’ B; demnach 

ABC B+ BCAC+ CABA =CAAB+CABA=1 
wegen Nr. 5. 


7. Unter derselben Voraussetzung, dass AA’, BB’, CC’ involu- 
torisch sind , ist 


ABCB.BC'’AC-CA BA=—1. 


V sei der Pol von BC beziiglich des Kegelschnitts k, auf dem die 
3 Paare wieder liegen, AV treffe CC’ in R, k in A, und F sei die 
Projection von R aus B auf k; so ist ABCF = ACBC’ = BC’ AC, 
denn B(ABCF) und C(ACBC’) treffen AV in denselben Punkten. 
Demnach ist AB CB-BC’'AC= ABCB. ABCF = AB'CF nach 
v. Staudt’s Definition des Products zweier Wiirfe. Ferner ist 
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AB CF = BA'CA,, denn sie werden aus B und A durch perspective 
Wiirfe projicirt. Nun ist aber BA’CA, + BA'CA= BACB=0, 
also BA’'CA, = — BA'CA = — CABA’; endlich CABA' -CA'BA 
= CABA = 1; also 


ABCA-BC'AC-CA BA=—CABA -CABA=—1. 


8. Wenn eine Gerade d den Kegelschnitt k nicht schneidet, so 
stellt die auf ihr befindliche Involution der in Bezug auf k zugeord- 
neten (conjugirten) Punkte, mit dem einen oder dem andern Sinne be- 
haftet, den einen oder den andern imaginiren Schnittpunkt A’, A” 
von d mit k dar (ich bezeichne, wie Herr Liiroth, imaginiire Punkte 
mit grossen griechischen Buchstaben); da nun, wie Liiroth § 4. be- 
weist, diese gerade Involution auf d aus jedem beliebigen Punkte von 
k auf diesen Kegelschnitt in dieselbe krumme Involution projicirt 
wird, namlich in diejenige, deren Centrum der Pol D von d ist; so 
kann man auch letztere als die A’, A” darstellende ansehen; die Sinne 
sind natiirlich mit denen auf d perspectiv zu nehmen. 


9. Wenn TT ein imagindrer Punkt von k ist, p sein gerader 
Triger, dessen Pol P das Centrum der krummen den TI darstellenden 
Involution (P) ist, und M ein reeller Punkt; so ist der zweite Schnitt- 
punkt TT von MTT mit k dargestellt durch die krumme Involution (P’), 


welche die Projection der TI darstellenden krummen Involution aus M 
auf k ist, wobei der Sinn mit projicirt ist. Der gerade Trdger p' von 
TY wird von p durch M und seine Polare m beziiglich k harmonisch 
getrennt*). (Fig. 3) 

A, A, sei ein Paar der krummen Involution (P); seine Projection 
aus M auf k sei A’, A,’; P’, Q, S seien die Schnittpunkte von MP 
mit A’ A, und mit k, letztere beide, weil P innerhalb & liegt, reell. 
Nun ist PQSM( A(A,QSA4’) A Aj (A, QSA’) A MQSP’; wenn 
AA, mit einem andern Paare von (P) vertauscht wird, so bleibt P 
und demnach wegen dieser Projectivitiit auch P’ unveriindert; letzterer 
Punkt ist folglich das Centrum der Involution, in welche (P) aus M 
auf *& projicirt wird. Habe die Involution (P) den Sinn ABA,B,, 
und seien A’ BA,’ B,' die Projectionen dieser 4 Punkte, so ist der 
durch AB’ A,’ B,’ dargestellte Punkt TT’ der zweite Schnittpunkt von 
MT mit &. Wenn p’ die Polare von P’ ist, also der Triiger der ge- 
raden TT darstellenden Involution, die mit der krummen (P’) fiir je- 
den Punkt von & als Projectionscentrum perspectiv ist (auch dem Sinne 
nach), so haben wir nachzuweisen, dass TT, TI’, M in gerader Linie 
liegen, d. h. dass M der Scheitel der (einzigen) Strahlinvolution ist, 


*) Vergl. v. Staudt Beitr. Nr. 165. 
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die mit den beiden geraden Involutionen auf p und p’ gleichzeitig auch 
dem Sinne nach perspectiv ist. 


Wie oben gefunden, ist MQSP’ A PQSM A MSQP; also sind 
MM, SQ, PP’ in Involution. Der andere Ordnungspunkt N dieser Invo- 
lution befindet sich, weil der Wurf MS NQ harmonisch ist, auf der 
Polare m von M, welche durch den Punkt U = pp’ geht; aber auch 
PP’ sind durch M und N oder durch M und seine Polare m harmonisch 
getrennt. Die Polare » von N ist UM; ferner ist pmp'n /\ PM P'N; 
also werden auch m und » oder M und N durch p und p’ oder durch 
deren Schnittpunkte R, RK’ mit w = PP’ harmonisch getrennt; folg- 
lich sind MM, NN, SQ, PP’, RF’ 5 Paare derselben Involution 
auf w. 

Da wu die Polare von U ist, so sind RU, R'U je ein Paar der 
geraden Involutionen auf p und p’, welche TT, TT’ darstellen; demnach 
liegt der reelle Punkt von TTTT oder der Scheitel der oben genannten 
mit diesen Involutionen perspectiven und die Gerade TTTT’ darstellen- 
den Strahlinvolution auf RR’ oder w. 

Es seien nun W, V’ die Projectionen von R aus A’ und von J?’ 
aus A auf k, V die von V’ aus M ebenfalls auf k; so ist V’SA’A, 
A RSMP (Projectionscentruam A) \ RQMP’ (wegen der obigen 
Involution) A WQA A,’ (Projectionscentrum A’); andererseits aber ist 
V’SA A, /A\ VQAA’',, also W mit V identisch. Sind nun V,, V’, 
die zugeordneten Punkte von V, V’ bez. in den Involutionen (P), (P’); 
so wird, da V aus A’ nach FR projicirt wird, V, aus A’ nach U pro- 
jicirt, dem zugeordneten Punkt von R in der geraden Involution auf 
p; ebenso wird V,’ aus A nach JU projicirt. Weil V, V’ mit Min 
gerader Linie liegen, so thun es auch ihre zugeordneten V,, V,. 
Also ist AV A,V,/ A’ V'A, V,'; folglich gilt dies auch fiir ihre 
beziiglichen Projectionen aus A’ und A auf p, p’, namlich ARA, 0 
und YR,’ UV; dies sind zwei Darstellungen von TT und TT’. Sie sind 
nun in perspectiver Lage, mithin ist ihr Projectionscentrum, d.i. der 
Schnittpunkt von RR mit 1’ oder AA’, demnach der Punkt M 
der Scheitel der mit beiden Involutionen perspectiven Strahlinvolution. 

Es ist auf der Stelle ersichtlich, dass, wenn TI mit seinem con- 
jungirten Punkt vertauscht wird, an die Stelle von TI’ als zweitem 
Schnittpunkt ebenfalls der conjungirte tritt. 


10. Umgekehrt; wenn TI, TY auf k gegeben sind, also p, p’, P, P, 
R,_R’, 8S, Q; so ist der eine der Ordnungspunkte der Involution PP’, 
RR, SQ auf der Polare dés Schnittpunkts u der geraden Triiger von 
TI, Tl’ (welche Ordnungspunkte stets reell sein, da P, P’ innerhalb k 
liegen) der reelle Punkt von TIT’, 11,11,’, der andere von TITT,’, TITT,, 


wenn TT,, TT’, zw TT, TI’ conjungirt sind; und zwar, wenn der Sinn der 
Mathomatische Annalen. IX. 


22 
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TT darstellenden Involution von R nach U geht,- und der der Involution 
(TT) von U nach R’, oder beide umgekehrt, so liegt der reelle Punkt 
von TITT’ zwischen R und RF’; haben die Involutionen (TT) und (TT) 
aber die Sinne RU, R’'U oder die umgekehrten, so liegt der reelle 
Punkt von TTITT’ ausserhalb der Strecke RR’. Oder jenachdem die Sinne 
der krummen TT und TT darstellenden Involutionen auf k iibereinstimmen 


oder nicht, liegt der reelle Punkt von TITi’ innerhalb oder ausserhalb 
k auf REF. 


11, Wenn TT’ sich mit TT vereinigt, so wird TITT die Tangente 
in TT mit Uebertragung der ,,reellen“ Definition; TT, IT,’ wird ebenso die 
in TT,. Es fallen dann auch p, p’; P, P’; R, R zusammen: die Linie 
u = PP’ wird unbestimmt jede Linie durch P. Aber auf jeder 
dieser Geraden sind die Punkte P und R, die sich mit ihren zuge- 
ordneten Punkten vereinigt haben, die Ordnungspunkte der Involution: 
P ist fest, R kann jeder beliebige Punkt von p = TTTT, sein; wir er- 
halten in der Involution eben nicht anders als die bekannte harmo- 
nische Eigenschaft von Pol und Polare; aber andererseits doch das 
Resultat, dass der reelle Punkt der Tangenten TITT’, TT, TT,’ in den 
imaginiren Schnittpunkten TT, TT, einer Geraden p mit k der Pol von 
p ist. Die beiden andern Geraden TITT,’ und TI,TT’ sind ganz reell 
geworden: daher die Unbestimmtheit des andern Ordnungspunktes. 

Mit andern Worten: die Verbindungslinie eines Punktes inner- 
halb eines Kegelschnitts mit einem der Schnittpunkte seiner Polare 
schneidet den Kegelschnitt in zwei vereinigten imaginiren Punkten; 
so dass die Ausziehung der Quadratwurzel aus negativen Wiirfen 
durch dasselbe Verfahren geschieht, wie die aus positiven. 

In der That: wird die Involution auf k, deren Centrum P ist, aus P 
selbst auf k projicirt (Nr. 10.), so reproducirt sie sich so wie auch 
der ihr beigelegte Sinn. 


12. Es sein ABCA und ABCA’ zwei nicht neutrale Wiirfe 
auf dem Kegelschnitte k und es wird vorausgesetet, dass die geraden 
Triger d und d von A und LX’ beide durch den Pol G von AC gehen; 
das Product ABCA - ABCA’ ist dann neutral, Denn man hat AX’ 
mit AC zu durchschneiden und den Schnittpunkt aus B auf k zu pro- 
jicifen. Nun liegt aber der reelle Punkt von AA’ auf der Polare von 
G = dd’, also auf AC, mithin ist der genannte Schnittpunkt M und 
seine Projection reell. 

M ist einer der beiden Ordnungspunkte der Involution, welche 
durch A, C und die Schnittpunkte der Geraden AC mit d und d be- 
stimmt wird; welcher, hingt vom Sinne von A und A’ ab. Vertauscht 
einer der beiden Punkte A, A’ (oder die ihn darstellende Involution) 
den Sinn, so tritt an Stelle von M der andere Ordnungspunkt. Es 
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ist leicht einzusehen, dass die Projectionen der beiden Ordnungspunkte 
aus B auf k mit G in gerader Linie liegen; was beweist, dass das 
Product, wenn der eine Factor mit seinem conjungirten vertauscht 
wird, nur sein Zeichen wechselt. 


13. Auch der Quotient ABCA : ABCA’ ist neutral. Wenn 
ABCA" = ABCB: ABCA’ =1: ABCA, so ist ABCA: ABCN’ 
= ABCA- ABCA’; also ist nachzuweisen, dass der gerade Trager 
d” von A” durch G geht. Da das Product ABCA’- ABCA” der 
neutrale Wurf ABCB ist, so muss der Schnittpunkt der Tangente 
BB mit AC, also der Pol von BG, der reelle Punkt von A’A” sein; 
der Schnittpunkt d’d” muss seine Polare sowohl durch den Pol von d, 
als auch durch diesen rellen Punkt schicken, die beide auf AC liegen, 
also ist G dieser Schnittpunkt. 


14. Interessanter aber scheint es, die Division direct auszufiihren*). 
Man hat dann A aus B auf AC zu projiciren und den erhalte- 
nen Punkt E aus A’ auf den Kegelschnitt k (nach 0); ABCO ist 
ABCA: ABCA’. Es ist dann nachzuweisen, dass diese letzte Pro- 
jection einen reellen Punkt liefert, oder dass es auf & einen reellen 
Punkt giebt, aus dem die geraden Involutionen auf AC und d’, welche 
E und A’ darstellen, durch dieselbe Involution projicirt werden, oder, 


da die gerade und die krumme Involution, welche A’ darstellen, aus 
jedem Punkte von & perspectiv sind, dass es auf k einen reellen Punkt 
giebt, aus dem gleichzeitig die gerade Involution auf AC, welche E 
darstellt, uud die krumme auf k, welche A’ darstellt, durch dieselbe 
Strahleninvolution projicirt werden. 


Da die beiden geraden Triiger d und d’ durch G gehen, so liegen 
die Centren D und D’ der krummen Involutionen, welche A und A’ 
darstellen, auf AC (Fig. 4); jede dieser beiden Involutionen hat also 
AC zu einem Paare; und ebenso gehért das Paar AC zur geraden 
Involution (E), welche E darstellt. Sei KZ irgend ein zweites Paar 
dieser Involution und projiciren wir diese beiden Punkte aus einem be- 
weglichen Punkte O von k auf diesen Kegelschnitt nach U, V, so 
beschreiben U und V projective (nicht involutorische) Punktreihen 
auf k, von denen A und C die vereinigten Elemente sind. Die Ge- 
raden UV umhiillen also einen Kegelschnitt s, welcher k in A und 
C tangirt; weil seine Tangenten & durchschneiden, so beriihrt ent- 
weder s den & von innen, oder beide beriihren sich von aussen. Da 
nun aber die Involution AC, KL einen imaginiren Punkt E darstellt, 
so trennen sich diese beiden Paare; woraus dann hervorgeht, dass jede 


*) Aus der Definition des Products folgt die des Quotienten: 4 BC D,: ABCD, 
= ABCO, wenn AC, D,B, D,O in Involution sind. 


22° 
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zwei Paare UV sich ein- und ausschliessen und der Schnittpunkt je 
zweier Linien U V, also auch je zweier consecutiver ausserhalb k liegt; 
folglich beriihren sich k und s von aussen. Demnach gehen vom Cen- 
trum D’ der krummen Involution (A’), das innerhalb & liegt, zwei 
reelle Tangenten an s. Sind U,, V, die (reellen) Schnittpunkte der 
einen dieser Tangenten mit k, so sind dieselben einerseits zwei Punkte 
U, V, also K, L ihre Projectionen aus einem gewissen reellen Punkte 0, 
von k; andererseits gehéren U,, V, auch zur Involution (A’); also die : 
beiden Paare AC, U,V, von (A’) und die beiden Paare AC, KL 
von (E) liegen perspectiv aus dem Centrum 0,; mithin die ganzen In- 
volutionen. Die andere Tangente fiihre zu U,, V,, O,. 


Legen wir jetzt den Involutionen ihren Sinn bei, so wird nur der 
eine oder der andere der Punkte O,, O, geniigen, d. h. nur einer der 
beiden neutralen Wiirfe ABCO,, ABCO, ist der Quotient; und wenn 
der Sinn der einen Involution geindert wird, der andere. Dass die 
beiden Punkte O,, O, mit G in gerader Linie liegen, also die eben 
genannten Wiirfe zur Summe 0 haben, ,,entgegengesetzte“ sind, er- 


giebt sich leicht. 


Die beiden Dreiecke U, V,O, und U, V,0, liegen niimlich homolo- 
gisch (perspectiv), indem ihre entsprechenden Seiten sich in den Punkten 
D’, K, L von AC schneiden; also gehen O,0,, U,U,, V,V. durch 
denselben Punkt, von dem bald zu erkennen ist, dass er zu jedem 
der 3 Punkte D’, K, L beziiglich k conjugirt, mithin der Pol G von 
AC ist. 


15. Also jeder beliebige nicht neutrale Wurf ABCA, fiir den der 
gerade Triger d von & durch G geht, liisst sich darstellen als Product eines 
neutralen Wurfs in einen gegebenen festen Wurf ABCA, von derselben 
Art wie ABCA; ersetzt man A oder 4, durch den conjungirten Punkt, 
so tritt an Stelle des neutralen Wurfs sein entgegengesetzter. 


16. Es sei jetzt ABC® ein beliebiger nicht neutraler Wurf, bei 
dem der gerade Triiger f von ® nicht durch G geht. JF’ sei der Pol 
von f; wir projiciren ihn aus C auf k nach @ und diesen aus G auf 
k nach R, so dass ABCQ + ABCR=0O ist. Um ABCR und 
ABC® wu addiren, projiciren wir ® aus R auf die Tangente CG nach 
x, d. h. die gerade Involution auf f und zugleich die krumme auf kf, 
welche  darstellen, in die den £ darstellende gerade Involution auf CG; 
da CQ ein Paar der krummen Involution (®) ist, so ist CG ein Paar 
der geraden Involution (=). Nun ist noch = aus A auf k nach A, 
d. h. die gerade Involution (Z) in die krumme Involution (A) zu pro- 
jiciren: aus dem Paare CG ergiebt sich das Paar CA; das Centrum 
D von (A) liegt mithin auf AC, folglich geht der gerade Tim d 
von A durch G. Wir haben demnach erhalten: 
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ABCR+ ABCO= ABCA, 
O0O—=ABCR+ ABCQ, 
ABC = ABCQ+ ABCA. bias 
Also jeder beliebige Warf lisst sich darstellen als die Summe eines 


neutralen und eines nicht neutralen von der Art ABCA, bei welchem 
der gerade Triiger d von A durch G geht. 


Ist mithin 0, ein gegebener nicht neutraler. Wurf von der Art von 
Nr. 15., « ein beliebiger Wurf, so ist jederzeit 
a=-a+bd,, 
wo a und b neutral sind, und nur auf eine Weise; wenn « oder d, 


mit dem conjungirten Wurfe vertauscht wird, so ist b durch den ent- 
gegengesetaten Wurf zu ersetzen. 





Unter den Wiirfen von der Art 0, werden die beiden conjungirten 
t und «, ausgezeichnet, bei denen der Trager der vierten Elemente die 
Polare des Punktes H = (AC, BG) ist; wenn B’ der zweite Schnitt- 
punkt von BG mit k ist, so dass ABCB’ + ABCB=0O, also 
ABCB = —1, so ist FP =1,2>=—1. Jeder Wurf « lisst sich also 
auch in der Form a + bs = a — bu,, sein conjungirter in der Form 
a—bi=—a- bu, darstellen*). 


17. Sind « und 6 nicht neutrale Wiirfe von beliebiger Art, so ist 


B=c+ dd, ? 
a=—a+bd,, 
also durch Elimination von 0, 
a= e+ 1B; 
folglich kann die obige Beschriinkung wegfallen. 
Ist demnach B ein beliebiger nicht neutraler, « ein beliebiger Wurf, 
80 liisst sich jederzeit und nur auf eine Weise « in der Form 
a=a-+ bp 
darstellen, wo a und b neutral sind**). 
Ist « neutral, so ist b = 0. 
18. Repriisentirt man zwei conjungirte imaginaire Punkte A und 
A, von k durch das Centrum D der sie darstellenden krummen Invo- 
lution, so sind die simmtlichen imaginiiren Punkte von k, also alle 
Wiirfe, mithin auch, da ja jedem Wurfe eine complexe Zahl ent- 
spricht, alle complexen Zahlen und die mit ihnen erfiillte Gauss’sche 
Ebene [ abgebildet in das doppelte Innere des Kegelschnitts k: also 


*) Liiroth Nr. 74. 
**) vy. Staudt’s Beitr. Nr. 277. 
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eine zweiblittrige Fliche, deren Uebergangscurve k ist. Die beiden 
Blatter sind den Halbebenen von [, die durch die reelle Axe entstehen, 
zugeordnet. Jeder Parallelen zur lateralen Axe entspricht ein Strahl 
aus C auf dem einen Blatte bis k und dann auf dem andern Blatte 
zuriick; der lateralen Axe selbst entspricht CAC. Jeder Parallelen 
zur reellen Axe entspricht ein Kegelschnitt, der den k in C vierpunktig 
beriihrt und ganz auf dem einen Blatte liegt; derselbe Kegelschnitt, 
aber zum andern Blatte gerechnet, correspondirt der Aquidistanten 
Parallelen; der reellen Axe selbst entspricht die Randcurve k. LEiner 
beliebigen Geraden -von [ correspondirt ein Kegelschnitt, der k ein- 
mal in C und ein anderes Mal in einem andern variablen Punkte X 
beriihrt und dessen beide Bogen CX zu verschiedenen Blittern ge- 
héren. Derselbe Kegelschnitt, dessen Bogen aber nun je zu dem 
andern Blatte als vorher gerechnet werden, entspricht derjenigen Ge- 
raden, die zu g beziiglich der reellen Axe symmetrisch ist. Dem Un- 
endlichen correspoxdirt der Punkt C (als unendlich kleiner Kegel- 
schnitt) mit allen seinen Fortschreitungsrichtungen nach dem Innern 
von k, 


19. Fasst man & als den Umriss der Projection einer nicht gerad- 
linigen Fliiche 2. Grades F’? auf, d. i. als Projection der Beriihrungs- 


curve f des vom Projectionscentrum O an J? gelegten Kegels; dann 
ist jeder innere Punkt von k& die Projection zweier verschiedener Punkte 
von J, die den beiden durch f gebildeten Theilen angehéren. Jedem 
imaginiren Punkte von / entspricht dann ein reeller Punkt auf F? 
(und umgekehrt), der auf dem einen oder andern Theile dieser Fliche 
liegt, je nachdem die krumme Involution den einen oder andern Sinn 
hat. Die reellen Punkte sind in die Curve f abgebildet. Nehmen wir 
wieder die Gauss’sche Ebene als Triger der complexen Zahlen, die 
den Wiirfen entsprechen, welche von den drei festen Punkten A, B, C 
auf k mit allen iibrigen (reellen und imaginiren) gebildet werden, mit 
hinzu, so entspricht, wenn © der Punkt von f ist, der sich nach C 
projicirt, jeder Geraden von [ ein durch © gehender Kegelschnitt auf 
F?, den Strahlen eines Biischels Kegelschnitte, die noch den dem 
Scheitel correspondirenden Punkt gemein haben; entfernt sich der 
Scheitel ins Unendliche, so nihert sich dieser Punkt dem ©; die Kegel- 
schnitte, welche die Bilder von parallelen Geraden sind, haben eine 
gemeinsame Tangente in ©, z. B. die, welche den Parallelen zur reel- * 
len Axe entsprechen, die Tangente an f in ©, wihrend die Bilder der 
Parallelen zur lateralen Axe €O beriihren. 


20. Den Schluss dieses Aufsatzes mag eine rein geometrische Ent- 
wickelung der Gleichung einer Ebene (oder eines Punktes) in Wurfcoor- 
dinaten bilden. Der Gang ist im Wesentlichen, besonders am Anfange, 
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derselbe wie in Salmon-Fiedler’s Analyt. Geometrie des Raums 2. Aufl. 
1. Thl. Art. 38, oder in Fiedler’s darstellender Geometrie (1. Aufl.) 
Art. 138 und 139 (vergl. auch Vierteljahrsschrift der naturforschenden 
Gesellschaft in Ziirich Bd. XV, S. 152), deren Figur ich auch zu be- 
nutzen bitte (weshalb nun mit griechischen Buchstaben nicht mehr 
imaginire Gebilde bezeichnet werden). 

Da in den genannten Werken mit Doppelverhiltnissen, hier mit 
Wiirfen operirt wird, so ist die Schreibweise verschieden: der Wurf 


ABCD entspricht dem Doppelverhiltniss (A CD B) = a : + 

21. Es seien A,, A,, A,, A, die Ecken des Fundamentaltetra- 
éders fiir riumliche Coordinaten, EF der Einheitspunkt, E; seine Pro- 
jection aus der Ecke A; auf die Gegenebene, E;, seine Projection auf 
die Kante a;,—= A;A, aus der Gegenkante; in gleicher Weise mégen 
aus dem beliebigen Punkte P die Projectionen P; und P;, sich ergeben. 

Das Product der drei Wiirfe A; P;;,A, Fix, Ax Px: Ai: Ei, Ay Pi: Ai Ei:, 
welche auf den drei Seiten des Dreiecks A;A;A, liegen (Fig. 5.), ist 
gleich 1, wie aus Herrn Liiroth’s Abh. Nr. 81 hervorgeht, da die 
Ex, Pi, ete. die Projectionen von E;, P; aus den Ecken dieses Drei- 
ecks auf die Gegenseiten sind. 

Man kann in Folge dessen 


aj, (A, EA; P) = A, En Ai:Pu = A:PuArEn = z 


setzen. Diese 4 Wiirfe x,, 2, 4, %,, von denen einer beliebig ist, 
sind dann die homogenen Coordinatenwiirfe des Punktes P in Bezug 
auf das Tetratder A,A,A,A, und den Einheitspunkt E; tiber ihre 
geometrische Darstellung sehe man die eben angefiihrte Stelle von 
Liiroth. 

Es seien ferner E, TT die Einheitsebene und eine beliebige Ebene, 
Ex, Tj, ihre Schnitte mit a;,, so fiihren die dualen Betrachtungen 


dazu, dass man 


A;E;, Ax Tix — e 


setzen kann, und &,, &, &, & die homogenen Coordinatenwiirfe der 
Ebene TT beziiglich desselben Tetratders und der Einheitsebene E sind. 
22. Die Schnittlinie von E mit der Ebene A; = A; A; A; sei ¢ 
(Fig. 6.) und der Schnittpunkt von e; (oder E) mit der Geraden A, Ej Ei, 
sei Ej;, so ist 
A; Ej, A, Ei = E;, Ej EE: ? 


wie sich durch Projection aus A, auf ¢; ergiebt. Mithin ist das Product 
A; Ej, Ax Ex ? A; Ex, Ai Ex: ? A, Ey: AE: 
—= E;, Ei; Ex Ex F Ey; Ey En Ex: se E,, Ex; Ei,E:; ° 
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Die 3 Wiirfe rechts werden aber nur von 6 Punkten gebildet, welche 
als Schnittpunkte der e; mit den Seiten des vollstindigen Vierecks 
A; A,A,E; drei involutorische Paare bilden: E;, E7;, Ex: E7;, Ei: Ei. 
Also ist dieses Product gleich — 1 nach Nr. 7. 


Folglich kann man 
setzen: 


A: En AEn = — 3°. 
k 
Sei E;, von FE, durch A; A, harmonisch getrennt, so dass 
A; Ex, AgEix = Ap Ex, AiE, = AsEi, Ax Ej, = — 1, so gilt, wenn die 
durch Ejs4, Ens, E5, gelegte ‘Ebene E’ die aj in Efe trifft, nach dem 
eben Bewiesenen die Wurfgleichung: 


A, Ey2 A, Eis ° Ag Ey, Ag EQ » Ay Ey Av Eu =—=—1; 


folglich ist der erste Factor links allein schon gleich —1 und Ex 
identisch mit Ej2; die Ebene E’ geht demnach durch alle sechs Punkte 
Eix, welche den E;, beziiglich der Tetraéderecken harmonisch zugeordnet 
sind, so dass auf diese Weise die Existenz der Harmonicalebene des 
Punktes EF in Bezug auf das Tetraéder gezeigt ist. 

Wenn nun ¢; die Coordinatenwiirfe der Ebene E beziiglich des 
Tetraéders A,A,A,A, und der Harmonicalebene E’ von £ als Einheits- 
ebene sind, so ist wegen Nr. 21. 


5 
ej 


ae — A; Ej; ApEn — A;,Ej, Ap Ex: A, By, ApEix 


k 
nach v. Staudt’s Definition des Products, also 
&; 
— a a 1 x<— 
. . } 
mithin 


Ist mithin E’ die Harmonicalebene von FE und E’ der harmonische 
Punkt von E beziiglich des Tetraéders A,A,A,A,, so sind die oben 
erhaltenen Wiirfe 4; den Coordinaten der gegebenen Kinheitsebene E 
in Bezug auf jenes Tetraéder und auf E’ als Einheitsebene oder, wie 
leicht einzusehen, den Coordinaten des gegebenen Einheitspunktes E 
in Bezug auf A,A,A,A, und EL’ als Kinheitspunkt proportional. 

Die Coordinaten von E (£) beziiglich A, A,A,A, und E (EZ) sind 
einander gleich, weil A;E;,A,E;, = 1; ist also E die Harmonicalebene 
von E, so sind die 4 Wiirfe 4; einander gleich. 


23. Bilden wir nun das Product der drei Wiirfe — fa 


i pi 
a? a? &’ 
A, @; §; 


— sO A Pix Ar Ex + Ai Fx AgEix - AGE, Agi, = A; Pix ArT - 
Ay, ©, &y 
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Mithin ist: 
a. Sb fate t Datks = A, Py AyM4+ Ap Py, Ay M4 + As P3, Ay M54. 

Den Beweis, dass diese Summe von drei Wiirfen gleich 1 ist, 
wenn P in TT liegt, will ich auf andere Weise fiihren, als es in den 
genannten Werken geschehen ist, wo durch Projection ins Unendliche 
die Doppelverhiiltnisse vereinfacht werden. 

Es seien die Geraden p; und die auf ihnen befindlichen Punkte 
Pj; aus P und TT ebenso abgeleitet wie ¢; und Ej; aus E und E (Anf. 
Nr. 22.). Die drei Wiirfe lassen sich unter der genannten Voraus- 
setzung, dass P in TT liegt, so auf p, projiciren, dass sich drei Wiirfe 
ergeben, die aus sechs involutorisch gepaarten Punkten gebildet sind, 
so dass der Satz in Nr. 6. anzuwenden ist. 

Der erste Wurf A,P,,A,11,, wird aus der Geraden PA, auf p, 
projicirt, wodurch sich TT,,11,, P21 Pi, ergiebt. Dass TT,, = p,a,. die 
Projection von A, aus PA, ist, bedarf keines Beweises. Ferner A, P, 
und A, P, gehen beide durch P,,; also liegen in der Ebene A, A, P,, 
auch P,, P,, A,P,, 4,P, wnd deren Schnittpunkt P, d. h. die Ebene 
P,,A,P geht durch A, A, = a,, und trifft p, in p,a.,—=TT,,. Drit- 
tens, da A,P durch P, geht, so geht die Ebene A,A,P durch P,A,, 
also durch P2;. 

Endlich, weil P in TT liegt, so liegt auch PTI,, in TT und trifft 
%; in der Ebene von TT,,P und A,P,, die sich in P treffen, liegen 
die Geraden A,T1,,A,, A,yPP,, A, P,P.3, also enthilt diese Ebene 
zugleich TT,,P und A,P,,. Da letztere in A, liegt, so ist der Schnitt- 
punkt Pi, von p, = TIA, mit A,P,, derjenige Punkt, wo p, von 
PTl,, oder von der Ebene A,PTI,, getroffen wird, d. h. Py, ist die 
Projection von TT,, aus A,P aufp,. Folglich ist, wie oben behauptet, 


A, P,,A,11,, = 11.1.3 Px Pis- 

Ebenso ergiebt sich durch Projection des zweiten und dritten Wurfs 
unserer Summe bez. aus A, P, A, P (die drei Projectionen hiitten auch 
bez. aus A,P, A,P, A,P geschehen kéunen): 

A, P,, Ay M4 = TT,3 11,3 Pst Ps, 
Ay, Ps, AyM3, = M3 M)2 Pi Pas. 


Die drei rechten Wiirfe sind aber aus den Punktepaaren TT,. Px, 
TI, Pia, 1, Pe, gebildet, welche, da sie aus dem Schnitte von p, mit 
den Seiten des Vierecks A, A,A,P, hervorgehen, involutorisch gepaart 
sind. 

Folglich ist nach Nr. 6. ihre Summe und also auch die der drei 
linken Wiirfe gleich dem Wurfe 1. Man erhiilt als Beziehung zwischen 
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den Wurfcoordinaten x; eines Punktes P und den &; einer Ebene TI, die 
jenen enthalt, 
Age Ei + Aea282 + AsXg Es ate 


AgXy Ss 


A,X, Ey) + Aga & + Agaey&, + 442,68, = 0. 

24. Herrn Fiedler, dem ich diesen Beweis schrieb, verdanke 
ich die Mittheilung zweier anderer Beweise fiir die Gleichheit der Wurf- 
summe mit 1, von denen der eine durch die Herren Padova und 
Sayno in ihrer italienischen Bearbeitung von Fiedler’s darstellender 
Geometrie gegeben ist und zwar mit Doppelverhiltnissen gefiihrt ist, 
jedoch sich einfach in die Wurftheorie iibertragen lisst, wiihrend der 
andere von Herrn Culmann herriihrt und unmittelbar mit Wiirfen 
gefiihrt ist, bis jetzt aber keine Verdéffentlichung erfahren hat. 

Die binnen kurzem erscheinende zweite Auflage von Herrn Fied- 
ler’s darstellender Geometrie wird beide Beweise bringen*). 


oder 


Darmstadt, Anfang October 1875. 


*) Mittlerweile ist dies Buch erschienen; der Beweis von Padova-Sayno 
steht im Text S. 549, der von Culmann in den Quellen- und Literaturnach- 
weisungen 8, 739. Nov. 1875. 





Ueber die Weiler’sche Integrationsmethode der partiellen 
Differentialgleichungen 1. Ordnung. 


Von A. Mayer in Leipzig. 


Im Jahre 1863 hatte Herr Weiler in Schlémilch’s Zeitschrift eine 
Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung 
auseinandergesetzt, die weit weniger Integrationen erforderte als die 
Methode von Jacobi. Obgleich aber der gesunde Kern in dieser 
Weiler’schen Methode nicht verkannt werden konnte, so waren doch 
Ableitung und Resultate unverstiindlich geblieben. Angezogen von der 
Wichtigkeit dieser Resultate versuchte daher Clebsch, dieselben zu 
verificiren, und es gelang ihm, auf einem ganz anderen Wege streng 
nachzuweisen*), dass man in der That im Allgemeinen mit jener be- 
triichtlich geringeren Anzahl von Integrationen auskommen kann. Wie- 
wohl aber Clehsch von der Weiler’schen Vereinfachung des Inte- 
grationsgeschifts geradezu sagt: ,Diese Vereinfachung . . . . besteht 
in Folgendem“, so konnte es doch keinem, der die beiden Arbeiten 

naher angesehen und verglichen hatte, entgehen, dass diese Clebsch’- 
' sche Vereinfachung der Jacobi’schen Methode (die spiiter die Weiler- 
Clebsch’sche Methode genannt worden ist) unméglich identisch sein 
kénne mit dem eigentlichen Weiler’schen Verfahren und dass nament- 
lich letzteres auf ganz anderer Grundlage beruhen miisse. Auch in 
dem Aufsatze itiber Clebsch, diese Annalen Bd. VII, p. 1, ist eine 
Identitiit beider Methoden nirgends behauptet worden. Ich verstehe 
daher eigentlich nicht, inwiefern der Sachverhalt dort unrichtig dar- 
gestellt sein sollte. Wie dem aber auch sei, jedenfalls kann man sich 
nur freuen, dass die betreffende Stelle Herrn Weiler veranlasst hat, 
seine Methode in ausfiihrlicherer Bearbeitung jetzt von Neuem zu ver- 
dffentlichen **), 

In dieser neuesten Auflage ist allerdings der Gegenstand weit 
eingehender behandelt als friiher, aber trotzdem ist die Darstellung 


*) Borchardt’s Journal Bd, 65, p. 263. 
**) Schlémilch’s Zeitschrift Bd. XX, p, 83 und p. 271. 
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auch hier noch eine solche, dass sie nach meiner Meinung nicht zu 
verstehen ist. 

Es riihrt dies einmal davon her, dass ein und dasselbe Zeichen 
(pw) in ganz verschiedenen Bedeutungen gebraucht wird, so dass man 
nur an sebr wenigen Stellen mit voélliger Sicherheit angeben kann, 
welches der eigentliche Sinn der gerade betrachteten Gleichungen oder 
Operationen ist. Selbst ausfiihrlich hingeschriebene und numerirte 
Gleichungen (vgl. § 5. der Weiler’schen Abhandlung) fndern mit 
jedem Schritte, den die Rechnung weiter geht, ihre Form und Bedeu- 
tung, ohne dass auch nur ein einziges Mal durch Zeichen oder in 
Worten auf diese stillschweigenden Veranderungen aufmerksam gemacht 
wiirde. Dann kommen aber auch wirkliche Unrichtigkeiten vor. So 
ist namentlich der Satz*) ,Wenn m partielle Differentialgleichangen 
ein vollstindiges System bilden, so werden auch je i von diesen m 
partiellen Differentialgleichungen ein vollstandiges System bilden, und 
deshalb »—i gemeinsame Lésungen haben“ offenbar falsch, wie un- 
mittelbar aus dem Clebsch’schen Fundamentaltheorem hervorgeht, 
nach welchem m unabhiingige lineare partielle Differentialgleichungen 


A,(f)=0, Az(f) = 0, «+» An(f) =0 


dann und nur dann ein vollstiindiges System bilden, wenn jedes 


A;(Ai(f)) — 4x(Ai(f)) 

sich als eine lineare Combination der A(f) darstellt. Der Satz gilt 
vielmehr nur fiir den speciellen Fall eines Involutionssystems, in wel- 
chem jene Ausdriicke simmtlich den Werth Null haben. Und dass 
dieser Satz nicht bloss den Charakter einer beiliufigen Nebenbemer- 
kung besitzt, dafiir sprechen, ganz abgesehen von sachlichen Griinden, . 
deren Auseinandersetzung mich hier zu weit fiihren wiirde, die Worte 
selbst: ,,Diese Siitze .... werden im Folgenden mehrfache Verwen- 
dung finden“, die Herr Weiler der citirten Behauptung unmittelbar 
nachfolgen liasst. 

Nach meiner Ansicht ist iiberhaupt das Meiste durchaus nicht so 
selbstverstindlich, wie es in der Weiler’schen Darstellung erscheint. 
Aber die Methode selbst ist richtig **) und wohl werth, bekannt und be- 
achtet zu werden, und zwar nicht nur um der Resultate willen, son- 
dern vorziiglich auch wegen der ganz eigenthiimlichen Art der Schluss- 
weise, die dfters auf eine blosse Abziihlung der Lésungen und Variabeln 
hinauslauft und es fast immer verschmiht, sich auf hergebrachter Bahn 
zu bewegen. Aus diesem Grunde halte ich es nicht fiir iiberfliissig, 
in diesen Annalen, die ja einmmal schon die meisten neueren Unter- 


*) A. a. O. p. 278. 
**) Vgl. jedoch die Anmerkung am Schlusse. 
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suchungen iiber partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung enthalten, 
den Versuch zu machen, auch die Weiler’sche Methode so, wie ich 
sie verstehe, méglichst klar und priicis auseinanderzusetzen. 


Dieser Auseinandersetzung sind die 3 ersten § des vorliegenden 
Aufsatzes gewidmet, in denen der Vollstindigkeit halber auch manches 
Bekannte wiederholt wird. Der erste § bringt die Weiler’sche Inte- 
grationsmethode der vollstindigen Systeme, die Herr Weiler selbst 
merkwiirdiger Weise nur fiir ein vollstindiges System von zwei Glei- 
chungen mitgetheilt hat. Wiihrend alle sonstigen Methoden ein ge- 
gebenes vollstaindiges System zum Behufe der Integration auf ein Invo- 
lutionssystem zuriickfiihren, wird hier das System auf eine andere 
besondere Form gebracht, die ich die Weiler’sche Form nenne. Im 
folgenden § werden die Involutionssysteme, die in der Jacobi’schen 
Methode auftreten, durch solche Weiler’sche Systeme ersetzt. Die 
Anwendung der Methode des § 1. liefert dann in § 3: unmittelbar eine 
Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung, 
die an Zahl und Hohe der Integrationen sich nicht von der Jacobi’- 
schen Methode unterscheidet. In Folge einer besonderen Eigenschaft 
jener Weiler’schen Systeme ergiebt aber schliesslich die Combination 
je zweier aufeinanderfolgender Schritte die eigentliche W eiler’sche 
Vereinfachung, welche zeigt, dass man im Allgemeinen eine grosse 
Zahl von Integrationen ersparen kann, und dabei wesentlich einfacher 
zu Werke geht, als das entsprechende Verfahren von Clebsch. Er- 
fordern auch diese Vereinfachungen von Weiler und Clebsch immer 
noch bedeutend mehr Integrationen, als meine oder die Lie’sche Me- 
thode*), so ist andererseits doch auch wieder in Betracht zu ziehen, © 
dass in den meisten Fillen diese Integrationen niedriger ausfallen 
werden als in den letztgenannten Methoden. 


Ich habe der Kiirze und Klarheit halber im Folgenden nur den 
einfachsten und wegen seiner Beziehungen zur Dynamik und Variations- 
rechnung wichtigsten Fall der partiellen Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung betrachtet, den Fall, wo in der gegebenen Gleichung die unbe- 
kannte Function selbst nicht auftritt. Dafiir ist, dem Schlusse des 
Weiler’schen Aufsatzes entsprechend, in § 4. eine Untersuchung hin- 
zugefiigt werden, die in keinem nothwendigen Zusammenhange mit 
dem Vorhergehenden steht und die ein altes, auch von mir selbst 
friiher getheiltes Vorurtheil gegen die Jacobi’sche Reduction des all- 
gemeinen Falles der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung auf 
den angegebenen einfacheren Fall**) beseitigen soll. 


*) Math. Annalen Bd. V, p. 448, und Bd. VI, p. 162. 
**) Borchardt’s Journal Bd. 60, p. 1. 
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§ 1. 
Integration der vollstindigen Systeme. 
Es seien: 


(1) A,(f) = 0, A,(f) —_ 0, Ae A, (f) = 0, 
wo 
A4=n 


A(f) = 2 44 Ge; 


und m <n ist, m gegebene lineare partielle Differentialgleichungen, 
von denen keine eine blosse algebraische Folge der anderen ist, die 
also m von den Differentialquotienten als Functionen der tibrigen und 
der unabhiingigen Variabeln bestimmen. Ich nehme an, dass 

a a2 


0m,? Oa,’ Ox 


m 


& 
solche m Differentialquotienten sind. Durch Auflésung nach denselben 
erhailt dann das System (1) die Form: 


(2) B,(f) =9, B,(f) =9, deli Bn(f) = 9, 
wo 


A=n 


Bf) = g6 — D4 Ge 


h 0x 
t=m+1 é h 


Diese aufgeléste Form des Systems (1) fiihrt sofort zu dem Satze, dass, 
wenn die Gleichungen (1) mehrere gemeinsame Lisungen f = /,, fy, 
- ++ f, besitzen, von denen keine eine blosse Function der iibrigen ist, 
diese Lésungen nothwendig in Bezug auf die n—m Variabeln 2,1, 
-+ 2%, Von einander unabhingig sein miissen. 
In der That wire 


fe = 9( fis +++ fe—-1» %y*+* Mm), 
Bi(fi) = 32 


werden und somit aus den Gleichungen (2) gegen die Voraussetzung 
folgen : 


so wiirde 


k= (fh, iy : fe—1)- 
Aus diesem Satze ergiebt sich unmittelbar der weitere, dass die Glei- 
chungen (1) nie mehr als n—m von einander unabhingige gemein- 
same Liésungen besitzen kénnen. Lassen sie »—m solche Lésungen 
zu, so wird das System (1) ein vollstiindiges System genannt. 

Ich nehme im Folgenden an, dass das System (1) ein vollstindi- 
ges System sei, und bezeichne durch f,41:,---f, irgend »—m unab- 
hiingige Lésungen desselben. Die Functionen fn+1, +--+ f, sind dann 





dass, 


» fo» 


n ist, 
m-+1) 
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unabhingig von einander in Bezug auf %»4+41, - ++ 2,3 jede Lésung des 
Systems (1) lisst sich als eine blosse Function von fn4i1, --- fy aus- 
driicken und umgekehrt ist jede Function von x,, 2, --+ %,, die diese 
Variabeln nur in den Verbindungen f,,41, --- f, enthilt, eine gemein- 
same Lésung der Gleichungen (1). 

Da die m Gleichungen (1) die m ersten Differentialquotienten be- 
stimmen sollen, so miissen sich auch fiir jedes h<m die h Gleichungen 


A\(f)=0, Ay(f) =0, +++ As(f) =0 
nach h von diesen m Gréssen auflésen lassen. Nimmt man an, dass 
immer 

a 

02%,’ Oa’ Ox, 
soleche h Differentialquotienten seien, und bezeichnet das Resultat der 
Substitution ihrer Werthe in A,4:(f) durch A’ 41(/), so kann man 
das System (1) ersetzen durch das folgende: 
(3) A,(f) = 09, A,'(f) =9, cei An *(f) =90, 


in welchem allgemein A‘~*(/) die Form hat: 


i=n 


in Dole b of 
(4) A, (N= 2h de, 


und A‘ ‘(ax) verschieden von Null ist. Des kiirzeren Ausdruckes we- 
gen werde diese Form des vollstindigen Systems (1) die Weiler’sche 
Form genannt. 


Das System (3) besitzt die wichtige Higenschaft, dass je die m—i 


letzten Gleichungen desselben selbst wieder ein vollstiindiges System 
bilden. 


In der That, die m—z7 Gleichungen 
(5) Ai. (f) =0, --- AR“*(f) =0, 
welche nur die »—i Differentialquotienten x oe yee Ff enthalten 
Ot 44 Ox, 
und sich nach den m—zi ersten derselben auflésen lassen, besitzen die 
n — m = (n—t) — (m—i) 


gemeinsamen Lésungen f = fn4i,+*+ fn, die unabhingige Functionen 
der Variabeln #41, -- + 2» sind. 


Seien nun f = @m4i,°-+* Px irgend n—m unabhingige Lésungen 
des vollstindigen Systems (5). 


Aus den Gleichungen: 
Pm+1 = Lm+1) °° * Pn = Xn 
lassen sich dann Ym+iy***  ausdriicken durch x, +++ 2m, Zn41)°**n- 
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Bezeichnet man die Substitution dieser Werthe durch [ ] und setzt 
[f] =f", so hat man: 


h=m “=n ad 
ofr 0x, of Bs | 
Ea ee ie On, Ox, +> , 0%, Lex, J’ 
folglich, weil nach (4) -_~ (f) eine lineare Function der - 
die fiir f= 2,, 7, +++ 2,~1 verschwindet: 


A=m 


Ltn) = 3 eo) $+ 3S baton] 2- 
f= y usm+1 


Durch Einfiihrung der neuen Variabeln x’ geht hiernach das vollstiin- 
dige System: 


6 AMA) =0, Ai. (f) =0, ++» AN*(f) =0 
iiber in das folgende: 


m MR 


> [Ai *@)] je t+ > [4 oo) FZ 


«= 2 I 


Fi of’ 
Y [igs] si =0, 


ae ni] 2 -=0. 


m 


Die m—i letzten inane ergeben aber: 


aN 

Ox, 
Jede Lésung f des Systems (6) geht also durch die Substitution [ } 
iiber in eine von 241, --+- %m freie Lésung f’ der Gleichung: 


age Rh F ag 

(7) at pag 20 a= 0. 
i Sev: A, (x) O@y 

Nun besitzt das vollstiindige System (6) »— m Lisungen, die von 
einander unabhingig in Bezug auf 2,41, ---+ 2 sind. Die Gleichung 
(7) muss folglich »—m Lésungen zulassen, die frei von 241, +++ %m 
und unabhingige Functionen von 2,,;, --- 2» sind. Jede dieser Lé- 
sungen geniigt aber, wenn man unter x eine beliebige der Variabeln 
Zi+1,°** Lm Versteht, mit der Gleichung (7) zugleich auch der Glei- 
chung: 








etzt 


ist, 


stiin- 


ion [ } 


lie von 
eichung 
post Dm 
eser Lé- 
ariabeln 
er Glei- 
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(8) ‘S) ar 2a se] mo, 


“=m Om, Ox A\~* (w) 





die man erhiilt, wenn man unter Voraussetzung eines von « freien /” 
die Gleichung (7) nach «x differentiirt. 


Die Gleichung (8) miisste also, falls sie keine Identitaét wiire, 
n—m in Bezug auf 2,41, +--+ x, unabbiingige Lésungen besitzen. 
Das ist aber unméglich, da sie nur die » — m Differentialquotienten 


a 

/ ? 
O%m+1 
sich identisch sein, d. h. es muss jedes 


a [A | = 
Ox A * (a) 


é f enthalt. Sie muss daher nothwendig an und fiir 


n 


sein, oder es miissen sich die simmtlichen Ausdriicke 
i— 1 
4; ,) 


~ ii 


4; (x,) 





als blosse Functionen von 2,, +--+ 2%, Qm+1,°°* Qn darstellen. Als 
solehe sind sie aber selbst wieder Lisungen des Systems (5), in dem. 
“,, +++ 2; nur als Constanten auftreten. Man hat also den Satz: 


I. Es sei: 
A(f)=0, A,'(f)=0, «++ AR~*(f) =0, 
wo allgemein A'~'(f) die Form besitet 


h=n 
{— . i Oo 
A (= 24 Fa 
A=i a 
und ‘A'~"(;) nicht Null ist, ein vollstiindiges System. Wenn dann 


f= 9 eine gemeinsame Lisung der m—i letzten Gleichungen dieses 
Systems ist, so ist zugleich stets auch 


. ae 

f- it 
A, (&;) 

eine solche. 


Hieraus ergiebt sich nun sofort eine Methode, um von einer ge- 
gebenen gemeinsamen Lisung der m—zi letzten Gleichungen (3) oder 
der Gleichungen (5) zu einer gemeinsamen Lésung der m —i-+1 letzten 
Gleichungen (3) zu gelangen. 


Ist niimlich f = g, die gegebene Lisung, so sind nach I. auch 
Mathematische Annalen. IX. 
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9) m= ‘Pipi = 


gemeinsame Lésungen der Gleichungen (5). Diese Gleichungen be- 
sitzen aber nur »—™m von einander unabhingige gemeinsame Loésungen. 
Wenn daher g,1 die erste der Functionen g,, 9,, --~- ist, die sich 
durch die vorhergehenden und z,, x,, --- 2; allein ausdriicken lasst, 
so muss 


k<u—m 
sein. Setzt man nun 


f=f (1, ° ++ Li, Pryor? * Pr)» 


so geht, wenn man sie durch A‘~* (ai) dividirt, die Gleichung 


A'—"(f) =0 
nach (9) iiber in: 
asst 
ef’ \) are 
(10) On, + Viti og = 0. 


=s2 


In diese Gleichung gehen nur 2,,---2%;, 9,,°** x, also nur solche 
Gréssen ein, die Lésungen des Systems (5) sind. Jede Lésung der 


_Gleichung (10) ist demnach eine gemeinsame Liésung der m —i+1 

letzten Gleichungen (3). Man findet also eine Lésung dieser Glei- 
chungen durch Ermittelung eines Integrales des Systems von k ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen : 


da: dg,: +--+: dgr1: dq 
= 1: @giss+? Qe = Peti, 
oder durch eine Operation von der Ordnung k <n — m. 

Zur Auffindung einer Lésung des gegebenen vollstiindigen Systems 
(1) bietet sich hiernach der folgende Weg dar: 

Man bringt zuniichst durch successive Auflésung seiner Gleichungen 
und Substitution der Auflésungen das System auf die Weiler’sche 
Form (3), was, eventuell nach passender Vertauschung der Variabeln, 
immer mdglich ist. 

Man bestimmt hierauf durch eine Operation von der Ordnung 
n—m eine Lésung der letzten Gleichung (3). Durch eine Operation 
von héchstens (n—m)'* Ordnung erhiilt man daraus eine gemeinsame 
Lésung der beiden letzten Gleichungen (3). Eine Operation, die wie 
derum hiéchstens von der Ordnung n—~m ist, liefert sodann eine ge 
meinsame Lésung der drei letzten Gleichungen (3) u. s. f., so dass 
also zur Ermittelung einer gemeinsamen Lésung des ganzen vollstén- 
digen Systems von m Gleichungen mit » unabhiingigen Variabela 
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erforderlich sind eine Operation von der Ordnung n — m und m—1 
Operationen, deren jede héchstens von der Ordnung n—™m ist. 


Meine Methode *) erreicht dasselbe Ziel durch eine einzige Operation 
von der Ordnung n—m. 


§ 2. 
Die Weiler’schen Systeme, auf die sich das allgemeine Problem der 


Integration der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung 
zurickfihren lisst. 


Lie hat gezeigt**), dass die vollstindige Integration einer ge- 
gebenen partielien Differentialgleichung 1. Ordnung 


YP, (Ly, °*+ Ln» Pyy*** Pn) = C1, 


in der p,,--+P,» die partiellen Differentialquotienten der unbekannten 
Function nach den unabhingigen Variabeln z,, - - - x, bedeuten, darauf 
zuriickgefiihrt werden kann, »—1 Functionen g,,---, der 2” un- 


abhiingigen Variabeln z,,---2%,, p,,---p» zu finden, die paarweise 
den Bedingungen: 


‘= 


(Pe Pa) = > ( Spats on. Ti “) _ 
c=) 


Ox; Op; Op; Ox; 


= 
Geniige leisten und von einander wie von g, unabhingig sind. 


Hat man die Functionen ,, - - - g; bereits gefunden, so ist g;+, 


zu bestimmen als eine von 9, g,,---+ g; unabhingige gemeinsame 
Lésung der i Gleichungen : 


(1) (Pf) =9, (2f)=9, --- (pif) =9. 
Diese i Gleichungen, von denen, wie aus der Unabhingigkeit der 
Functionen g,, --- g; sofort erhellt, keine eine blosse algebraische 
Folge der iibrigen ist, bilden bekanntlich wegen der Voraussetzungen 
(9: 9,) = 9 ein vollstiindiges System. 

Man kann sich davon sofort tiberzeugen, wenn man die beriihmte 


Formel von Jacobi, nach welcher fiir je drei beliebige Functionen 
f, », & der 2n Variabeln x, p identisch 


(f; (pv) + (y, (¥f)) + @, (fy) =9 


ist, mit dem bekannten Satze verbindet, dass jedes Involutionssystem, 


d. h. jedes System von einander unabhingiger linearer partieller Diffe- 
rentialgleichungen 


*) Math. Annalen Bd. V, p. 465. 
**) Math. Annalen Bd. VIII, p. 245. Vgl. auch p. 318 desselben Bandes, 
23* 
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A,(f)=9, A,(f)=9, +++ An(f) = 9, 
deren linke Seiten den Bedingungen: 
A, (Ax(f)) — Ax(Aa(f)) = 9 
geniigen, zugleich ein vollstindiges System ist, ein Satz, fiir den Lie, 
p. 249 dieses Bandes, einen einfachen directen Beweis mitgetheilt hat. 
Da nimlich (¥, (fp)) = — (¥, (pf)) ist, so ergiebt die Jacobi’- 
sche Identitét unter der Voraussetzung (py) = 0: 
So oft also (py) = 0 ist, besteht zwischen den Operationen: 
A(f)=(9f), Bf) =f) 
A(B(f)) — B(A(f)) = 9. 
In Folge der Annahmen (g,9x) = 0 liegt aber dieser Fall eben beim 
System (1) vor und dieses ist also ein Involutionssystem *), 
Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich zugleich auch noch der 


Poisson-Jacobi’sche Satz, den ich hier gleich in der speciellen 
Form ausspreche, in der wir ihn spiter benutzen werden: 


Wenn h <i und f= a eine Lésung des Involutionssystems 
(%f) =9, (%f) = 9, +++ al) =9 
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die Beziehung: 


*) Ich benutze diese Gelegenheit, um den schénen Beweis zu veréffentlichen, 
den Clebsch in seinen Vorlesungen von der Jacobi’schen Identitit gab: 
Man sieht unmittelbar, dass sich, so oft A(f) und B(f) irgend zwei Aus- 


driicke von der Form 
h=—m 


ah=m 
7 of of 
A= Sy BO D vy, 
bedeuten, bei der Operation 

A(B(f)) — B(A(f)) 
die zweiten partiellen Differentialquotienten der Function f von selbst wegheben. 
Daraus ergiebt sich sofort, dass der Ausdruck 


M= (f,(p¥)) + (9, (wh) + (v, (Fe)) 


von keiner der 3 Functionen f, », w zweite Differentialquotienten enthilt. In 
der That zweite Differentialquotienten von f z. B. kénnten nur herriihren von der 
Summe 


(p, (wf)) + (w, (fo). 


Diese aber ist, wie oben gezeigt wurde, ein Ausdruck von der Form 


A(B(f)) ~ B(A(f)) 
und folglich frei von den zweiten Differentialquotienten von f. Andrerseits ent- 
halt in Folge seiner Zusammensetzung der Ausdruck M kein Glied, in welchem 
nicht ein zweiter Differentialquotient von f, m oder w vorkiime. Also kann M 
nur den Werth Null haben, 
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ist, so ist stets auch 
f = (yi) 


eine solche. — 


Das vollstindige System (1) besitzt nun i bekannte Lésungen 


e, f= 1, M2, +++ gi. Man kénnte daher, indem man diese i Lésungen 
at. als neue Variable einfiihrte, die Gleichungen (1) auf ein vollstindiges 
is System von ¢ Gleichungen mit nur noch 2” — i unabhiingigen Varia- 


beln zuriickfiihren, und auf dieses reducirte System, nachdem man es 
durch successive Auflésung seiner Gleichungen und Substitution der 
Auflésungen auf die Weiler’sche Form gebracht hat, direct die Me- 
thode des vorigen § anwenden. 

Wollte man aber auf diesem niichstliegenden Wege diejenigen 
Gleichungen aufstellen, aus denen nach jener Methode die Function 
yi+1 2u berechnen ist, so wiirde man schwerlich die wichtige Eigen- 


eim schaft dieser Gleichungen entdecken, auf die sich die eigentliche W ei- 
ler’sche Vereinfachung des Integrationsgeschifts griindet. 

der Wir wollen daher die Reduction des vollstindigen Systems (1) 

len auf die Weiler’sche Form auf einem andern indirecten Wege aus- 
fiihren. 


Nach Voraussetzung sind die bereits bekannten Functionen 9g, , 
.,°-* i, die in den gegenseitigen Beziehungen (g,q,) = 0 stehen, 
von einander unabhingig. Fir jedes h <i bestimmen daher die h 





cheti, Gleichungen 
(2) rea: RY *** Res 

Aus- 
h von den 2n Variabeln z,,--- 2, p,, --- P» als Functionen der 
iibrigen und der c. Diese 2” Variabeln sind iiberdies einander paar- 
weise zugeordnet. Ich will dieselben, in irgend einer Reihenfolge ge- 
nommen, durch w,,--+ tn, 0;,°** Un bezeichnen, in der Art, dass 
u,,** + U, irgend nm verschiedene der x, p bedeuten sollen und % die 

sahil der Variabeln u, zugeordnete, so dass also z. B. o,—=2, ist, wenn uz, = p; 
gesetzt wird. Dabei sollen stets u,, u.,--- wu, solche h der Varia- 
beln x, p bezeichnen, die sich aus den Gleichungen (2) bestimmen 
lassen. 

- a . Der Deutlichkeit halber mége die Substitution der Werthe von 
U,, +++ Us, die sich aus den Gleichungen (2) ergeben, durch das Zei- 
chen [ }* oder auch kurzweg durch Beifiigung des oberen Index h 
angezeigt werden. Bei dieser Festsetzung ist fiir jedes h <i 

(Y= k= 

its ent- —* - + 

ey und = ‘ - verschieden von Null. Endlich bedeute w eine beliebige 

cann 


der Variabeln x, p. — 
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Aus der Identitiéit [f]'—/', die durch Substitution des Werthes 
von #, aus der Gleichung gy, = c, hervorgeht, folgt: 


Lae] = 0 + 36 G2] 


Substituirt man diese Werthe der [3 | in den Ausdruck (g,/)', der 


eine lineare homogene Function dieser Gréssen ist, so ergiebt sich fiir 

h=1,2,---é wegen (gig,) = 0 

(3) (Pal)! = (Mf); 

eine Formel, die wie mehrere der folgenden auch direct aus der be- 

kannten Art hiitte gezogen werden kénnen, in der man eine Charak- 

teristik mit Hiilfe gegebener Lésungen um ebensoviel Glieder verkiirat. 
Setzt man in der vorletzten Formel f—qg,, wo h>1, und wendet 

dieselbe alsdann auf den Ausdruck (g,/')' an, so folgt weiter: 


fret 
¢ P), 
OY 


(paf')' = (9, f°) + 


Man hat somit die identischen Formeln: 


| (p,f)' = (fy, 
| (pf)! = (@,f") + cee (pil). 


0 ar 


(p,f')'. 


(4) 


In Folge der Voraussetzungen (y, pi) = (9,92) = 0 ist hiernach auch 
(9, 9) = 0. 


Ueberdies entsteht der Ausdruck (g'y') aus den beiden Functionen 
' und w' genau ebenso wie der Ausdruck (gw) aus gm und y. Daher 
bilden fiir jedes h <i die Gleichungen 
(5) (91°) =9, (9f')=9, --- Gf’) =0 
ein Involutionssystem. 

Aus der Identitit 

[ott = gf 
ferner, welche entsteht, wenn man in der Function } fir u,, 
die Werthe setzt, die sich aus den Gleichungen 
Py = Cy °° 1 = 2 
ergeben, erhalt man die Formel: 
69, ee eg," A=h—l1 P 1 [*s ] 1 
oe ~~ Go ¥ a le, Co 

und durch Anwendung derselben: 





ionen 


Daher 
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; 1 plyh—1 A—1plys—1 a 1 pl\a—1 
mG =< TT ta Ge 


Ebenso folgt aus der durch die Gleichungen gy, = Cy» °° 9 = 6, 
identischen Formel [/']' = f?: 


‘ , k=i 
ar} __ af’ 1 afi [2% 
EE do +», Oe, [oat J 
k=2 
und hieraus, weil nach (4) auch (9, 9.) = () ist: 
(7) (ail) = (oly, 


eine Formel, die von derselben Natur ist, wie die Formel (3). 


Macht man endlich unter der Voraussetzung h <i in der Identitat 


(6) die Substitution [ }’ und wendet sodann auf (9; “'f*) die vorletzte 
Formel an, so ergiebt sich: 


aq*— 4! 


oY =orn+ Se ot tep+ > [5 56 | wiry. 


Wegen (9; y,) =0 ist aber nach (6) auch (9 regen folg- 
lich bleibt nur: 


+1 —1 ii 


(8) y= oT + > [3 04 oir’. 


Die Verbindung der Formeln (7) und (8) mit den Formeln (4) zeigt 
nun, wenn man der Reihe nach h = 2,3,---7 setzt, dass durch die 
Substitution [ ]’ jede von g,, 9,, --- 9; unabhingige Lésung f des 
volistiindigen Systems (1) iibergefiihrt wird in eine Lésung /f‘ des 
Systems mit nur noch 2”-—7 unabhingigen Variabeln 


(9) (yf) =0, (gif) =90, --- inf) =0, 


wihrend umgekehrt durch die Substitution c, = ,, ¢ = Por = Pi 
jede Lisung f‘ des letzteren Systems wieder iibergeht in eine von g,, 
Po, °° Qi “unsbhiingige Liésung des gegebenen Systems (1), so dass 
man dieses ersetzen kann durch das System (9). 

Hieraus ergiebt sich ohne Weiteres, dass auch das System (9) 
wiederum ein vollstaindiges System (9) ist. 


Das System (9) aber hat die Weiler’sche Form. Denn, da 9, 
frei ist von w,, %),--* W—1 und in dem Ausdrucke (g/) fy der 


n gi 
C . “ye 
af nur in dem Gliede 
dine. 


1 


Differentialquotient 





vorkommt, so enthalt jede folgende Gleichung des Systems (9) einen 
der Differentialquotienten 


a ae ee 
0v,? dv,’ 0v;_ 4 


weniger als die vorhergehende und es ist: 


of tay—= +(e], 


Ou, 
also verschieden von Null. 

Sobald also die Functionen g,, --- ; bereits bekannt sind, kon- 
nen wir unmittelbar aus ihnen und der gegebenen Function g, das 
Weiler’sche System bilden, von welchem die nichste der gesuchten © 
Functionen abhingt. 


Es bleibt aber noch iibrig, die besprochene wichtige Higenschaft 
der Gleichungen (9) zu finden. 

Hierzu werden uns wieder die Formeln (7) und (8) verhelfen. 

Diese lehren nimlich auch noch, dass durch die Substitution [ }‘ 
das Involutionssystem (5) verwandelt wird in das folgende System: 
(10) (Mf) =0, (gf) =9, --- P=, 
welches sonach ebenfalls ein vollstindiges System ist. 

Umgekehrt, wenn /‘ = @' eine Lisung des Systems (10) ist und 
durch die Substitution c, = 9}, --- ¢,—= gp; die Function a’ tibergeht 
in a, so ist f{'=«' eine Lésung des Involutionssystems (5). Unter 
der Voraussetzung h <i ist aber nach dem Poisson-Jacobi’schen 
Satze mit f' = «' zugleich auch 


f' = (9, 


eine Lésung dieses Systems und jede Lisung f! desselben geht durch 
die Substitution [ ]‘ in eine Lésung /‘ des vollstandigen Systems (10) 
iiber. Mit f‘ = @ ist daher alsdann auch 


f* = (g,0') 
eine Lésung von (10). Nach (8) ist aber 
(ga!) = (yey. 
Man hat demnach den Satz: 


II. Wenn fi = a eine Lisung des vollstindigen Systems (10) und in 
diesem h < it ist, so ist stets auch 













en 


und 
‘geht 
Jnter 
chen 


durch 
; (10) 


md im 
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‘=F tay 
eine Lisung dieses Systems, 

welches eben die gesuchte Eigenschaft der Gleichungen (9) ist. 
Endlich, wenn man eine Lisung f' = g' 4, des Systems (9) ge- 

funden hat und die Substitution der Werthe von u,, u, - 


2 Ui+1, 
die aus den Gleichungen: 


ow, i ’ 
re hs Tyas "8 es as 


folgen, durch den obern Index i + 1 andeutet, so hat man noch 
(gq eT al fer tet 
‘Th h ? 


Aus dieser Formel, die wiederum von der Natur der Formel (3) 
ist, fliesst im Besondern der Satz: 








I. Wenn f' =a‘ irgend eine von v, und Pins unabhingige 
Lésung des Systems: 
(9, f') =0, (9;f') =90,--- (gi *f')' — 























ist, so ist fi+' = a+! eine Lésung des Systems: 


(gi f't'ytt =0, (gp: fit t* =0, ee (gf t/t? = 0. 








§ 3. 
Integration der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung. 


Nach dem zu Grunde gelegten Satze von Lie ist mit der Zuriick- 
fiihrung des Involutionssystems (1) auf das Weiler’sche System (9) 
zugleich ein Weg direct vorgezeichnet, guf dem man die Methode des 
§ 1. zur Integration der gegebenen partiellen Differentialgleichung 
9, = ¢, verwenden kann. 

Das System (9), dessen Aufstellung voraussetzt, dass man bereits 
i—1 von einander wie von g, unabhiingige Functionen g,, --- 9; 
kenne, die den Bedingungen (gy, gx) =0 geniigen, enthilt i Glei- 
chungen und 2nx—i unabhingige Variabeln. 

Nach § 1. findet man also eine Lisung f' = g’ 41 desselben durch 
eine Operation von der Ordnung 2n—2i und durch i—1 Operationen, 
von denen eine jede héchstens von derselben Ordnung ist. 

Sobald daher die Functionen g,, --- g; bereits bekannt sind — 
und bei den partiellen Differentialgleichungen der Dynamik kann man 
ja meistens aus den allgemeinen Principien selbst eine Reihe solcher 
Functionen erhalten *) — erfordert der niichste Schritt zur Integration 





*) Vgl. Lie, Math. Annalen Bd. VIII, p. 282. 
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der gegebenen partiellen Differentialgleichung in der Weiler’schen 
Methode ebensoviel Integrationen wie in der Jacobi’schen Methode; 
auch lisst sich nicht a priori entscheiden, ob die Ordnungen dieser 
Integrationen in der einen Methode niedriger ausfallen werden als in 
der andern. Es zeigt sich also bei diesem ersten Schritte noch durch- 
aus kein Vortheil der Weiler’schen Methode vor der von Jacobi. 

Aber dies Verhiiltniss iindert sich, sobald man nun weiter geht. 
Wihrend nach der Jacobi’schen Methode auch zur Ermittelung von 
i+2 wesentlich dasselbe Verfahren wiederholt werden muss, welches 
bereits g;+1 ergab, kann im Allgemeinen durch Verwerthung von 
Resultaten, die gewissermassen als Nebenproducte bei, der Gewinnung 
von 9+. erhalten wurden, die Weiler’sche Methode jetzt eine sehr 
bemerkenswerthe Vereinfachung eintreten lassen, die eben das eigent- 
lich Charakteristische an dieser Methode ist. 

Um diese Vereinfachung richtig verstehen zu kénnen, miissen wir 
zuniachst die Operationen wirklich aufstellen, durch welche nach dem 
Vorhergehenden die Function g’, , gefunden wird. 

-Zur Bestimmung dieser Function hat man zuerst eine Liésung der. 
Gleichung zu suchen: 


(9; ‘fy =9, 


dann eine gemeinsame Lisung der beiden Gleichungen: 


(pif) =0, gif)’ =0 


u. s. w. Endlich, nachdem man eine gemeinsame Lésung der i —1 


Gleichungen : 
(11) LY =0, Of =0,--- GT =0 


gefunden hat, wird eine gemeinsame Lisung aller i Gleichungen (9) 
in folgender Weise gewonnen: 


Es sei {/* = a’, die gefundene Lésung des Systems (11). Man be- 
rechnet daraus nach Satz J. die neuen Lésungen: 


tyi ia 
i ( ay) ay) 
me Gee ee, + +2, 


> ‘ a © .\ 
Pi M4) (pie) 


bis zur ersten Function «,,,, die sich durch die vorhergehenden und 
v, allein ausdriicken lisst, was nothwendig fiir ein k << 2n — 2: ein- 
treten muss. 


Indem man dann: 
f' = F' (2, ce a... a) 


setzt, verwandelt man die Gleichung (g,/‘)' =O in die folgende: 
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h=k 


an’ 
(12) + 2 ar oe =O: 


h 


Jede Lésung dieser isndiak deren unabhingige Variable v,, «,, --- a’, 
sind, liefert eine gemeinsame Lésung f* = g' ;41.des ganzen Systems (9). 


Nachdem somit g;,, gefunden ist, kommt es nunmehr darauf an, 
eine Lésung f‘*' git3 des Weiler’schen Systems 
(13) oo ft n =0, (gp f't)'t' =0, --- oft) t'=0 


za finden, in welchem der obere Index ual die Substitution der aus 
den Gleichungen 


1 i 
Mas Hm 4, '** He ie 


folgenden Werthe der Variabeln u,, u., --- ui41 anzeigt. 

Nun wird man im Allgemeinen bei der Aufstellung der Gleichung 
(12) ausser ;4, noch eine andere Lésung f’= Bi des Systems (11) 
gefunden haben, die durch die Substitution des Werthes von u;4, aus 
der Gleichung gy’ :41 = 4+ nicht in eine blosse Function von », tiber- 
geht. Dies ist in der That izamer der Fall, sobald in (12) k > 1 ist. 


Nach III. verwandelt sick diese Lésung durch die genannte Substi- 
tution in‘eine Lésung ;*** = "Sa des Systems: 


(14) (9, f'*") +10, (gy fityitt= ba (gi—*f'*)'+! an. 


Mit pit? sind aber nach dem Satze II., in welchem jetzt 7 mit i4-1 
zu vertauschen ist, gleichzeitig auch: 


(15) B= (54,87 ) 7"; ot = (946°) jeg? ‘ 


Lésungen des Systems (14). Es sei 67 | 41 die erste der Functionen 
_ s**, +++, die sich durch die vorhergehenden und », allein aus- 
driicken lisst. Dann muss 
A<2n—2i—1 
sein, weil das vollstindige System (14) i — 1 Gleichungen und nur 
2n — i — 2 wirkliche Variable enthalt, also nur 
2n —i— 2— (t—1) = 2n — 21 — 1 
unabhingige Lésungen zuliisst. 
Nimmt man nun 
pitt = Ft'(n, pitt, ... pit, 


so wird hierdurch die Gleichung: 


lyf ty tt=0 
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tibergefiihrt in die folgende: 


i oFitt 
i+1\i+1 
> (9% +18, ) oe =0, 


die sich nach (15) « so dilation lasst: 
Assa 


i+1 OF*t 
(16) Dy iti Ggret 
und folglich nur solche Gréssen enthilt, die Lésungen des Systems 
(14) sind. 
Jede Lésung dieser Gleichung — und die Auffindung einer solchen 


erfordert eine Operation von héchstens (2m — 27 — 2)' Ordnung — 
liefert eine Lésung des Systems: 


(17) (9) fittyitt =, (gi fittyit? on®, i4:f 
Jedoch muss, falls nicht gerade £, i+? 0, also "nig selbst schon 
eine Lésung dieses Systems ist, 4 > 1 sein, wenn die Gleichung (16) 
eine andere als die evidente und anbrnachbare Liésung Fi+! = einer 
blossen Function von »v, liefern soll. 

Es setzt also diese Art, eine gemeinsame Lésung der Gleichungen 
(17) zu finden, voraus, dass die Operationen (15) ausser + noch 


ak hae 


wenigstens eine zweite, von dieser und v, unabhingige Liésung 6,*" 
des Systems (14) geliefert haben, oder aber dass man bereits bei der 


Bildung der Gleichung (12) zwei von einander, wie von g' a 
unabhiingige Lésungen des Systems (11) gefunden habe. 
Trifft keine dieser pein Voraussetzungen zu, so muss man auch 
zur Bestimmung von 9:4 » Wieder dasselbe Verfahren anwenden, wie 
vorher zur Auffindung von g’ 41+ Dann aber war schon bei dieser 
friiheren Aufgabe der sehr giinstige Umstand eingetreten, dass der 
letzte Schritt zur Ermittelung von g' 41» die Auffindung einer Lésung 


der Gleichung (12), nur eine Operation von héchstens 2'" Ordnung 
erforderte. 


Hat man auf die eine oder andere Weise eine Lésung f'+!=yi*" 
des Systems (17) gefunden, so bildet man daraus die neuen 
i+ — 


und », 


i+1 _ixt yt? 


aaa? Fs (out, yet?" 


a (mn 
? (1%) 
bis zur ersten Function Y, 40 die sich durch die vorhergehenden und 


v, allein ausdriicken liisst und erhalt dann durch Auffindung einer 
Lésung F‘+"' der Gleichung 
A=u 


eFit} ‘ oF'+! 
(17) Fe + ti Ga 


éyit? 








nd 
1er 
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also durch eine Operation von der Ordnung wu < 2n — 2i — 2° eine 
gemeinsame Lésung f'+! — — des ganzen Systems (13). 

Man braucht also, nachdem man bei gegebenem 9g,, q., -*~- Wi 
die Function ;41 bereits durch die W eiler’sche Methode gefunden hat, 
zur Ermittelung von g;+ 2 im Allgemeinen nur zwei Operationen, deren 
jede héchstens von der Ordnung 2m — 2i — 2 ist, was offenbar der 
Jacobi’schen Methode gegeniiber eine sehr wesentliche Vereinfachung ist. 

Dieselbe Ersparung von Integrationen erreicht auch Clebsch 
durch seine Modification der Jacobi’schen Methode. Indessen muss 
man doch zugeben, dass das Verfahren von Clebsch umstiindlicher 
ist als das Weiler’sche und itiberdies nur dann zur Anwendung ge- 
bracht werden kann, wenn man von dem System, das bei Clebsch 
an die Stelle des Weiler’schen Systems (11) tritt, ausser der ge- 
suchten Function g;41 noch zwei andere Lésungen gefunden hat. 

Auch im Vergleich zu meiner Methode lasst sich, wie schon in 
der Einleitung angedeutet wurde, ein Punkt angeben, der in 
gewisser Hinsicht als ein Vorzug der Weiler’schen Methode an- 
gesehen werden kann. Meine Methode nimlich erfordert zur Be- 
stimmung von g;+2, nachdem ,, 9,, --- 9:41 bereits gefunden sind, 
immer eine Operation von der Ordnung 2n — 2i — 2, wihrend nach 
dem Vorhergehenden die beiden Operationen, durch welche sich nach 
der Weiler’schen Vereinfachung die Function g;,2 im Allgemeinen 
bestimmen lasst, nur in den allerungiinstigsten Fallen diese Ordnung 
erreichen werden. Auf der andern Seite darf man dagegen nicht 
iibersehen , dass meine Methode den Vortheil Hat, von der Gunst oder 
Ungunst der Fille ganz unabhiingig zu sein, und dass ihr erster 
Schritt, die Bestimmung von g;4:1 bei gegebenem 9,, 92, -°- Qi 
stets nur eine einzige Operation von der Ordnung 2” — 2% verlangt, . 
wo die Weiler’sche Methode ausser einer Operation von der Ordnung 
2n — 2% noch i — 1 andere Operationen, die héchstens von derselben 
Ordnung sind, ausfiihren muss. . 

Herr Weiler hebt seltsamer Weise bei der Besprechung meiner 
Methode nicht den oben angegebenen, sondern ganz einen andern 
Punkt zu Gunsten seiner Methode hervor. Er betont nimlich als 
Kinwurf gegen meine Methode, dass die eine lineare partielle Differen- 
tialgleichung, die bei mir die Stelle der beiden Weiler’schen Glei- 


~ chungen (16) und (18) vertritt, ausser ihren 2 —2i — 1 unabhingigen 


Variabeln noch i andere Variable als unbestimmte Constanten enthilt, 
was bei den Gleichungen (16) und (18) nicht der Fall ist. Nun steht 
es allerdings ausser Frage, dass, wenn man in einer und derselben 
partiellen Differentialgleichung den darin vorkommenden unbestimmten 
Constanten bestimmte Werthe beilegen darf, hierdurch eine wesentliche 
Erleichterung fiir die Integration der Gleichung erzielt werden kann. 
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Aber dass es nur desshalb schwerer sei, von einer linearen partiellen 
Differentialgleichung eine Lésung zu finden, als von einer andern, 
weil die erstere eine Anzahl unbestimmter Constanten enthilt,.die in 
der zweiten nicht vorkommen, das ist denn doch offenbar (ganz -ab- 
gesehen davon, dass im vorliegenden Falle sich nicht zwei Gleichungen 
gegeniiberstehen, sondern eine Gleichung zweien andern), wenn die 
beiden Gleichungen auch sonst noch ganz anders gebildet sind, eben 
nur eine Behauptung! 


§ 4. 
Ueber die Jacobi’sche Behandlung derjenigen partiellen 
Differentialgleichungen 1. Ordnung, in denen die unbekannte Function 
selbst auftritt. 


Am Schlusse seines Aufsatzes kommt Herr Weiler auch auf die 
Art zu sprechen, wie Jacobi partielle Differentialgleichungen, in 
denen die unbekannte Function selbst vorkommt, auf solche zuriick- 
fiihrt, welche die abhingige Variable explicite nicht mehr enthalten, 
und wiederholt dabei den alten Einwurf, den man gegen diese Jacobi’ 
sche Reduction gemacht hat. 

Wenn namlich: i 

z oz 

(1) t= F (a,-+- ty F5>°** ge) 
die gegebene partielle Differentialgleichung ist, so verwandelt Jacobi 
dieselbe, indem er durch die Substitution: 
(2) : V=tz 


eine neue unabhingige Variable ¢ und eine neve unbekannte Function 
V einfiihrt, in die folgende Gleichung: 


ee re ae 

Diese Transformation lehrt aber unmittelbar nur, dass man aus jeder 
Lésung z der Gleichung (1) eine Liésung V der Gleichung (3) er- 
halten kann, und man kannte kein Mittel, um umgekehrt, worauf es 
doch gerade ankommt, aus einer beliebigen Lésung V der Gleichung 
(3) eine Lésung z der Gleichung (1) abzuleiten. Daher verwarf man 
diese Jacobi’sche Reduction und ersetzte sie durch jene andere, aus 
der Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen bekannte 
Transformation, welche an Stelle von z eine endliche Gleichung von 
der Form: 

(4) W (2, 2, +++ %») = const. 

sucht, deren Auflésung eine der Gleichung (1) gentigende Function ¢ 


liefert. Man erhalt dann fiir die neue unhekannte Function W die 
partielle Differentialgleichung: 
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ow ow 
0 x. 
r= F(s, ch Ng WEG CO ae Wr): 
02 02 
Durch eine nihere Untersuchung des Problems, deren Grundge- 
danken ich einer brieflichen Mittheilung von Lie verdanke, habe ich 
mich aber tiberzeugt, dass durchaus kein Grund vorhanden ist, die 
Jacobi’sche Reduction aufzugeben. Es gilt nimlich der folgende 
einfache Satz’, durch den die Aufgabe, auf welche diese Reduction 
hinausliuft, allgemein gelést wird: 
Wenn V = (t, 2, ---, 2,) eine Liésung der Gleichung (3) ist, 
so ist stets 


oe. . 
(6) Te ot 
eine Lisung der Gleichung (1), vorausgesetet, dass man, so oft dies 
moglich ist, fiir t dex Werth substituirt, der sich aus der Gleichung 


oe ‘ad 
(7) —g+t at = const. = ¢ 
ergiebt. 


Von dem nur bei einer ganz besondern Form der Gleichung (3) 
moglichen Ausnahmefalle einer von ¢ freien Lésung V dieser Gleichung 


wird natiirlich abgesehen. 
Zum Beweise dieses Satzes bemerke ich zunichst, dass stets 


i= F ; an sich eine Lésung der Gleichung (1) ist, so oft in der ge- 


gebenen Lésung V der Gleichung (3) die Variable ¢ nur in linearer 
Weise eingeht. In der That, wenn der Gleichung (3) geniigt wird 
durch 

V=ty+uz, 


wo die Functionen ~ und x frei von ¢ sind, so hat man identisch 
fiir jeden Werth von ¢: 


1 1 @ ( a 2 
Hm F(a, >> ta, +3 A! an As + 34 


Or, > Ox, ' t ca, 


Setzt man aber in dieser Identitit, die rechter Hand ¢ nur schein- 
bar erhalten kann, t =o, so folgt: 


7 0 6 
y= TF (1 -> ny 3 eS 2h. oa.) 
also geniigt alsdann z= yw der Gleichung (1). Wir brauchen daher 
nur noch den Fall zu untersuchen, wo die gegebene Lisung V = p 
der Gleichung (3) keine lineare Function von ¢ ist. 
In diesem Falle kann der Ausdruck 


é 
—po+is? 
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nicht frei von ¢ sein. Denn die Annahme 


og ye 
cos Qp + t ot — I ? 
wo P frei von ¢, ergiebt durch Integration 
g=tQ—P, 
wo auch @ eine blosse Function der x ist, und widerspricht also un- 
serer Voraussetzung. J 
Sobald daher nicht linear in Bezug auf ¢ ist, kann die Gleichung 


(7) stets zur Bestimmung von ¢ benutzt werden. Bezeichnet man nun 
die Substitution des aus ihr folgenden Werthes von ¢ durch [] und setzt: 


sa ic 2 ol 


ds [1 d@ 
oo | t 02, | 
und daher geht durch die Substitution dieser Werthe von ¢ und von 


z die Identitat: 


9 


1 0 l @é@ 
ot “1, Tn» § Oa, ? t Oa.) 


n 


so wird: 


iiber in die folgende: 


ga fF a4 : wre ented 
OX, Ox, 


Hiermit ist der angegebene Satz bewiesen und die Berechtigung der 
Jacobi’schen Reduction dargethan. 

Ich fiige noch hinzu, dass dieselbe nicht nur der andern, in den 
Formeln (4) und (5) enthaltenen Zuriickfiihrungsart ebenbiirtig zur 
Seite steht, sondern iiberdies vor dieser einen nicht ganz unwesent- 
lichen Vorzug besitzt, der allerdings erst dann richtig zur Geltung 
gelangt, wenn man nicht eine einzige, sondern mehrere zusammen- 
gehérige partielle Differentialgleichungen zwischen denselben Variabela 
zu betrachten hat. 

Wiahrend nimlich beide Verfahren fiir vollstiindige oder particu- 
lire Lésungen dasselbe leisten , unterscheiden sie sich wesentlich von ein- 
ander in ihrem Verhalten gegen singulire Lisungen. Bei der zweiten 
Reductionsart schliesst man die letzteren von vornherein aus und da- 
her kénnen durch dieselbe Lésungen ganz und unwiederbringlich ver- 
loren gehen, was bei der Jacobi’schen Art unmdglich ist. 


In der That jede Lésung ¢ des gegebenen Systems partieller 
Differentialgleichungen: 


(8) 
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‘aber seine Resultate nicht bloss unklar dargestellt, sondern auch gerade- 
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die man durch Auflésung der Gleichung W = const. aus einer Lésung 
W des transformirten Systems 





ow 


Om, n 
(9) (s, ie x < cedgik ir es 


oz 
erhalten hat, enthilt eine willkiirliche Constante. 

Wenn daher das gegebene System (8) eine solche Lésung besitzt, 
die weder selbst willkiirliche Constanten enthalt, noch auch aus einer 
Lésung mit willkiirlichen Constanten dadurch erhalten werden kann, 
dass man diesen Constanten bestimmte Werthe beilegt, so ist es un- 
méglich, diese Lésung auf die angegebene Weise aus einer Lésung 
W des Systems (9) abzuleiten. Und wenn im Besondern das System 
(8) keine andere als eine solche singuliire Lésung zuliisst, so kénnen 
die Gleichungen (9) iiberhaupt keine gemeinsame: Lésung besitzen, 
wenigstens keine, die z enthilt, und es geht dann also die Lésung 
des Systems (8) ganz verloren, wenn man den Gleichungen (8) die 


Gleichungen (9) substituirt. Ein System von dieser Natur bilden z. B. 
die beiden Gleichungen : 


F=0, Ft+2z-—qg=0, 

unter der Voraussetzung, dass die erste eine gegebene partielle Diffe- 
rentialgleichung darstellt, von der 2 =  irgend eine Lésung ist. 

Dasjenige System dagegen , welches aus dem gegebenen (8) durch 
die Substitution V = zt hervorgeht, hat stets eine Lésung, die ¢ ent- 
halt, sobald die Gleichungen (8) tiberhaupt eine gemeinsame Loésung 
a sulassen, gleichviel ob diese Lésung willkiirliche Constanten ent- 
hilt oder nicht. Daher kann ein solches Verlorengehen von Lé- 
sungen bei der Jacobi’schen Reductionsart niemals eintreten. — 
































































































Anmerkung. Bei meinen Versuchen, mir die Weiler’sche 
Methode klar zu machen, hatte ich von vornherein immer nur den 
mir geliiufigeren Fall einer partiellen Differentialgleichung vor Augen, 
in der die gesuchte Function explicite nicht vorkommt, und es war 
mir in Folge dessen ein Punkt in der Weiler’schen Abhandlung 
ganz entgangen, der, erst wihrend des Druckes bemerkt, mich nun 
nachtriiglich néthigt, eine friihere Behauptung zu rectificiren. 

Herr Weiler behandelt den allgemeinen Fall, wo in der ge- 
gebenen partiellen Differentialgleichung die unbekannte Function 
selbst auftritt, und legt sogar in seinem letzten § ein ganz beson- 
deres Gewicht darauf, dass er auf die Anwesenheit der abhingigen 
Variabeln Riicksicht nimmt. In dieser Allgemeinheit genommen sind 
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zu falsch, und zwar desshalb falsch, weil die Ueberschrift des 


Weiler’schen § 4. ebenso unrichtig ist, wie die Betrachtungen, welche 
sie beweisen sollen. 


Versteht man nimlich unter dem Zeichen "ae die Operation: 
h 


d 
dz, — ‘K +t Pa . 


und setzt: 
ow {3a oB dA dB 
(47) = > ( dz, 0p, op, 4x, ), 
so treten, wenn die gegebene partielle Differentialgleichung oy, = ¢, 
die unbekannte Function ¢ selbst enthalt, an Stelle der friiheren Glei- 
chungen (9;9x) = nunmehr die Gleichungen 
[pipe] =O. 

Herr Weiler sucht nun in dem genannten § nachzuweisen, dass 
auch fiir diese allgemeineren Gleichungen der Poisson-Jacobi’sche 
Satz Geltung habe, d. h. dass, wenn f= wy und f= yx der Gleichung 

Lef]=—9 


geniigen, immer auch f= [yy] eine Lésung dieser Gleichung sei. 

Das ist aber falsch. Aus der Jacobi’schen Identitiit ergiebt sich 
namlich bei Anwendung der Jacobi’schen Reduction ohne Schwierig- 
keit, dass fiir irgend drei Functionen gy, ~, x der 2» + 1 Variabeln 
Z, %,°** Lay Py) +++ Pn die identische Formel besteht: — 


site + Lor [x9]] + [z, [4] | 
® (vrl+ & felt - [oel, 
und hieraus ai wenn man [ - = [pv] = 0 annimnt: 
[p, vx] = 2 (val, 


d. h. wenn f= y und / = x irgend zwei Lésungen der Gleichung 


[ef] =0 


sind und [pz] nicht Null ist, so ist f = [wy] dann und nur dann 
wiederum eine Lésung dieser Gleichung, wenn die Function @ frei 
von z ist: — 
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Ueber eine Behandlungsweise der algebraischen Differentiale 
in homogenen Coordinaten. 


Von 
Axex Harnacx in Leipzig. 


Die nachstehenden Untersuchungen wollen die Behandlungsweisen 
der algebraischen Differentiale, welche durch drei homogene Variabele, 
zwischen denen eine Bedingungsgleichung besteht, definirt sind, aus- 
bilden helfen. Die Einfiihrung homogener Coordinaten gewihrte zu- 
erst ein zweckmissiges Mittel, um bei der Auswerthung der Integrale 
vom Geschlecht: p 0 allgemeine Integrationsmethoden zu erkennen, 
welche durch die bis dahin iibliche Form des Differentiales mehr oder 
minder verdeckt waren. Seitdem aber, zumal durch die Arbeiten von 
Clebsch, der innere Zusammenhang zwischen der Theorie der alge- 
braischen Differentiale und der Theorie der algebraischen Curven er- 
schlossen ward, musste die Verwerthung homogener Coordinaten bei der 
Behandlung der Differentiale dieselbe Bedeutung gewinnen, wie bei 
den Problemen der projectivischen Geometrie; denn ebenso wie hier 
bildet auch dort die unendlich ferne Gerade der Ebene fiir die zunichst 
gestellten Aufgaben nach keinerlei Beziehung eine besonders ausge- 
zeichnete Linie. Nichtsdestoweniger ist seit der grundlegenden Arbeit 
von Aronhold die Rechnung mit homogenen Differentialen nur wenig 
gefordert worden. Auch in dem Werke von Clebsch und Gordan 
(Theorie der Abel’schen Functionen) wird das Differential zwar durch 
trimetrische Coordinaten zuerst definirt, zu allen weiteren Entwicke- 
lungen jedoch in einen Ausdruck mit zwei nicht homogenen Verinder- 
lichen umgewandelt*), Im Folgenden habe ich versucht, die wesent- 
lichsten Eigenschaften der Differentiale auf Grund ihrer Darstellbarkeit 
durch homogene Coordinaten einigermassen vollstindig abzuleiten, und 









*) In der Bearbeitung der ,,Vorlesungen tiber Geometrie von Clebsch“ hat 
Herr Lindemann die Rechnung mit trimetrischen Coordinaten durchaus beibe- 
halten und dem entsprechend fiir die Ableitung des Jacobi’schen Satzes sowie 
des Abel’schen Theoremes neue Beweismethoden gegeben, (Vgl. den demniichst 
erscheinenden zweiten Theil des ersten Bandes: Abth. VI.) 


2L* « 
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durch diese Aufgabe ist die fiussere Form, welche diese Untersuchungen 
erhalten haben, bedingt. 

Die consequente Durchfiihrung der Rechnung mit homogenen 
Verinderlichen schien sich mir in der That zuvorderst bei dem Beweise 
des Additionstheoremes von neuem zu rechtfertigen. Denn der wesent- 
liche Inhalt desselben, die Zuriickfiihrung einer Summe von irrationalen 
Integralen auf eine Summe von rationalen, lisst sich vermége der homo- 
genen Darstellung in anschaulicher Weise mit einer Eigenschaft alge- 
braischer Functionen allgemeinerer Art identificiren, womit zugleich die 
fertige Form dieser rationalen Integrale, welche zu dem urspriinglichen 
irrationalen Integrale in sehr einfacher Verwandtschaft stehen, gegeben 
ist. Diese Kigenschaft war bereits von Jacobi fiir einen speciellen 
Fall erkannt und dem entsprechend von Clebsch fiir den Beweis des 
Abel’schen Theorems bei den Fiillen, in welchen die Summe der 
irrationalen Integrale constant wird, verwerthet worden. In dem Be- 
weise und in der Erweiterung, welche ich fiir diesen Satz im § 2, 
aufgestellt habe, ist, wie ich glaube, das Wesen desselben aufgedeckt, 
da hier eine wirkliche Rechnung nicht mehr néthig ist und aus- 
schliesslich mit den Begriffen der algebraischen Formen operirt wird. 
Diese Erweiterung kann zugleich als ein Corollar zu dem engeren 
Jacobi’schen Satze gefasst werden, indem man denselben auf eine 
zerfallene Fundamentalcurve anwendet; ebenso ergiebt sich das allge- 
meine Abel’sche Theorem als eine Folgerung aus dem speciellen, nach 
welchem die Summe gewisser irrationaler Integrale constant wird, in- 
dem man wiederum fiir diese Integrale eine reducibele Curve zu Grunde 
legt (§ 3.). | 

Erst mit Zuhilfenahme dieses erweiterten Jacobi’schen Satzes 
gelingt es ferner, die Methoden, welche Aronhold zur Darstellung 
des Additionstheorems bei Integralen vom Geschlecht: p= 0, welche 
sich auf einen Kegelschnitt als Fundamentalcurve beziehen, gegeben 
hat, allgemein auf Differentiale von beliebigem Geschlechte auszudeh- 
nen und somit die Endformeln des Abel’schen Theorems, niimlich die 
Entwickelung einer Summe von rationalen Integralen nach logarith- 
mischen und algebraischen Functionen, ohne jede beschriinkende Vor- 
aussetzung abzuleiten. Bei diesen Untersuchungen, welche im § 4. 
ziemlich eingehend erdrtert worden sind, kam es mir hauptsiichlich 
darauf an, das Bildungsgesetz anzugeben fiir die constanten Coefficien- 
ten, mit welchen die logarithmischen und algebraischen Functionen, 
deren Anzahl und deren Form sich noch einfacher aus den Riemann- 
schen Betrachtungsweisen vorausbestimmen lisst, multiplicirt sind. 

Die Behandlung des durch homogene Coordinaten definirten Diffe- 
rentiales fiihrte aber auch dazu, nicht blos die Summe, sondern iiher- 
haupt symmetrische Functionen der fiir em Schnittpunktsystem geltenden 
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Differentialwerthe zu bilden. Die Fragestellungen, welche sich hieran 
kniipfen und deren Ziele in dem ersten § des zweiten Abschnittes naher 
bezeichnet sind, leiten zur Integration von Differentialgleichungen, 
welche in der Form von Connexen auch schon bei der Betrachtung 
der algebraischen Curven nach den Methoden der projectivischen Geo- 
metrie als wesentlich erkannt worden sind. Wenn gerade diese Unter- 
suchungen den Zusammenhang des algebraischen Differentiales mit der 
zu Grunde liegenden Curve noch weiter zu vertiefen bestimmt sind, 
und damit zugleich die Darstellungsweise desselben durch homogene 
Coordinaten ebenfalls rechtfertigen werden, so bieten sich doch anderer- 
seits fiir allgemeine Betrachtungen dieser Art gewisse Schwierigkeiten, 
so dass ich mich zunichst auf die Erérterung der einfachsten Fille 
beschriinken musste. Von den drei speciellen Problemen, welche sich 
auf Differentiale vom Geschlecht p—0, 1 und 3 beziehen und bei 
diesen das Schnittpunktsystem einer Geraden behandeln, sind in dem 
zweiten Abschnitte die ersten beiden zu einem Abschlusse gefiihrt, 
wihrend das letzte zuniichst nur eine formale Lésung gefunden hat. 


Erster Abschnitt. 


Das Additionstheorem der algebraischen Differentiale. 


§ 1. 
Darstellung der zu untersuchenden Differentialausdriicke. 


Im 61. Bande des Journal fiir die reine und angewandte Mathe- 
matik hat Aronhold*) eine homogene- und symmetrische Darstellung 
der algebraischen Differentiale gegeben, die den Ausgang aller der- 
jenigen Untersuchungen bildet, welche die Theorie der algebraischen 
Integrale im Zusammenhange mit der Theorie der algebraischen 
Curven behandeln. In der bald darauf folgenden Abhandlung von 
Clebsch**) wurde diese Definition auch auf Differentiale mit  ho- 
mogenen Veriinderlichen , zwischen denen n—2 Bedingungsgleichungen 
bestehen, ausgedehnt, wihrend in der Arbeit von Néther***) auch 
diejenigen Differentiale, welche zu mehrfachen Integralen Anlass ge- 
geben, in entsprechender Weise definirt sind. Fiir die nachstehenden 


*) Ueber eine neue algebraische Behandlungsweise der Integrale irrationaler 
Differentiale von der Form: TT (xy)-da, in welcher TT(xy) eine beliebige rationale 
Function ist, und zwischen x und y eine allgemeine Gleichung zweiter Ordnung 
besteht. 


**) Ueber die Anwendung der Abel’schen Functionen in der Geometrie. 
Journal, Bd. 63. 

***) Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde von be- 
liebig vielen Dimensionen. Math, Annalen Bd. II. 
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Untersuchungen wird gleichfalls diese Aronhold’sche Form zu Grunde 
gelegt werden, wobei indessen von vornherein eine formale Aenderung 
bei der urspriinglichen Definition hervorgehoben werden soll, welche 
in vielen Fallen dazu dienen wird, bei der Behandlung einzelner Pro- 
bleme eine Transformation des Differentials ein fiir allemal zu vermei- 
den. Durch diese Umformung wird zugleich das Differential als einer 
bestimmten Gattung von algebraischen Ausdriicken angehérig erschei- 
nen, aus deren Kigenschaften sich alle auf das Differential beziiglichen 
Sitze ableiten lassen. 


Bezeichnet man durch: 


die Gleichung einer algebraischen Curve mn‘ Ordnung, bezogen auf 
Dreieckscoordinaten, so besteht nach dem Euler’schen Satze fiir jeden 
Punkt dieser Curve die -sagaee 

7] . 
(2) fF a, + $F 2, 4+ £0 .m—n-f=0, 


wihrend die dem Punkte x benachbarten Curvenpunkte x + dx in 
erster Anniherung bekanntlich der Bedingung: 








ae oe ee ae 
(3) Da, dz,+ Fee daz, + Dan dx, = 0 
geniigen miissen. Aus diesen beiden Gleichungen folgt die Proportion: 
(4) Ly AX, —X, dx, : X,dxX,— 2X, dx, :%,dx,—2X,dx, = 
of , OF aa 
Oxy . OX, . OX, 
Mithin ist der Quotient: 
C,(X_gAX,— XydXq) + Cg(x,d x, — = aes) + ¢;(%,da%,—%dz,) __—s_ |exdax! 
1 — as 
= (4, ~£ + o£ ~ + 0 2) “x Ge 


von den willkiihrlichen Gréssen ¢; véllig unabhiingig. Wird derselbe 
dann noch mit einer Function: 0(z,2,%,) multiplicirt, welche in den 
Variabelen 2; rational und homogen ist, und deren Ziahler um n—3 
Ordnungen hélfer ist als der Nenner, so ist: 

(6) D= jeodai@mae) (unter der Bedingung: f= a; = 0) 


n—1 
a, 4, 


der Aronhold’sche Differentialausdruck, welcher, wie leicht ersicht- 
lich, nun noch von einer unabhingigen Verinderlichen bedingt ist. 
Kine an sich nicht wesentliche Aenderung, deren Bedeutung an 
dem hier vorliegenden Falle von drei Variabelen am wenigsten _her- 
vortritt, kann nun dadurch getroffen werden, -dass man an Stelle des 
einen willkiihrlichen Punktes mit den Coordinaten: c; die Coordinaten 
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nde eweier willkiihrlichen Linien (u, = 0 und v, = 0) einfihrt, welche, falls 
ing y laufende Coordinaten bedeuten, durch ihren Durchschnitt den Punkt 
che ¢ bestimmen. Vermittelst der Substitution: 








ro- “~ ‘ 
Be Q:¢; = wv, das heisst: @ - ¢, = u,v; — Uv, U.S. Ww. 
ner geht dann das Differential (5) in die Form iiber: 
hei- © (x %_X3) (U,V,.— VU) 
heed (6) D = ( 1“2 5A a ondz , 
in deren Nenner nunmehr eine Functionaldeterminante erscheint, auf 
deren Eigenschaften alle algebraischen Sitze tiber die zu untersuchen- 
den Differentiale beruhen. Dabei sei insbesondere noch erwahnt, dass 
auf an Stelle der willkiihrlichen Linien: u,—0O und v,—O die linearen 
eden Polaren des Punktes x in Bezug auf irgendwelche Curven: g“=0O und 
v= 0 eingefiihrt werden kénnen, so dass also die Coordinaten- u; 
und », von den verinderlichen Gréssen x abhiingig werden. Der Aus- 
druck (6) nimmt auf diese Weise die allgemeinste Form an: 
‘ : Dm O82) Fe ve (Pe Par — V2 Paa) — 
@ ean at! gl y—! (apy) tai 
wobei also mp“ und y? durchaus willkiihrliche Gréssen bedeuten*). 
ail Dass in der That dieser Ausdruck von den Gréssen go und » 
vollig unabhingig ist, elgt wiederum unmittelbar aus dem Satze der 
Proportionalitit von nd, mit a aks Sodann ergiebt sich in Ueber- 
einstimmung hiermit, dass in allen Punkten 2 der Fundamentalcurve 
f, in denen der Zihler, abgesehen von der Form 0, verschwindet, 
; auch der Nenner von der nimlichen Ordnung gleich Null wird, und 
umgekehrt; denn das Verschwinden des Zihlers wie des Nenners be- 
sagt, dass sich die Tangente im Punkte w an der Fundamentalcurve 
a mit den linearen Polaren des nimlichen Punktes in Bezug auf 
velbe “und ~: in einem Punkte schneidet. Auch wenn die Curven: /, » 
. ind ~ gemeinsame Punkte besitzen sollten, bleibt diese Higenschaft 
“| unverindert giltig. Dagegen bilden die etwa vorhandenen singuldren 
Punkte der Fundamentalcurve eine Ausnahme; denn fiir diese Punkte 
*) Wenngleich die hier vorangestellte Definition durch die Hinzunahme der 
sicht- Coordinaten zweier willkiihrlichen Linien nicht an Einfachheit zu gewinnen scheint 
st. im Vergleich zu der urspriinglichen Definition, welche dem Differentiale; nur einen 
g an willkiihrlichen Punkt e adjungirt, so mége darauf hingewiesen werden, dass ; bei 
baal den zu Raumcurven oder Linienfliichen gehérigen, Differentialen zwei Punkt- oder 
vier Liniencoordinaten gewdéhnlich eingefiihrt werden miissen, welche, dieser Dar- 
e des stellung entsprechend, immer nur durch ‘zwei’ Ebenen- beziiglich zeet Complex- 
naten coordinaten ersetzt werden. 
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verschwindet die im Nenner stehende Functionaldeterminante unab- 
hiingig von den Curven g und y. Die Null- und Unendlichkeitspunkte 
des Differentials, d. h. diejenigen Punkte, in welchen der Werth des 
zu integrirenden Differentiales D von anderer Ordnung wird als das Dif- 
ferential der veriinderlichen Grésse «, werden demnach, abgesehen 
von den singuliren Punkten der Fundamentaleurve, ausschliesslich 
durch die im Zahler und Nenner von © stehenden Functionen auf der 
Curve: f = 0 ausgeschnitten. 


Das Integral, zu welchem das Differential (7) Anlass giebt, wird 
im Folgenden als _,,langs der Curve a," = 0 hinerstreckt“ bezeichnet 
werden, 

Die algebraischen Differentiale lassen diesen Entwickelungen zu- 
folge die vor allem wesentliche Eigenschaft erkennen, dass sie gebro- 
chene algebraische Functionen dreier homogenen Variabelen sind, zwi- 
schen denen eine Bedingungsgleichung besteht, und dass der Nenner 
derselben in zwei Factoren zerfaillt, von denen der eine die F'unctional- 
determinante von drei Curven darstellt. Bei allen Problemen nun, die 
sich auf die Ermittelung der Werthe beziehen, welche die Summe 
oder iiberhaupt die symmetrischen Functionen der Differentiale in den 
Schnittpunkten der Fundamentalcurve mit einer beliebigen anderen 
Curve annehmen, kann dieser Ausdruck ohne Weiteres so umgeformt 
werden, dass der Nenner desselben nur noch die Functionaldeterminante 
enthilt. Zu dem Zwecke gebe man in der Form (7) der gebrochenen 
Function »—3'* Ordnung den Werth: 


m+n—3 
Ps n—3 bar 


(2, He Xs) ' p™ 
x 


Wird nun das Differential hingeleitet von den Schnittpunkten einer 
beliebigen Curve gf bis zu den entsprechenden Punkten einer benach- 
barten Curve, welche mit p* + g“~'dgp,—0 bezeichnet werden mige 
(eine Bezeichnung, welche ausdriickt, dass die homogen vorkommen- 
den Constanten der Curve in ihren gegenseitigen Verhiltnissen un- 
endlich wenig geindert sind), und soll die Swmme der so erhaltenen 
Differentialwerthe dargestellt werden, so gelten fiir die Werthe: 2; und 
x; + dx; die vier Gleichungen: 

(8) a=0, ab *a,,=0, gf =0, of 'o+ of ‘dg,=0, 

Die letzte dieser Gleichungen, in welcher der bei formaler Differen- 
tiation auftretende Zahlenfactor u des ersten Gliedes als Divisor zum 
zweiten Gliede hinzugedacht werden kann, besagt, dass die zu den 
Punkten 2; unendlich benachbarten Punkte x; -+ da; von der zu @ 
benachbarten Curve gm + dq ausgeschnitten werden. Setzt man noch 
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schliesslich die willktihrliche Function 7" gleich 6”, so geht das Dif- 
ferential (7) in die Form iber: 








haall en 
0) Dan — F296 Gene i a 
2 (ap B)az* ph Br (apB)ar—" of By 






unter der Bedingung: a = 0 und g* = 0*). 







g 2. 


Beweis und Erweiterung eines von Jacobi aufgestellten algebraischen 
Satzes. 














Algebraische Ausdriicke von thnlicher Art, wie wir sie soeben 
fiir das Differential entwickelt haben, sind zuerst von Jacobi**) ge- 
bildet und untersucht worden, dergestalt, dass sich aus diesen Unter- 
suchungen die Anzahl der Bedingungsgleichungen ergab, welche zwi- 
schen den w-» Schnittpunkten der beiden Curven: at = 0 und gt=—0 
bestehen miissen. Zu dem Zwecke geniigte es, die dritte in der Functio- 
naldeterminante des Nenners vorhandene Curve £™ als gerade Linie 
anzunehmen und den im Uebrigen willkithrlichen Zihler dadurch ein- 
zuschrinken, dass er die niimliche gerade Linie zum Factor erhielt. 
Fiir diese Function: 







1\ —-* *U, u-tn--3 
(i) . D —apo)a’ i get ? oder D . y roe U! . v, == 0, 
(v =(apv) an g'') 


gilt als wesentliche Eigenschaft der Satz, dass die Summe der Werthe 
von D, gebildet fiir die w-n Schnittpunkte der Curven a® =O und 
pt = 0 identisch gleich Null ist. 

Im Folgenden soll nun dieser Satz zunichst von neuem bewiesen, 
sodann aber durch eine einfache Umformung begrifflich erweitert wer- 
den. Zuvérderst muss als besondere Higenthiimlichkeit hervorgehoben 
werden, dass der Werth von D, gebildet fiir irgend einen der Schnitt- 















*) In etwas anderer Weise ist diese Form (9) von Clebsch abgeleitet wor- 
den; a, a. O. p. 194. 

**) Theoremata nova algebraica circa systema duarum aequationum inter duas 
variabiles propositarum. Journal t, 14. 

De relationibus, qfiae locum habere debent inter puncta intersectionis dua- 
rum curvarum vel trium superficierum algebraicarum dati ordinis, Journal t. 15. 

Eine Erweiterung dieses Jacobi’schen Satzes auf Functionen beliebig vieler 
Variabelen ist von Clebsch (a, a. O. p. 224 ff.) gegeben worden. 
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punkte der beiden Curven: a%—0O und g“=—0, vollig unabhingig 
von den Coefficienten der Form v, ist, dass also statt der -linearen 
Function v, jede ganze und homogene algebraische Function der 
Gréssen ‘x substituirt werden kann; denn unter der Bedingung: a* =0, 
g% = 0 ist: 


(2) ae gt (age) - a = ar gta" (apa) + vz, 
also 
v, a’ 


-1 —1 v n—1 —1 v—1, ? 
a®~* gk (apr) a”. Ve a)" (apa) 


wobei a’ eine beliebige Function der angegebenen Ordnung bedeutet. 

Um nun die Summe der Werthe von D fiir das Schnittpunkt- 
system: a* == 0, g*=—=( zu gewinnen, denke man sich die viel um- 
fassendere Aufgabe gestellt: Es sollen aus diesen beiden Gleichungen, 
sowie der Gleichung (1): D-¥ — U-v, =0, die Gréssen 2 elimi- 
nirt werden. Durch diese Elimination miisste eine Gleichung vom 
Grade «+n in D hervorgehen, deren Wurzeln die einzelnen Werthe 
von D in den w -  Schnittpunkten der Curven a@ und @ liefern, wih- 
rend die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von D, dividirt 
durch den Coefficienten von D“”, die einfachsten symmetrischen Func- 
tiohen dieser Werthe reprisentiren. Unter diesen symmetrischen 
Functionen wird insbesondere die gesuchte Summe dadurch gegeben 
sein, dass man den Coefficienten von De*—' durch den negativ ge- 
nommenen Coefficienten von D« dividirt; wir werden daher das. Bil- 
dungsgesetz dieser beiden Coefficienten zu untersuchen haben. Aus 
der Zusammenstellung der drei Gleichungen: 


(3) ax =0, gi =0, D-¥ = UJ. vz, = 0 


wird ersichtlich, dass der Factor von D#* aus der Resultante von a, 
gp und ¥ besteht. Die Resultante zweier Curven a und und ihrer 
mit Hinzunahme einer dritten Curve v gebildeten Functionaldetermi- 
nante zerfillt aber bekanntlich in zwei Factoren, von denen der eine die 
Rtesultante der drei Curven a, y und v reprdsentirt, indessen der an- 
dere, unabhiingig von den Coefficienten v, die Beriihrungsinvariante der 
beiden erstgenannien Curven darstellt*). Der Beweis dieses Satzes, der 
auch durch rein geometrische Schliisse leicht zu begriinden ist, folgt 
auf algebraischem Wege aus der sub (2) gegebenen Relation, die wir 
kurz so schreiben wollen: (agv) +a, —=(agpa)-v,. Aus derselben 


*) Salmon: Geometrie der héheren ebenen Cur¥tn. Deutsch bearbeitet 
von Fiedler (Art, 98). 

Zu dem im Texte eingeschlagenen Beweisgange vergl.: Gordan, Resultanten 
von Covarianten (Math. Annalen Bd. IV). 
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ergiebt sich, wenn die Resultante von a, m und % mit Re, », y) be- 
zeichnet wird, die Gleichung : 


Re, pew * Rea, 9, « = Rea, g, aga) * Ra, Q, v)* 

Demnach ist: 
: R a, Ps (apa) 
(4) Re. 9, = Re,e, 9° carer ) 

a,9,@ 

das heisst: die gesuchte Resultante besteht aus zwei Factoren. Die 
Bedeutung des zweiten Factors, welcher zufolge der linken Seite dieser 
Gleichung von den Gréssen « nur scheinbar abhiingen und also lediglich 
eine simultane Form zwischen a und @ darstellen kann, wird aus der 
Forderung erkannt, dass die drei Gleichungen: a* = 0, g# =O und 


? 


, % R 
(apa) at— pt—' «1 = 0 beim Verschwinden der Form: S(e,9, tage) 


(a, 9, a) 
fiir jeden Werth von @ gleichzeitig bestehen miissen, was nur so még- 


lich ist, dass die ersten Ableitungen von a" denen von g# proportional 
werden, das heisst: dass die Curven @ und » sich in einem ihrer 
Schnittpunkte beriihren. 

Da nun aber die einzelnen Werthe von D nur scheinbar von 
den Coefficienten der Form: v, abhingen, so miissen sich auch die 
symmetrischen Functionen aus diesen um Werthen unabhingig von 
v darstellex lassen; es werden also in der gesuchten Gleichung alle 
Coefficienten, falls sie nicht iiberhaupt identisch verschwinden, die 
Resultante: Ria,»,. zum Factor haben. Nach Weglassung dieser 
allen Gliedern gemeinsamen Form besteht der Factor von D#«" nur 
noch aus der Beriihrungsinvariante der Curven az und gt. Die 
Bedeutung derselben als des zum hiéchsten Gliede der Gleichung 
gehdrigen Coefficienten ist durch den Satz ausgesprochen, dass bei 
einer Beriihrung der beiden genannten Curven der Werth von min- 
destens einer der Gréssen D unendlich wird. Weil jedoch bei einer 
Beriihrung der beiden Curven, wozu hierbei auch die Fille gerechnet 
werden miissen, dass einer der gemeinsamen Punkte von a® und 
g* zugleich ein singulirer Punkt fiir eine der beiden Curven ist, jeden- 
falls zwei Werthe von D zusammenfallen und unendlich gross werden, 
so miisste auch der Coefficient von D*"—', falls er nicht itiberhaupt 
verschwindet, ausser der genannten Resultante die Beriihrungsinva- 
riante zum Factor haben. Diese Méglichkeit ist aber dadurch ausge- 
schlossen, dass dieser Factor in den Coefficienten der beiden Grund- 
formen um einen Grad niedriger ist als der vorangehende. Mithin 
ist die Forderung, dass das Verschwinden der Beriihrungsinvariante © 
das Unendlichwerden zweier Werthe von D anzeige, nur dann erfiillt, 
wenn der Coefficient des zweiten Gliedes fiir jedes Schnittpunktsystem 
identisch verschwindet. 
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Bezeichnen wir also durch: > D die Summe der fiir das Schnitt- 
(at =0, Co = 0) 
system von a*—0 und g*=0 gebildeten Werthe ‘von D, so ist der 
Jacobi’sche Satz durch die Form: 


uste— ° +v, ; a 
(5) >D => (apv)ar—' gi me 5 (,=9, pees 
dargestellt. 


Man kann nun aus dieser Gleichung eine bemerkenswerthe Eigen- 
schaft algebraischer Functionen ableiten, als deren Specialfall sich als- 
dann wieder die vorstehende Gleichung erweist. Da niimlich der Beweis, 
wie wir ihn gefiihrt haben, véllig unabhiingig davon war, ob eine der 
Curven a® und g* singulire Punkte besitzt oder nicht, und von welcher 
Art diese etwaigen Singularitiiten sind, so bleibt auch dann noch die 
Gleichung (5) bestehen, wenn wir annehmen, dass z. B. die Curve 
gt in das Product zweier algebraischer Curven zerfillt. Setzt man nun: 

gp = bn. cr’, wobei also w= mn + n’, 
so wird: 


(apy) ar—! pe-! = wR - ar—'bn—! (abv) - ce 


n’ 


+ ee ol an—ter'—1 (acu) + bs. 


Fiihrt man diesen Werth in den Nenner des Ausdruckes fiir D ein 
und untersucht wiederum die Werthe, welche D in den Schnittpunk- 
ten von a® = 0 mit b” - ct” = 0 annimmt, so zerfallt die Summe dieser 
Werthe in zwei Theile, je nachdem man die auf b" = 0 oder ct’ =0 
gelegenen Punkte betrachtet. Die Gleichung (5) gewinnt also die 
Form: 


“tiled ‘—3 Vy eres. v, 
(6) x". >’ eee +e nv > - a. eet 


an Bo ct’ (aev)- bn 


Hier bezieht sich die erste Summe auf die Schnittpunkte von a® = 0 
mit b* = 0, die zweite auf die Schnittpunkte von a% = 0 mit c™” = 0. 
Jede dieser beiden Summen ist, wie oben bewiesen wurde, von den 
Coefficienten der Function v, voéllig unabhingig, so dass diese Glei- 
chung ihre Giltigkeit nicht verliert, wenn in dem ersten Ausdrucke: 
vz gleich c%’, in dem zweiten: v, gleich b" gesetzt wird. Durch diese 
Substitutionen erhdlt man die Relation: 


Untn'tn"—3 Uetetn"—3 
tak. ageigae 7" eae 
a, by cy (a b ¢) a, by cy (a b ¢) 


(a%=0, b" =0) (a®=0, c™ =0) 
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Aus der Symmetrie dieser beiden Ausdriicke in Bezug auf die drei 
Functionen a*, b", c*” folgt, dass diese Summen auch der mit » multi- 
plicirten Summe von D gleich sind, wenn man die Werthe von D fir 
die n’- n” Schnittpunkte von b” = 0 und c*’= 0 berechnet. Das hier- 
mit gewonnene Resultat, welches die Grundlage der folgenden Betrach- 
tungsweisen bilden wird, fassen wir in dem Satz zusammen: 

Ist ein Ausdruck von der Form: 


yeeey n"—3 





(8) = (abc)an—* _ . e-* 


gegeben, und wird die Summe der Werthe von D in den Schnittpunkten 
je eweier der drei in der Functionaldeterminante des Nenners enthalte- 
nen Curven untersucht, was beispielsweise fiir die n- mn’ Schnittpunkte 
der beiden Curven a® und b% durch das Zeichen: 

> D 


(a®=0, 2 =0) 


ausgedriickt werden mag, so besteht zwischen diesen Summenwerthen die 
Gleichung: 


(9) nr’. > D =n- > D=n"- > D. 


(az—=0, UZ=0) (Of =0, ch’ 0) (cy'=0, at=0) 


Der Jacobi’sche Satz ist als Specialfall in diesem mit inbegriffen ; 
denn enthalt die Function U eine der Functionen, z. B. c%’, als Factor, 
so wird die Summe der Werthe von D auch in den Schnittpunkten 
von a und b gleich Null, weil fiir die Schnittpunkte von 6 und c, oder 
ce und a jedes D sogar einzeln verschwindet. Zugleich lehrt der vor- 
stehende Satz, dass P, D uur in den Fallen unendlich werden kann, 
wenn sich die Curven a, } und ¢ in einem Punkte schneiden; dagegen 
bleibt sie bei einer einfachen oder auch mehrfachen Beriihrung zweier 
Curven endlich, wiewohl zwei oder mehr Werthe von D in diesem 
Falle unendlich gross sind. 

Der Beweis fiir die Gleichung (9) kann auch auf die Weise ge- 
wonnen werden, dass man, direct von der Form (8) ausgehend, aus 
dieser sowie aus zweien der Curvengleichungen, z. B. a® = 0, b” —0 
die Gréssen x eliminirt. Der Coefficient von D”” besteht wiederum 
aus der Resultante der drei Curven, multiplicirt’ mit der Beriihrungs- 
invariante von a und b, wihrend der Coefficient des nichstfolgenden 
Gliedes aus der néimlichen Beriihrungsinvariante und einem anderen 
Ausdrucke zusammengesetzt ist, in welchem, wie leicht ersichtlich, die 
Coefficienten der drei Curven: a, b und ¢ gleichberechtigt auftreten. 
Der aus beiden Coefficienten erhaltene Quotient reproducirt sich dem- 
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nach bis auf einen Zahlenfactor fiir jedes zwischen zweien der Curven 
bestehende. Schnittpunktsystem*). 

Aus unserem Beweisgange wird ferner erschlossen, dass ebenso 
wie der specielle Jacobi’sche Satz auch der aus diesem abgeleitete 
allgemeinere seine Giltigkeit bei Schnittpunktsystemen beliebig vieler 
Variabelen nicht verliert. Definirt man z. B. als Beriihrungsinvariante 
dreier Flichen diejenige Form ihrer Coefficienten, durch deren Ver- 
schwinden ausgesagt wird, dass in einem der gemeinsamen Punkte 
die drei Tangentialebenen ein Biischel bilden, so bleiben alle Schluss- 
weisen unverindert bestehen, und es folgt auch hierbei der Satz: 

Bedeuten: a® =0, 8 =0, c”=0, d®"=0 die Gleichungen von 
vier Fliichen, so filt, wenn U eine beliebige Function vom Grade: 
n+ n+ n’+ n”— 4 darstellt, fiir die Summe der Werthe von: 


U 
10 De= sb dks 
( ) (abed)« ee fi a” — 


in den vier Punktsystemen, welche durch den Schnitt je dreier der Flé- 


chen erzeugt werden (Sip bezeichne das Schnittpunktsystem der Flii- 


chen: b, ¢ und d), die Beziehung: 


, ; , we 7 
(1) nm SD=n- SS D=n'. SD=n"- SD. 
(iD 1688) [e889] (Iv) 

Bei zwei Gleichungen a® = und b* —0 mit zwei homogenen 
Veriinderlichen beruht dieses Gesetz auf der Bedeutung der Discrimi- 
nante und erhiilt die einfache Form: 
gate 
Die Summe der Werthe von D = —~__., 

(ab) a®— ye} 


Wurzeln der Gleichung a® = 0, ist gleich der mit ~ multiplicirten 


Summe von D, gebildet fiir die Wurzeln der Gleichung b" = 0, wobei 
U jede beliebige Function vom angegebenen Grade sein kann. 


gebildet fiir die 


*) Das Bildungsgesetz fiir den Coefficienten des Gliedes: D""~—' liisst sich 

folgendermassen aussprechen: Bezeichne 
” cant = (abe) a®—1pn—1 cr —! 

die im Nenner von D stehende Functionaldeterminante, so wird die Resultante 
Ria», e) auch dann noch ‘in ihre beiden Factoren zerfallen, wenn man alle Sym- 
bole @ mit Ausnahme einer Symbolreihe durch Einfiihrung der Werthe (abc)a;b,¢, 
auflist. Man ersetze nun in der Resultante Ra, b, 0)? in welcher dieser Entstehung 
zufolge immer noch eine Reihe der Symbole: a, b und ¢ zu e@ zusammengefasst 
ist, diese Symbole @ durch die von U. Maultiplicirt man alsdann den so gewon- 
nenen Ausdruck mit dem Zahlenfactor mn’ und der Beriihrungsinvariante von a 
und b, so stellt dieses Product den gesuchten Coefficienten dar. 
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§ 3. 
Das Abel’sche Theorem. 


Der Satz, welchen wir im vorigen § fiir algebraische Ausdriicke 
von der Form D bewiesen haben, kann in gewissem Sinne als mit 
dem Abel’schen Theoreme identisch betrachtet werden, sobald wir 
ihn auf die algebraischen Differentiale anwenden, welche zufolge der 
Form (9) des § 1. dieser Classe von algebraischen Functionen ange- 
héren. Um dieses deutlich einzusehen, wird man zunichst die ein- 
fachsten Differentiale ins Auge zu fassen haben, das heisst diejenigen, 
welche entweder keine Unstetigkeitspunkte oder nur solche besitzen, 
die durch etwaige Singularititen der Fundamentalcurve bedingt sind. 

Fiir dieses Differential : 


=u8 
cxdx ty 


3 
(i) * D=—,=——— (unter der Bedingung: at = 0), 
a, a, 


dessen Summenwerth fiir die Schnittpunkte einer Curve g« = 0 und 
einer dieser benachbarten Curve: g*-+ p—'dp, =O mit a*—0 unter- 
sucht werden soll, ergiebt sich zufolge der friiheren Entwickelungen 
der gleichberechtigte Ausdruck : 


ay gla 

@ Pm THe) SA =O 
wobei v, eine im Uebrigen beliebige, ganze und homogene algebraische 
Function bedeutet, von deren Coefficienten die zu untersuchenden 
Werthe von D giinzlich unabhiingig sind. Gemiiss des Jacobi’schen 
Satzes ist also die Summe der Werthe eines algebraischen Differen- 
tiales hingeleitet auf der Curve a*—0O von den wn Schnittpunkten 
der Curve g*=0 bis zu den jedesmal benachbarten Schnittpunkten 
der Curve: g*+ p“—1dgp, = 0 gleich Null, wenn das Differential nur 
in den etwa vorhandenen, singuliren Punkten der Fundamentalcurve 
unendlich werden kann. Betrachtet man demnach die Summe von 
un lings der Curve hinerstreckten Integralen des Differentiales D, bei 
denen die unteren Grenzpunkte durch die Curve o*—0, die oberen 
durch y= 0 ausgeschnitten werden, und deren Integrationswege durch 
einen continuirlichen Uebergang von p% zu y* festgelegt sind, so ist 
diese Integralsumme gleich einer Constanten, welche nur durch die In- 
tegrationswege, nicht aber durch die beiden dusseren Grenzsysteme be- 
dingt ist*). 

Aus dieser Gleichung, welche wir kurz so schreiben: 


*) Clebsch a. a, O. p. 195. 
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(3) fr 3/2 _, Ene, (a" = 0), 


wird nun wii: leas wie im vorigen §, eine neue und allge- 
meine Relation abgeleitet, wenn man annimmt, dass die Curve an =(), 
iiber deren Singularitiiten keinerlei Voraussetzungen gemacht sind, in 
zwei Curven zerfdllt, wenn man also statt a® das Product: a® - B™ ein- 
fihrt. Alsdann wird nimlich: 


|ea dz | — x 
(4) ae me ata, rene a —==const. (a%-p™=0). 


pm 
ce 


Diese SE zerfaillt aber in zwei Theile, je nachdem die In- 
tegrale lings der Curve: a® = 0 oder liings: 6" =O gefiihrt werden. 
Aus der Trennung dieser beiden Theile folgt die Relation: 


wy 


w 
"leada|amt*—3 cxdx eve~ 3 
x * 
+r =—Mn- > es -+-const.*). 
6m-at—ta, Pz Be 


7 


(B; = 9) 


Beachtet man, dass die Curve 6™=—O in den auf der linken Seite des 
Gleichhéitezeichens stehenden Integralen die Unendlichkeitspunkte auf 
der Fundamentaleurve: a" = 0 ausschneidet, so lisst sich der Inhalt - 
dieser Gleichung in dem Satze aussprechen: 

Jede auf die Schnittpunktsysteme der Fundamentalcurve mit einem 
beliebigen Curvenpaare beziigliche Integralsumme kann direct durch die 
Summe neuer Integrale dargestellt werden, welche liings derjenigen Curve, 
die auf der ersten die Unendlichkeitspunkte des Integrales bestimmt, 
innerhalb der niimlichen Grenzen und auf den entsprechenden Integra- 
tionswegen hinerstreckt sind. 

Die beiden im Nenner stehenden Functionen haben mithin fiir 
jedes Schnittpunktsystem in Bezug auf Bildung der Integralsumme, 


*) Substituirt man in den-links stehenden Ausdruck ™ c den Werth: 
ran 
Bp: mtg, in den rechts stehenden den Werth: c wey en tye*: 80 
folgt die at 


- f  49,° — mee > gi —'dg,-amt*-3 
> — ake m— i — re 
Lz an 1 5a 1 gt! (aBg) pz" az—* gh (Bag) 
(at =0, of =0) (By =0, of =0) 


wodurch auch dieser Satz direct auf den im vorigen § gegebenen zuriickgefiihrt ist. 
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—1 
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‘ihrt ist. 
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abgesehen von einer multiplicativen und einer additiven Constante, voll- 
kommen gleiche Bedeutung. 





Falls demnach B™ eine rationale Curve insbesondere eine gerade 
Linie darstellt, so wird durch diese Vertauschung die Summe von ir- 
rationalen Integralen irgend welchen Geschlechtes ohne Weiteres durch 


eine Summe von rationalen Integralen ausgedriickt, wie solches das 
Abel’sche Theorem verlangt. 


Aber auch in dem Falle, dass die Unendlichkeitspunkte auf einer 
Curve von beliebigem Geschlechte liegen, fiihrt nach einer einfachen 
Substitution die nimliche Vertauschungsweise zu einer Darstellung der 
Integralsumme durch lauter rationale Integrale. Eine Substitution, 
welche dieses leistet, ist folgende*): Man lege durch die mn Schnitt- 
punkte der Curven: a* 0 und 6" =O von einem beliebigen Punkte 
der Ebene aus mn gerade Linien, von denen jede die Curve a” noch 
in »—1 weiteren Punkten schneidet. Bezeichnet man das Product 
dieser Geraden durch: p{!) p@) .. +p, so lisst sich, im Allgemeinen 
noch auf mannigfaltige Art, eine Curve @ von der m(m—1)'" Ord- 
nung finden, welche durch diese mn(n— 1) iiberfliissigen Schnittpunkte 


hindurchgeht; denn diese Bestimmung liefert fiir die a (eerers 











von einander unabhiingigen Constanten der Function © nur mn(n—1) 
—4(n—1)(n—2) lineare Bedingungsgleichungen. Es bleiben also 
noch 4(mn—m—n-+1)(mn—m—n-+ 2) Constanten willkiihrlich; 
tiber diese kann man, was indessen fiir die gegenwirtige Betrachtung 
nicht wesentlich ist, insbesondere so verfiigen, dass die Curve © in 
dem gemeinsamen Schnittpunkte der mn Strahlen einen (m— 1)(n—1)- 
fachen Punkt erhilt, was gerade mit 4(mn—m—n-+ 1) (mn—m—n-+2) 
Bedingungen iiquivalent ist. 


Demzufolge besteht bis auf Glieder mit dem Factor a® die Glei- 
chung: 




















(6) p® p® ss pe) =f). pm . Ore—v, 


wobei 4 eine beliebige, je nach der Normirung der homogenen Coeffi- 








*) Um die Summe von irrationalen Integralen durch rationale auszudriicken, 
geniigt es bereits eine rationale Curve zu bestimmen, welche, ohne in das Pro- 
duct von geraden Linien zu zerfallen, das nimliche Schnittpunktsystem wie 
By und iiberdies eine Anzahl von Punkten ausschneidet, deren Einfluss durch Auf- 
nahme einer entsprechenden Function in den Zihler des Differentiales compensirt 
wird. Die im Texte ausgefiihrte Substitutionsweise ist deshalb gewihlt worden, 
weil sie zugleich dazu dient, die Summe irrationaler Integrale nach logarithmi- 
schen und algebraischen Functionen zu entwickeln. 


Vgl. hierzu: Clebsch und Gordan, Theorie der Abel’schen Functionen 
p. 5 ff, 
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cienten zu bestimmende Constante bedeutet; denn bei variabelem Werthe 
von A ist innérhalb des Curvenbiischels: 


pi) p® ... pm — 2. Bm. Omn—1) — 0 


jedenfalls eine Curve vorhanden, welche die Curve at—0 in mn?+1 
Punkten schneidet, das heisst: welche diese Curve als einen Theil 
ihrer selbst enthalt. Nach Einfiihrung des Werthes: 


1 2 
1 2p. 


m 
6—+- 


(mn) 
° Pr 


m(n—1) 
0. 
in das Differential: 
jexdx| Yate he 


mt n—1 
6, °4, 4, 


geht dieses in ein solches iiber, dessen Unendlichkeitspunkte durch 
lauter Gerade ausgeschnitten werden. Nach dem Vertauschungssatze 
wird also die urspriingliche Integralsumme auf eine Summe von mn 
verschiedenen Integralen gebracht, welche liings gerader Linien erstreckt, 
das heisst rational sind. Auf jeder der mn Geraden p ist die Inte- 
gralsumme zu bilden von den mw Schnittpunkten der Curve ab bis 
zu den mw Schnittpunkten der Curve ~, und jedes der auf eine dieser 
Geraden beziiglichen Integrale besitzt zwei Unendlichkeitspunkte, naim- 
lich den einen in einem der Schnittpunkte von a® mit 6”, den ande- 
ren, bei welchem der Nenner des Differentiales in der (m-+-n—2)™ 
Ordnung verschwindet, in dem gemeinsamen Schnittpunkt aller Ge- 
raden p . 


g 4. 


Ueber die Darstellung von Summen rationaler Integrale durch 
logarithmische und algebraische Functionen. 


Nachdem im vorhergehenden § gezeigt ist, wie sich die Summe 
von irrationalen Integralen durch eine Summe von rationalen Integra- 
len ausdriicken lisst, erscheint es von weiterem Interesse, diese letz- 
tere Integralsumme nach logarithmischen und algebraischen Functio- 
nen zu entwickeln und dadurch auf ihre einfachsten Grundformen zu- 
riickzuftihren. Es soll daher im Folgenden das auf eine Gerade als 
Fundamentalcarve beziigliche Integral, anf dessen Typus nach den 
letzten Entwickelungen die Summe aller algebraischen Integrale ge- 
bracht ist, niher behandelt und die Darstellung desselben durch loga- 
rithmische und rationale Functionen vollstindig durchgefiihrt werden. 
Die Methode, welche dabei zur Anwendung kommen wird, unterscheidet 
sich in einigen Punkten, zum Theil wohl auch in der ganzen Auffas- 
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sung von derjenigen, welche Aronhold zur Lésung dhnlicher Auf- 
gaben gegeben hat*). 

I. Der Vollstindigkeit halber beginne ich auch hier zuniichst 
mit dem irrationalen Differentiale: 


a 1 } d ! n 2 
eil (1) D= = Al — (unter der Bedingung: a" = 0). 
“a a 


) 
Vy x c 


Die Curve f = a” mige beliebige Singularitiiten besitzen; dagegen sei 
muerst die Voraussetzung eingefihrt, dass dieselbe von der Linie v, 
in » Punkten geschnitten werde, von denen nicht mehr als je zwei zu- 
sammenfallen. Die Integralsumme, gebildet vom Differentiale D fir 
ein Schnittpunktsystem von gp bis y lings der Curve /, geht tiber in die 
mit —” multiplicirte Summe der Integrale des rationalen Differentiales: 


irch , ceedz|«5—* ; 

an (2) D = me oe (unter der Bedingung: v, = 0), 

mn 

eckt, wenn jetzt diese Summe genommen wird auf der Geraden v, auch 
Inte- wieder von den mw Schnittpunkten mit g bis zu den uw Schnittpunkten 
bis mit y. Das auf die Curve beziigliche Integral ist also so zu sagen 
lieser auf das lings der Geraden erstreckte a) gebildet, wobei aber immer 
nam- nur eine Gruppe von wn Schnittpunkten auf der Curve eine Gruppe 
ande- von « Schnittpunkten auf der Geraden entspricht. Die Unendlichkeits- 
_2)e0 punkte beider Integrale bleiben hierbei die nimlichen, wahrend mit 
r Ge- den (n—2) Punkten, in denen das Differential (1) verschwindet, 


nur »—2 Verschwindungspunkte des Differentiales (2) correspondiren. 
Zur Entwickelung des Summenwerthes der tiber das Differential D’ 
genommenen Integrale dient nun eine einfache Partialbruchzerlegung. 
h Unter der Bedingung vz=0 kann némlich die Curve a® =0 durch 
ein Product von n geraden Linien ersetzt werden, von denen jede durch 
je einen der Schnittpunkte von v, mit a® hindurchgeht. Bei der Vor- 





summe aussetzung, dass von diesen » Schnittpunkten nicht mehr als héchstens- 
itegra- je zwei paarweise zusammenfallen, lassen sich diese » Linien so be- 
e letz- stimmen, dass niemals drei unter ihnen durch denselben Punkt gehen. 
unctio- Das Product dieser m von einander verschiedenen Linien werde durch 
en zu- pt p®).-- p™ bezeichnet; dann ist: 

ade als ileal 

h dn | @) D = =a) (ve = 0). 

ale ge- Pz Pr "Pz %, 

h loga- 


Dieser Ausdruck gestattet folgende Zerlegung; man setze: 
werden. 


scheidet 
Auffas- 








*) A. a. O. Ba, 61. 
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n—2 
ay Ay9 a 
(4) po) p®...p = 50 p® + p) p® pe tt 
G,—1, 0 Wik 
+ pe) p» 2 pop : 
Zulassig ist diese Entwickelung deshalb, weil unter den Formen pi 
keine drei von einander in linearer Weise abhingen und weil die An. 
zahl der Constanten a,, mit der zu a®—* gehdrigen Zahl 4n (n — 1) 


am tee 


oie! 


von willkiirlichen Constanten iibereinstimmt. Gingen aber irgend drei 
der Linien p durch den nimlichen Punkt, so wiirde die linke Seite fiir 
diesen Punkt im Allgemeinen von der dritten Ordnung unendlich gross 
werden, die vorstehende Gleichung mithin ihre Giltigkeit verlieren. 
Man findet den Werth eines dieser Coefficienten z. B. a;,, indem man 
beide Seiten der Gleichung (4) mit p'?p® multiplicirt und sodann fiir 


xz den Schnittpunkt dieser beiden Linien substituirt, also «= pipe 
setzt. Demzufolge wird: 
(ap p*)"—2 
(pp p™) ’ 
wenn TI(ppp™) das Product aller Determinanten bezeichnet, welche 
dadurch entstehen, dass p alle Werthe von p bis p™ mit Ausnahme 
der beiden Werthe p® und p durchliuft. 

Betrachtet man nun ein Integral von der Form: 


jexdax 

= on fae? C=) 

und erstreckt dasselbe von den Schnittpunkten der Geraden v, mit 
g bis zu den Schnittpunkten derselben Linie mit y, so kann man 
wiederum statt der Curven g und wy Producte von uw Geraden einfiihren, 
und die Integrationswege zwischen den Grenzen g und y durch In- 
tegrationswege zwischen den Linien uu oe . u) und ww = . wf 


(5) n= i= 


ersetzen. Dabei bildet der auf v, pF ANY Durehechnitt sit ? is 
-untere Grenze’ des Weges, welcher im Punkte der Linie w“’ endet, 


Substituirt man also fiir x den Werth on, fir dx den Werth vdu, 
so erhailt man aus (6) das Integral: 

if (vudu) 
(7) ain | asa 
Bezeichne § den Unendlichkeitspunkt, wuteher durch die Linie p® 
auf vy, ausgeschnitten wird, so lisst sich pov == § setzen. Aus dieser 
Annahme folgt: 
duce) — Ue Ia 
(opp) 


Wag 
(EOEM 2) = v,(vpp™) also (vudu) = - it 
Das Integral (7) verwandelt sich also in: 











8) - 
®) - 


Nun 
w Lir 
v mi 
deute 
(wl 


a 

Px 
Die § 
in die 


Darst 
aber ; 
kénne. 
werde) 


mehre 
lassen 
annim) 
pe). . 

gelegt 
noch , 
Logari 
schwin 
nur 7 - 
M1, Ay 
dritter 
80 dass 
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* wo Aya) — Mya Ayo ae a5, log me Meo : 
) Tei P™), Mca) Maca) (opp (%)) M4) 


Nun wird ais das mit dem Factor a,, behaftete Integral fir alle 
uw Linien zu bilden sein, welche das Schnittpunktsystem von » oder 
v mit v reprisentiren, und da § einen auf v gelegenen Punkt be- 
deutet, so ist zufolge der Gleichung: (pou) = (wou) (u@vu) --. 
(wow) auch: 








“ (1) (2) (x) i ae SC (u) 

P.() = Uo Uo ccee uti) und ebenso: v0 = W 4) W cree wt) . 
Die Summe aller mit a;, multiplicirten Integrale geht auf diese Weise 
in die Form iiber: 

we “ 
in Be che 
( v p p®) we Pe 
Mithin ist schliesslich: 
17 


_ yt #. 

Ny > ee 

\ dled vy yatta. (vp i, yy 1 wd pk) . 
. 


unter Voraussetzung der Gleichung (5) und der Relation: 
(avu)" = (pvu) (pPvu) --- (pou) = Usa) ty --- Un) « 
Bemerkeuswerth ist die scheinbare Willkiirlichkeit, welche in dieser 
Darstellung je nach Wahl der Gréssen p\ zu liegen scheint, welche 
aber auf das Gesammtresultat keinen Kinfluss auszuiiben vermag. So 


kénnen z. B. mehrere der Coefficienten a;, zum Verschwinden gebracht 
werden, indem man die Linien p\), p).-- so wihlt, dass «—* durch 


mehrere der Schnittpunkte pop” hindurchgeht. Auf diese Weise 
lassen sich unter Anderem alle a;; (wobei i die Werthe von 2 bis » 
annimmt) bis auf eines zerstéren,. dadurch dass m —2 der Linien 
p®)---p™ durch die n — 2 Schnittpunkte von p®) mit a®-* hindurch- 
gelegt werden: bei dieser Darstellung bleibt wie erforderlich immer 
noch eim Ausdruck bestehen, in welchem der Punkt &® unter dem 
Logarithmus auftritt. Die Maximalzahl der auf diese Weise zum Ver- 
schwinden gebrachten Coefficienten betriigt: 4(m—1)(n—2), so dass 
nur n — 1 logarithmische Glieder nachbleiben, welche durch die Formen: 
M1, Ax2, +++ + Axn dargestellt werden. — Fiir die normirten Differentiale 
dritter Gattung ist a®—* durch n —2 der Punkte £ hindurchgelegt, 


80 dass: 
n—2 


Cy ai, 
=— >», (v2=0). 
pp?) .. oe pe) pp @ 
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Mithin reducirt sich die obige Form (9) in diesem Falle auf das eine 
mit a;, multiplicirte logarithmische Glied. Ueberhaupt bestehen, so- 
bald die Curve a*—* durch einen der Schnittpunkte von v, mit a”, 


z. B. durch den Punkt pr, hindurchgelegt ist, zwischen den Coeffi- 
cienten a;; Relationen von der Form: 


a; i a9; a 


ni 
== ( 
“(p® py) a (p® py) | p™ py) ? 


zu Folge deren simmtliche Glieder, in btkeg der Punkt & vor- 
kommt, sich gegenseitig aufheben. 

Die oben ausgefiihrte Partialbruchzerlegung bleibt, wie schon 
erwahnt wurde, auch dann noch giltig, wenn mehrere der Schnitt- 
punkte von v, mit a® paarweise unter einander zusammenfallen, weil 
auch dann noch simmtliche Linien p‘ von einander verschieden sind, 
und keine drei beliebigen unter ihnen in linearer Weise von einander 
abhingen. Fallen z. B. die Punkte & und & zusammen, so liegt 


der Schnittpunkt pop® auf v,. Die Bestimmung der Constanten ay 
bleibt dabei ungeindert und in der Formel (9) erhilt nur das Integral 


, cxdx}| ss S 
(10) iy “We (vz = 0) 


einen andern Werth. Setzt man auch hier wieder: 


ran a 
pOv — E) 3 pv a ECA) — E@) 
und fiihrt einen beliebigen auf v, gelegenen Punkt ¢ ein, so wird: 
ti) du. — Ft) 
(E%ex) = (pv ex) = p-v,, also (vudu) = — ss. 


i) 
pk 
Das Integral (10) verwandelt sich also in: 


w 


- 1 Wy du, — wd ~~ i w, u, 
(11) (i) aor arene (i) (=* ie ) i 
Pe Ui) pt efi) AQ) 


7 


Ausgefiihrt tiber alle Linien u, welche das Schnittpunktsystem von 9 
und w~ bestimmen, ergiebt diese Formel nach Multiplication mit dem 
zugehérigen Factor a;, den Werth: 


vse \ 
d\ log — ) 
(12) Gin = 9.) 
Vp de 


Sobald r algebraische Unendlichkeitspunkte im Differentiale durch 
das Zusammenfallen je zweier Schnittpunkte auftreten, gehen demnach 
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von den See). logarithmischen Functionen r in algebraische iiber: 


wahrend die itibrigen zunichst ungeindert bleiben. Ist die Curve 
_* durch mehrere dieser Punkte die Linie v, einfach schneidend 
hindurchgelegt, so verschwinden die Coefficienten der betreffenden 
algebraischen Glieder, da (ap p®)"—? gleich Null wird, wihrend die 
logarithmischen bestehen bleiben. 

II. Nicht mehr durchfiihrbar wird dagegen die vorstehende Partial- 
bruchzerlegung, sobald mehr als zwei der Punkte § zusammenriicken. 
Denn alsdann schneiden sich mindestens drei der Linien p in einem 
Punkte und die Gleichung (4) bleibt nur noch giltig, wenn auch die 
Curve a? mindestens einfach durch diesen Punkt hindurchgeht. 
Mithin umfasst diese Formel nur diejenigen Fille, ir denen das Diffe- 
rential entweder logarithmisch oder von der ersten Ordnung algebraisch 
unendlich wird. Die Fille héherer Beriihrung zwischen a® und v, 
werden am einfachsten mit Hilfe des von Aronhold angegebenen 
d-Processes erledigt. Zu dem Zwecke seien die vielfach zihlenden 
Schnittpunkte uicht mehr durch ein Product verschiedener Linien, 
welche durch den nimlichen Punkt gehen, sondern durch Potenzen 
linearer Ausdriicke bezeichnet, so dass unter der Bedingung: v, = 0 : 


(13) a” ca (py (ny ee (pm » mad tat---dn. 


Entwickelt man daun zuniichst den Ausdruck: 


m— 2 


x 
oo. . sa..? 
p p eee ¥, 


in welchem alle Factoren des Nenners nur in der ersten Potenz auf- 
treten, nach Partialbriichen, so gelangt man durch wiederholte Diffe- 
rentiation nach den Coefficienten von p“ auf beiden Seiten, indem 
man fiir die Incremente die entsprechenden Symbole «a substituirt 
(also a, fiir dp", a, fiir dpy, a, fiir dp), zu einem Ausdruck von 
der Form: 


at? 


zx 
xz zx x 


Die oben behandelten Fundamentalintegrale gehen dadurch in die 
Form iiber: 


\exda| — 
(14) Hie,” (v2 = 0), 


fir welche sich eine Recursionsformel auf folgendem Wege aufstellen 
lisst. Der Kiirze halber werde, immer unter der Bedingung vz =0: 
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lezda2| __ _ * jcada| ates aa a 
ON es at as 


gesetzt. Alsdann ist: 
(16) @(i*, k) = — 6,(@(i,k)), (i, #) = —406;(a(*, h)), 


a(i*, k*) = — d,(a@(0?, k)) = & We 
Aus der Gleichung: 


- 1 ( Wein) 
a(t, k) = (op) *) log ( u eli) ) 
folgt aber: 


fe: eer ) ide 1 . =) 
(7k) —=— 8,(0G,R)) = Cre ayy OCB) — Tapa & (og €°). 


wi) 


Fiir die Berechnung des letzten Ausdruckes betrachte man, um die 
additiven Constanten in eee ee zu bringen, das Integral: 


- 2. (ve p™ 
a(@, k) — (vp) “ay a(%, k) 


1 jeada (« 2 (vp p®) — Py (v pap™)) 
(vp p®) sere he (Pp)? — 


Der Werth desselben ist, da fiir alle Punkte die Relation: v,=0 gilt: 


(vp a) (vudu) _ (vp! w) a1 Me 
(op p®) J (pow)? (opp) pl — (up) ’ 
wenn auch hier ¢ einen beliebigen auf v gelegenen Punkt bezeichnet. 


“NN 
Setzt man dann insbesondere fiir ¢ den Werth pv, so erhilt man: 
= - - ; bs pas (wev) (p™ wv) 

(17) (upp) a(?, k) — (vap™) w(i, k) = (up v) - 8 pty) : 
Die Linie «, welche hierbei auftritt, bedeutet die obere Grenze, bis 
zu welcher das Integral erstreckt ist. Differentiirt man diese Formel 
(A — 2) mal nach p, so folgt: 
(18) (vp p™) a(#, k) — (vap™) a(i-', k) 

1 (wav) ~ ’ — ieee . 

aa (up y ye-2 Hyg ad 
Um eine Recursionsformel fiir das allgemeinere ome a (i, ke) zu 
gewinnen, gehe man von der durch Differentation nach p“ aus (17) 
gewonnenen Form aus: 
(19) (wp®p™) (a, k?) — (vp«) w(a*, k) + (vpa) (i, hk?) 

(vp) («vp) 
(op p®)? 
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und differentiire dieselbe zuerst nach p*, alsdann nach p®), so folgt: 


(20) (opp) o (i, ke) — (wp ce) (a4, k- 1) + (yp® a) w (#—1, be) 


\ 4 . 
4t+tu—3! (evp)*-} (avp)“—1 
I—i!p—I! (yp pOF=1"(ppO yeni (A> 1, ¥>1). 





Der auf der rechten Seite stehende Ausdruck ist eine von den Grenzen 
des Integrals unabhiingige Constante, und simmtliche Werthe - ent- 
halten ausser algebraischen Functionen, welche nach negativen Po- 
tenzen von p, p® .-- fortschreiten, immer nur die eine logarith- 
mische Functionen w(i,k). Die Gréssen « kommen, weil jeder Aus- 
druck: (i, k“) mit dem Coefficienten a;, multiplicirt wird, zu solchen 
Potenzen vor, dass sie zugleich als Symbole einer irreducibelen Form: 
a®~* aufgefasst werden kénnen, 

Ill, Einer besonderen Behandlung bedarf endlich noch dasjenige 
Differential, welches von vornherein das Quadrat oder iiberhaupt die 
Potenz einer Function im Nenner enthélt. Denn alsdann liefert der 
Satz von der Vertauschung der beiden Functionen des Nenners lauter 
unendlich grosse Differentiale, deren Summen zu je zweien aber einen 
endlichen Differentialwerth besitzt. Man kann hierbei zu einer auch 
formal befriedigenden Darstellung durch einen Grenzprocess gelangen, 
indem man die mehrfach zihlende Curve als aus dem Producte be- 
uachbarter Curven entstanden auffasst. Es soll im Folgenden der 
Fall des Quadrates einer linearen Function vollstindig durchgefihrt 
werden, da auf diesen alle anderen, bei denen Curven héherer Ord- 
nung auftreten, durch eine iihnliche Substitutionsweise, wie die am 
Schlusse des § 3. angewandte, gebracht werden kénnen: 

Es sei gegeben: . 


| 81 
lexdx| a? 


, += eS 
(v,)*ap a, 


(21) D= (unter der Bedingung a” = ()) 


und es soll wiederum die Integralsumme gebildet werden von den 
Schnittpunkten einer Curve go = 0 bis zu den Schnittpunkten einer 
Curve y, = 0. Alsdann besteht die Gleichung: 


w 
* 


(22) * lends! «,” 


1 


2 Uz Ue 


Setzt man nun (v,)?==v,-w, und denkt sich w, unendlich benachbart 
70 Vz, so ist statt der rechts stehenden Summe zu schreiben: 
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w 


jexda| a? se ate 
ni [=/ aca — af 
’ 
(w, = 0) 


a 


Nun ist aber nach der oben benutzten Partialbruchzerlegung: 


n—1 n—1 b, 


sii “s peer + y_ : 
p) p®.. eee ply, - (i, “ti _ Pe, 


Py Pz 


n—1l 


; + 25 
_ p) p®.. pw, sing ror a ; Ww, 


Dabei sind die Linien p® so bestimmt, dass sie je eimen der Schnitt- 
punkte von v, und a" mit dem benachbarten Punkte von w; und a’ 
verbinden; das heisst: sie stellen im Grenzfalle die Tangenten der 
Curve a® in den Schnittpunkten mit der Linie v, dar, und es kann 
also schliesslich : 


(i) n—tl 
y= (9 @ Wwy= 0, a = 9), 
. s Ss 
gesetzt werden. Die Coefficienten a;, und b; werden nach der friiheren 
Weise bestimmt, der zufolge 


din, es : (cep! p®)"—1 = (xpo)*—* 
(opp) TH (ppp™) ” Tt (pp) 


wird, und ebenso: 


(aps iat (ap! a)"—! 


i. = === 
* (wp p®) TH(ppp) 2 TH(pp™w) 


Das Integral mit dem Factor a;, vereinigt sich, wenn w, gleich v, 
gesetzt wird, ohne Weiteres mit dem Integral aj, zu der im Obigen 
entwickelten Form: 


2a (vudw) 
o “wes (p® vu) 


Dagegen vereinigen sich zwei der Integrale, welche beziiglich mit ); 
und }; multiplicirt sind, in folgender Weise; es ist: 


ee +8 
Pz W, Pp, Ww 
~~’ |wudw| = (vudu) 
“) (p®wu) (vow) aor (vowu) 
ook *(wudu) ( p/ou)—(ouds)(p un) _ —bf. (pY udu) | 
(p vu) (pO wu) (vwu) (p™ vu)? 





m3 (Cm 


ost es a = 


a 


To Pm FT 
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wenn v, mit w, zusammenfiallt. Fiihrt man nun einen beliebigen auf 


p® gelegenen Punkt c® ein, setzt demnach pl — EW ela, so zerlegt 
sich das letzte Integral in die direct integrirbare Form: 


ce 
b Hy MM yy — Hi MMe a( ) 
ay . , — 
(x)? (4)? ae oP J 


Ausgedehnt tiber alle mw Linien, welche das Schnittpunktsystem von 
g vertreten, bis zu den Schnittpunkten der mu Linien, welche statt 
der Curve te eingefiihrt sind, erhilt man die aus n algebraischen, 


und jee Functionen zusammengesetate Endform: 


ra | “ 

AS We (ky) Pei 

(23) 4 >? ont — 2n a oe ~y log - gm re 
= (up p' ’) “ He 


: Pe Pea) 


we 
i) ) 
"A > (vga)? de 

Treten im Nenner des Differentiales héhere Potenzen auf, so ist auch 
hier der 06-Process in der friiher angedeuteten Weise auszufiihren; 
doch will ich, um die Uebersicht iiber die Betrachtungsweisen, welche 
dem Vorstehenden zu Grunde liegen, nicht zu hindern, auf besondere 
Einzelheiten, deren Loésbarkeit durch die entwickelten Methoden er- 
sichtlich gemacht ist, nicht weiter eingehen. 

Fassen wir das Resultat der in diesem Abschnitte gefiihrten 
Untersuchungen kurz zusammen, so erscheint als wesentlichstes Er- 
gebniss die Zuriickfiihrung der auf ein Schnittpunktsystem beziiglichen 
Summe von irrationalen Integralen auf eine Summe von rationalen, 
wodurch das Abel’sche Theorem bereits explicite dargestellt wird; 
die Entwickelung dieser Summe nach logarithmischen und algebraischen 
Functionen , welche durch Erweiterung der von Aronhold zur Liésung 
ihnlicher Probleme gegebenen Methoden erzielt wurde, bildete nur 
eine Ergiinzung hierzu. Jene Zuriickfiihrbarkeit aber erwies sich als 
ihrem Wesen nach identisch mit einer Eigenschaft, welche einer 
ganzen Classe von algebraischen Ausdriicken zukommt, und welche 
selbst nichts anderes als eine directe Folge aus dem von Jacobi auf- 
gestellten Fundamentalsatze ist. 
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Zweiter Abschnitt. 


Ueber die Integration der durch symmetrische Functionen 
algebraischer Differentiale dargestellten Differentialgleichungen. 
Specielle Falle. 


§ 5. 
Allgemeine Erérterungen. 


Unter allen symmetrischen Functionen, welche sich aus den 
Differentialen eines gegebenen Schnittpunktsystemes bilden lassen, tritt 
die Summe der Differentialwerthe deshalb besonders in den Vorder- 
grund, weil diese Summe direct integrirt und somit das Gesetz ihrer 
Bildung auch auf die Darstellung von Integralen iibertragen werden 
kann. Die iibrigen symmetrischen Functionen fiihren indessen zur 
Integration von Differentialgleichungen, welche, da sie in der Form 
von Connexen auftreten, fiir die Theorie der dem Differentiale zu 
Grunde liegenden Curve nicht ohne Bedeutung sind. 

Die Werthe nimlich, welche das auf eine Curve n'* Ordnung 
beziigliche Differential D in den Schnittpunkten der Fundamentalcurve 
mit einer Geraden (wv, =) und einer zu dieser benachbarten Geraden 
(wz + du, =) besitzt (nur auf diesen einfachsten Fall eines Schnitt- 
punktsystemes sollen die folgenden Untersuchungen sich beschriinken), 
werden durch eine Gleichung n' Grades dargestellt, deren Coeffi- 
cienten aus Formen zusammengesetzt sind, welche nur noch von 


den Variabelen u und udu, sowie von den Constanten der das Diffe- 
rential definirenden Functionen abhiingen. Mithin bestehen alle diese 
Coefficienten aus Connexen, welche dem simultanen Systeme der in 
D enthaltenen algebraischen Functionen angehéren. Setzt man einen 
dieser Coefficienten gleich Null, so wird dadurch auf der Geraden: 


u, =O eine im Allgemeinen endliche Zahl von Punkten wie be- 
stimmt und die unendlich kleine Drehung der Linie wu in solch’ einem 
Punkte fiihrt zu » Differentialen, zwischen denen eine Relation be- 
steht, wie sie durch das Verschwinden des betreffenden Coefficienten 
ausgesagt ist} Man kann nun aber umgekehrt auch von einer be- 
liebigen linearen Relation zwischen zweien oder zwischen allen n Diffe- 
rentialen ausgehen. Weil sich diese Relation in den Coefficienten der 
Gleichung n” Grades ausdriicken lisst, so erhilt man durch dieselbe 
eine Bedingungsgleichung zwischen der Linie uw und ihren _,,Dreh- 


punkten“ udu. Fiir diese, als fiir die Hauptcoincidenz eines Connexes, 
ist das Integrationsproblem auf eine Quadratur zuriickgefiihrt. Denn 
die angenommene Relation zwischen den » Differentialwerthen fihrt 
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durch ihre Integration zu einer neuen Gleichung zwischen den m auf 
die Schnittpunkte einer Geraden beziiglichen Integralen, und da sich 
durch zwei dieser Punkte alle iibrigen ausdriicken lassen , so gewinnt man 
eine endliche Gleichung zwischen zweien auf der Geraden gelegenen Schnitt- 
punkten. Sind also die Punkte der Fundamentaleurve durch zwei nicht 
homogene Parameter: 4, und 4,, zwischen denen eine Bedingungs- 
gleichung besteht, dargestellt, so erhilt man nunmehr eine Schaar 
von Classencurven auf die Weise, dass man den Punkt, welchem die 
Parameterwerthe 4,°, 4,° angehéren, mit demjenigen Punkte verbindet, 
dessen Parameterwerthe durch die gewonnene Integralgleichung mit 
4,°, 4)° verkniipft sind. Aus der willkiirlichen Constante, welche in 
dieser Gleichung vorkommt, wird eine Schaar von einfach unendlich 
vielen Curven abgeleitet. 

Ein einfaches Beispiel fiir diese Art der Problemstellung liefert 
die Frage nach der Drehung, vermége deren auch fiir die allgemeinen 
Differentiale dritter Gattung die Summe aller auf das Schnittpunkt- 
system einer Geraden beziiglichen Integrale constant bleibt, und es 
gitt allgemein das Gesetz, dass solch ein Drehpunkt auf jeder Ge- 
raden immer nur einmal vorhanden ist. Ueberhaupt gehért die all- 
gemeine Behandlung dieser Fragen einem Gebiete an, welches da- 
durch eine Erweiterung des Abel’schen Theoremes bildet, dass hier 
nicht die einfache Summe der Differentiale untersucht wird, sondern 
eine solche, in welcher jedes Glied mit einem beliebigen aber con- 
stanten Factor, der auch Null sein kann, behaftet ist. 

Alle Connexe, deren Integration sich durch diese Untersuchung 
auf eine Quadratur zuriickfiihren lisst, haben zufolge ihrer Entstehung 
die besondere Eigenschaft, dass sie, falls sie sich auf terndre Formen 
beziehen , durch Uebertragung aus dem Systeme bindrer Formen gewonnen 
werden, und zwar solcher Formen, welche unmittelbar dem simultanen 
Systeme der in dem Differentiale vorkommenden Functionen entnommen 
sind, wenn man dieselben wie Formen, welche um eine Dimension 
‘niedriger sind, behandelt. Auch wird aus einer einfachen Abzihlung 
ersichtlich, dass durch die Bildung der symmetrischen Functionen von 
D unter den ebenen Curven nur bei der Curve 3'*" Ordnung Connexe 
auftreten , welche dem Formensysteme der Fundamentaleurve aus- 
schliesslich angehéren*). 

Im Folgenden habe ich versucht, diese Probleme, auf welche ich 
durch das Studium des auf eine ebene Curve 3'* Ordnung beziiglichen 


*) Unter den Raumcurven sind es gleichfalls die Normaleurven vom Ge- 
schlecht p = 1, niimlich die Curven 4'** Ordnung, 1'* Species, deren Differential 
keine Functionen weiter’ erfordert, als die Combinanten der beiden Flichen 
zweiter Ordnung, durch deren Durchschnitt die Curve erzeugt wird. 





398 Ax. Harnack. 


elliptischen Integrales gefiihrt wurde*), auch fiir Differentiale vom- 
Geschlecht: p=0 (§ 7.) und p=3 (§ 8.) zu erértern. Der Vollstindigkeit 
und des Zusammenhanges halber sind zunichst die fiir die Curve 3'* Ord- 
nung gefundenen Resultate kurz erwaihnt worden (§ 6.); denn das auf diese 
Curve beziigliche iiberall endliche Integral lisst sich in eine bemerkens- 
werthe Beziehung zu dem einfachen Integrale vom Geschlecht p = 0 
bringen, zu welchem ein Kegelschnitt als Fundamentalgebilde Anlass 
giebt (§ 7, IL). Jedoch musste ich mich im Allgemeinen fast nur 
darauf beschrinken, an diesen Beispielen zunichst die Methode zu 
entwickeln, vermége deren es gelingt, eine wirkliche Darstellung aller 
auf das Schnittpunktsystem einer Fundamentalcurve beliebiger Ordnung 
mit einer Geraden beziiglichen Differentiale zu gewinnen (§ 8, I und II), 
und bin noch nicht auf die Schwierigkeiten eingegegangen, welche 
bei der Parameterdarstellung von Curven beliebigen Geschlechts einer 
geometrischen Discussion solange entgegenstehen, als man sich, wie 
es bei diesen Untersuchungen zuniichst der Fall ist, immer nur auf 
die Betrachtung eines Integrales beziehen kann. 

Bei der Behandlung des lings eines Kegelschnittes erstreckten 
Differentiales lag es nahe, die Aronhold’sche Integrationsmethode 
nochmals zu beriihren und die von Aronhold erledigten Probleme in 
den Zusammenhang dieser Untersuchungen aufzunehmen. 


§ 6. 
Ueber ein Differential vom Geschlecht: p= 1. 


Die Untersuchung derjenigen Connexe, bei welchen die Integration 
der Hauptcoincidenzeurven durch eine Quadratur geleistet werden 
kann, gewinnt bei den ebenen Curven dritter Ordnung besonderes In- 
teresse, weil man hierbei, wie schon erwaihnt wurde, auf Connexe 
gefiihrt wird, welche ausschliesslich dem terniiren cubischen Formen- 
systeme angehéren und daher fiir die Geometrie der Curve dritter 
Ordnung iiberhaupt von unmittelbarer Bedeutung sind. Zugleich liegt 
in der verhiltnissmissig einfachen Periodicitit des einen, iiberall 
endlichen, elliptischen Integrales die Méglichkeit begriindet, auch die 
geometrischen Eigenschaften der Integralgleichungen, welche sich er- 
geben, ohne weitere Schwierigkeit zu iibérsehen. 

Bezeichnet man das elliptische Differential erster Gattung, welches 
sich auf die zu Grunde gelegte Curve f = a,° = 0 bezieht, mit: 

(1) D = 16282! (a3 = 0), 


a,?a, 


*) Zur Theorie der terniiren cubischen Formen (§ 6). Math. Annalen 
Bd. IX, pag. 235. 
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so soll die cubische Gleichung fiir die drei Werthe von D entwickelt 
werden, welche dadurch entstehen, dass man auf der Curve von den 
drei Schnittpunkten einer Geraden: u, = 0 zu den drei Schnittpunkten 
einer benachbarten Geraden: u,-+ du, =O fortschreitet. Man ge- 
winnt diese Gleichung durch Elimination der Gréssen x; und dz; aus 
den fiinf Gleichungen : 


(2) D-a,?a,—|exdx|=0, a,?=0, a,?@az=0, uz =0, (du)z+ Uae=0. 


Diese fiinf Gleichungen reichen zur Elimination der sechs Grdéssen: 
a und dz; aus, weil zwischen diesen homogenen Verinderlichen 
noch zwei weitere Gleichungen von der Form: 


(3) kya + kx, + kyx, = 1 k,da, + k,dx, + kydx, = 0 
vorausgesetzt werden kénnen. Giebt man dem Differentiale (1) die 
im Vorhergehenden vielfach benutzte Form: 


(4) a a 

wa eee 
in welcher die Coefficienten v; beliebige Constanten bedeuten, so sind 
die Gréssen dz; bereits eliminirt und die vollstiindige Erledigung des 
gestellten Problemes erfordert also die Elimination der Gréssen x aus 
einer linearen, einer quadratischen und einer cubischen Form. Diese 
Rechnung liisst sich noch dahin vereinfachen, dass man statt a, = 
die Gleichung: D - a,?(awu) + du,w, = 0 einfiihrt, wobei wiederum 
die Gréssen w; beliebige Constante darstellen; denn das gleichzeitige 
Bestehen der beiden Gleichungen: vu, = 0 und: 


as v,du, w,du,, 


a,,?(avu) a? (awu) 


ist an die Bedingung a,’ =O gekniipft. Auf diese Weise ist die 
Eliminationsaufgabe auf zwei quadratische und eine lineare Gleichung 
gebracht; das, Resultat derselben , von welchem sich der die willkiirlichen 
Constanten enthaltende Factor: (vwu) absondert, wird durch die cubische 
Gleichung dargestellt: 
(5) D.F+3D-.0+2f=0, 
wobei /', 0, f die geliiufigen Bedeutungen haben: 

F = (abu) (edu)? (acu) (bdu), O = (abu) azb,, f= az*, 

“~ 
nur dass hierbei die Gréssen x durch die Unterdeterminanten udu 
zu ersetzen sind. Zufolge des Abel’schen Theoremes verschwindet das 
zweite Glied dieser Gleichung, deren Wurzeln, mit D,, D,, D,;, be- 
zeichnet, der Relation D, + D, + D,; = 0 Geniige leisten. 

Nimmt man zwischen diesen Wurzeln eine zweite lineare Be- 
ziehung an: m,D, + m,D,+ m,D,=0, die auch vermittelst der 
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erstehi Gleichung in der Form: (m,—m,) D,-+ (m, —m,) D,=0 
dargestellt werden kann, wobei die Gréssen m irgend welche rationale 
oder irrationale Zahlen bedeuten, so wird durch diese Forderung auf 


jeder Geraden uw, eine endliche Anzahl von Drehpunkten: udu fest- 
gelegt. Denn damit dieselbe befriedigt sei, muss, wenn mit 
et at 


m,— Ms 


das Verhiiltniss zweier Wurzeln bezeichnet wird, zwischen den Coef- 
ficienten der Gleichung (5) die Relation bestehen: 


' _ (36—2) g3__ 9 — 2, &+e+! 
Pee ae es OO Se ee 
In dieser Gleichung kénnen selbstverstiindlich, ohne dass sich der 


Werth von 55 aindert, fiir @ die Werthe — 


Mg — 


1 
ite — Ms — My 
tte .. — “i—™ oder die reciproken Werthe dieser drei 
@ Mz — Me 

Ausdriicke substituirt werden. Diese Connexe bestimmen im Allge- 
meinen je sechs Drehpunkte auf der Geraden uw und die Differential- 
gleichungen, welche durch die Hauptcoincidenzen derselben dargestellt 
werden, sind durch die vorstehende Betrachtung auf die Quadratur 
des der Curve dritter Ordnung zu Grunde liegenden elliptischen In- 
tegrales gebracht. Der Verlauf dieser Curven lisst sich zumal in den 
Fillen, in welchen @ eine rationale Zahl bedeutet, und in denen 
daher die Integralcurven algebraisch werden, ziemlich vollstiindig tiber- 
sehen; doch darf ich wohl bei diesen Betrachtungen, in denen ins- 
besondere die Curven, fiir welche @ = 1 wird, eine ausgezeichnete 
Rolle spielen, auf meine friiheren Arbeiten mich zuriickbeziehen*), 


und — 


§ 7. 
Ueber Differentiale vom Geschlecht: » = 0. 


I. 
Das Fundamentalintegral: a(v) =f cada 


Vv, 4,4, 

Wenn zufolge des Abel’schen Theoremes die Summe der auf ein 
Schnittpunktsystem beziiglichen Integrale nach logarithmischen und 
algebraischen Functionen entwickelt werden kann, so liefert bei den 
Differentialen vom Geschlecht: p= 0 der nimliche Satz solch eine 


*) Die geometrischen Eigenschaften dieser Curven sind niher behandelt in 
dem Aufsatze: Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir die 
Geometrie der Curven dritten Grades. Math. Annalen Bd. IX, pag. 1 ff. 
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Entwickelung fiir das einzelne, lings der Curve erstreckte Integral 
selber. Denn es besitzen die rationalen Curven Biischel von adjun- 
girten Curven (im Allgemeinen von der Ordnung n — 2) dergestalt, 
dass jede Curve des Biischels die Fundamentaleurve nur noch in einem 
variabelen Punkte trifft. Insbesondere lisst sich bei denjenigen 
Differentialen, zu welchen ein Kegelschnitt als Fundamentalgebilde 
Anlass giebt, die Ermittelung des Integrales so durchfiihren, dass zu- 
nichst die Sumnie der beiden Differentialwerthe, welche durch den 
Schnitt einer Geraden bei ihrer Drehung um einen festen, auf ihr 
gelegenen Punkt entstehen, integrirt und sodann der Mittelpunkt des 
Strahlbiischels auf den Kegelschnitt selbst verlegt wird. Die Ein- 
fiihrung der unabhingigen Liniencoordinaten gewihrt von vornherein, 
und hierauf beruht wohl ein Vorzug, eine Darstellung des Integrales, 
bei welcher die Variabelen frei von jeder Irrationalitiét erscheinen. 


Als allgemeinste Form der hier geltenden Differentiale ist der 
Ausdruck : 


“~ 
(1) a. \¢xdx| O (x, X_xs) on © (x, x, a) (uw eda) 
a,a, a, (auw) 


(a,? Natok 0) 


zu betrachten, wenn © eine algebraische, rationale und homogene 
Function der Gréssen x bedeutet, in welcher der Nenner um eine 
Ordnung hdher ist als der Zihler. Demnach erhilt das einfachste 
dieser Differentiale die orm: 


A 
(2) 5 eae exdax| ia l\uw ada (az? —_ 0) . 


VU, 4,4, Vv, a, (auUw) 


Untersucht man nun die Summe der beiden Differentiale in den Schnitt- 
punkten der Gerade w, und der ihr benachbarten u, + du, =O mit 
a,”, so wird diese Summe nach unserem allgemeinen Satze gleich sein 
einem lings der Geraden v, erstreckten Differentiale von der Form: 
, cxdx\ — 

3) ao 

wenn dieses gleichfalls fiir den Schnitt der nimlichen Geraden ge- 
bildet und mit dem Factor —2 multiplicirt wird; demzufolge sub- 


“~N 
stituire man in die Gleichung (3) fiir 2 den Werth vw, fiir dx den 
Werth vdu, so wird: 
Pia (vudu) | 
(4) > D=—2D oe Be (avu)? 


Bedeuten nun § und y diejenigen beiden Punkte, in welchen die Linie 
vz den Kegelschnitt a,2 schneidet, das heisst: die beiden Unendlich- 
keitspunkte des Integrales (2), so kann 
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“~N 
v=§y, a?=0, = (abv)? = — 2(a,a,)* 


gesetzt werden. Demnach ist: 


; Us du, —%, dus suk Uy ; 
(5) > fr oy gy r “a, =) waar 8 = +e: 


" 
Um nun den auf einen bestimmten Punkt «x des Kegelschnittes 


“NN 
beziiglichen Integralwerth zu ermitteln, setze manu —ka« und be- 
trachte k; als die Coordinaten eines festen, auf dem Kegelschnitte ge- 
legenen Punktes; dann ist: 


» d —_ 2 1 k 9 9 
(6) f aa = V ar oe |f enl 4 const., (az?—=0, ax? —=0).*) 
Fiir den Fall, dass die Linie v, den Kegelschnitt tangirt, also (abv)? = 0 
und £ = wird, erhilt das Integral durch Substitution des Werthes 


v= fc, wobei & den Beriihrungspunkt, ¢ einen beliebigen auf v ge- 
legenen Punkt bezeichnet, die Form: 


u u 


° . ® 
(1 — pan 2 (vudu) kK i usdu, — udus 
) 7 a oe J (aveut a? us? 


2 |kxe| 
a2 |kaxé 
Die vollsténdige Durchfiihrung der Elimination der Gréssen x aus den 


drei Gleichungen: 
om 


vuxdxz| du, , 
D= ———__ = — —_~.., a=0, u=0 
v,4,(avu) a, (4v0U) 


fiihrt zu der in D quadratischen Gleichung: 
(8) 4D?- (abu)? - (avu)? + D(abu)* - (vudu) + (audu)? =0. 
Die Summe der beiden Differentialwerthe wird also gleich null, wenn 


*) Die von Aronhold angegebene, in den Punkten & und 7 nicht sym- 
metrische Form lautet in den hier gebrauchten Bezeichnungen: 


7 log a 

(abv)? v, 

Der Uebergang von dem oben gefundenen Ausdrucke zu diesem bedingt eine 
Aenderung der additiven Constante, und zwar mit Durchgang durch einen Un- 
endlichkeitspunkt; es ist: 


Setzt man hier k = y, so geht dieser Ausdruck in die Aronhold’sche Form iiber. 


kénn 
(10) 

werd 
doch 
unte: 
in di 
Satz 

harn 
zug ¢ 
sind 


einar 


(19) 
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Bedi 
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der Drehpunkt der Linie w in den Schnittpunkt von wu mit v hinein- 
riickt. 

Sollen dagegen die beiden Differentialwerthe einander gleich sein, 
die vorstehende Gleichung (8) mithin eine reine quadratische werden, 
so muss die Bedingung erfiillt sein: 


(9) (abu)? { (abu)? (vudu)? — 2(avu)? - (audu)?} =0. 
Durch diesen Connex, den wir nach Absonderung des Factors (abu)? 


und nach Einfiihrung der Bezeichnung: udu = 2x wie folgt schreiben 
kénnen: 


(10) (abu)? - vz? 4 2(avu) -a,? = 

werden jeder Geraden scheinbar zwei Punkte zugeordnet, welche je- 
doch, wie eine einfache Umformung lehrt, in einen zusammenfallen; 
unter der Bedingung uv, —0 geht niimlich die vorstehende Gleichung 
in die Form iiber: — 2(a,(avu))? =0*). Demnach ergiebt sich der 
Satz: Dreht man eine gerade Linic uz in demjenigen Punkte, welcher 


cas 
harmonisch zu dem Schnittpunkte von u mit der Linie v = §&y in Be- 
sug auf die beiden dem Kegelschnitte angehorigen Punkte gelegen ist, so 


sind die beiden so erhaltenen Werthe des Differentiales: D = Recasead 


V,4,a, 
eimander gleich. 

Die in der Gleichung (9) aufgestellte Hauptcoincidenz des Connexes 
(10) bietet ein immerhin bemerkenswerthes Beispiel dafiir, wie eine 
durch einen Connex gegebene Differentialgleichung unter gewissen 
Bedingungen sofort dadurch integrirt werden kann, dass man statt der 


Differentiale udu wiederum die Variabelen x einfiihrt und die ausser- 
dem noch vorkommenden Gréssen wu als Integrationsconstante auffasst. 
ee ini, so ist durch v,?—Aa,?=0 
(abu)? 

ein Biischel von Kegelschnitten geliefert mit der Eigenschaft, dass 
auf jeder Tangente: wu, einer beliebigen im Biischel enthaltenen Curve 

~N 

der Beriihrungspunkt harmonisch liegt zu dem Punkte vu in Bezug 
auf die beiden Schnittpunkte von wu, mit a,”, eine Kigenschaft, welche 


Denn setzt man die Grésse: 


*) Die Integration der Hauptcoincidenz des Connexes: a, (avu) = 0 erfolgt 


am einfachsten, wenn w= «da gesetzt wird, alsdann ist a, (avu)=a,?v7,—4,49,0,, 


und mit Hiilfe des integrirenden Factors: Pe gewinnt die Differentialglei- 


chung die direct integrirbare Form: 
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die Gleichung (10) als Integral der Differentialgleichung (9) erkennen 
lehrt. Ebenso bedeutet dann auch: 4(abu)? — 2(avu)? = 0 das nim- 
liche Kegelschnittbiischel in Liniencoordinaten, wobei jetzt 4 = = 
ist. Wiahrend also im Allgemeinen jeder Connex zwei Reihen von 
zweifach unendlich vielen Connexcurven enthilt, das heisst jedem 
Punkte der Ebene eine Classencurve, jeder Geraden eine Orduungs- 
curve zuordnet, welche im allgemeinen Falle siimmtlich von einander 
verschieden sind, weist der behandelte Connex die besondere Kigen- 
schaft auf, dass er je einfach unendlich vielen Punkten die némliche 
Classencurve, je einfach unendlich vielen Linien die nédmliche Ord- 
nungscurve entsprechen lisst, und zwar liegen diese einfach unend- 
lich vielen Punkte jedesmal selbst auf einem der Kegelschnitte, welcher 
als Tangentengebilde aufgefasst zu jedem seiner Punkte die zugeord- 
nete Connexcurve bildet. Den Punkten der Linie v, entspricht der 
in ein Punktepaar zerfallene Kegelschnitt: (avu)? —0, wihrend um- 
gekehrt der Verbindungslinie dieser beiden Punkte der ausgeartete 
Kegelschnitt: (v,)? = 0 angehért. Einen weiteren Ausnahmepunkt im 
Connexe bildet auch noch der Durchschnitt der beiden Tangenten, 
welche in den Schnittpunkten von v, mit a,? gezogen werden kénnen; 
3(abv)? 
(abe)? 
das Quadrat des von ihm ausgehenden Strahlbiischels; die beiden 
genannten Tangenten endlich sind ebenso wie v, zwei Ausnahme- 
linien, fiir sie ist gleichfalls 


fiir diesen wird 4 = und ihm entspricht als Classencurve 





i= 2(avu)? _—s 3(abv)? 
~ (abu? ~ (abe)? 

Die allgemeine Bedingung dafiir, dass ein Connex: p(x, u) =0 
durch seine Connexcurven zugleich die Integralcurven seiner Haupt- 


coincidenz vollsténdig darstellt, besteht geometrisch gefasst darin, dass 


die Ordnungscurve, welche der Linie uw durch den Connex zugeordnet 
wird, dieselbe in allen Schnittpunkten beriihrt; aus der dualistischen 
Umkehr dieser Forderung folgt, dass auch die Classencurve, welche 
dem Punkte « entspricht, alle Tangenten, welche sich von 2 aus 
ziehen lassen, in diesem Punkte selber tangiren muss. Da aber dieses 
nur bei den Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe zutreffen 
kann, so kann auch diese behandelte Eigenschaft eines Connexes, 
falls dieser nicht in das Product niederer zerfallen soll, itiberhaupt 
nur noch fiir die Connexe zweiter Ordnung und zweiter Classe statt- 
finden. Dagegen ist es auch in viel allgemeineren Fallen méglich, dass 
die Connexcurven einen Theil der Integralcurven der Hauptcoincidenz 
bilden. Dieses tritt dann ein, wenn jede einer Linie uw zugeordnete 
Ordnungscurve dieselbe in einem ihrer Schnittpunkte zugleich beriihrt, 
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en oder wenn jede einem Punkte x entsprechende Classencurve durch 
m- diesen Punkt selber hindurchgeht. Die analytische Bedingung hierfiir 
Py ist folgende: 
by Bezeichne (a, u) = 0 die Gleichung des Connexes, so stellt die 
ron namliche Form die dem Punkte x zugehérige Classencurve dar, sobald 
om der Variabelen x ein fester Werth x beigelegt wird. Die von dem 
gs- Punkte «° an diese Curve ausgehenden Tangenten sind durch die bei- 
der den Gleichungen: g(z°, wv) = 0, u..—90 gegeben, und die Coordinaten 
en- der auf denselben gelegenen Beriihrungspunkte sind den Werthen von: 
che Op(x,u) Ap(x,u) A—p(x,u) : : : 
ol _? =—» =. proportional. Soll nun einer dieser 
nd- Beriihrungspunkte mit «°® zusammenfallen, so muss, wenn u;° die Co- 
her ordinaten der zugehérigen Tangente bezeichnen, auch die Ordnungs- 
rd- curve »(z,u°) =O, welche der Linie w° entspricht, diese Linie im 
der Punkte x° beriihren; die Tangente dieser Curve im Punkte x° hat aber 
C 20 0) . *. . . 
1m- die Coordinaten: oe u. s. w., mithin wird die gesuchte Be- 
sete ; . te 
se dingung durch die Gleichungen: 
ten G9 09 __ 29 09 | 09 09, 09 Oo _ + u)= = 
“al Ox, Ou, Oxy Du, + dm Ja, t Ou Ox; 0, 9(u,u)=0, 4,0 
? 
* 
ill dargestellt*). 
Jel Soll in der oben sub (8) gefundenen Gleichung zwischen den bei- 
me- den Wurzeln das Verhdiltniss @ (oder auch =) bestehen, also: 
. D,—eD,=0 
sein, so miissen die Coefficienten dieser Gleichung der Bedingung 
0 . geniigen: 

"a 9 D 9 9 . i 
all (11) 2(abu)?(vudu)?(1—o) + (audu)2(boue®=0, o= a ' 
dass Hier mag noch insbesondere der specielle Fall hervorgehoben wer- 
a den, dass g einen der complexen Werthe von j/1 bedeutet; alsdann 
shen 
Iche Zz * 
aus *) Die Relation: > LP , © _¥ pildet einen speciellen Fall der Be- 
jeses = 
sffen dingungsgleichung, welche zwischen zweien Connexen: g(z,u)=0 und o(z,u)=0 
: bestehen muss, damit die Differentialgleichungen, welche durch die Hauptcoinci- 
ae denz derselben geliefert werden, in involutorischer Lage sich befinden, d, h. eine 
aupt Integraleurve gemein haben, Diese Forderung ist nimlich, wie ich einer Vor- 
tatt- lesung des Herrn Klein entnehme, durch das gleichzeitige Bestehen der Glei- 
dass chungen: 
denz A ep ow dp ew vB! a8 is 
oll Ge i ae 0, o(t,u)=0, v(r,u)=0, u,=—0 


tihrt, ausgedriickt. 
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wird 6 gleich einer primitiven dritten Wurzel aus —1 und der zuge- 
hérige Connex, welcher durch seinen Drehpunkt diese Beziehung lie- 


fert, ist, wenn fiir udu die Variabelen « eingefiihrt werden, durch 
die Gleichung: 


(12) 2 (a bu)? v,? — (avu)* - a,” a 


gegeben. Die Punkte, welche durch diesen Connex der Geraden u zu- 
geordnet werden, sind dquianharmonisch gelegen zu den drei Schnitt- 
punkten von v,—0 mit a,?=0 und v,=0. Ueberhaupt gilt, wie durch 
directe Rechnung gefunden wird, allgemein das Gesetz, dass der Con- 
nex (11) auf jeder Geraden diejenigen beiden Punkte ausschneidet, 
welche mit je einem der Schnittpunkte des Kegelschnittes das Doppel- 
verhiltniss 6 bestimmen in Bezug auf den anderen Schnittpunkt und 


den Punkt uv. Dabei besitzen indessen alle diese Connexe die beson- 
dere Kigenschaft, dass sie immer nur einfach unendlich viele Ordnungs- 
und einfach unendlich viele Classencurven enthalten; und zwar werden 
diese beiden Reihen von Connexcurven fiir die ganze Connexschaar 
immer durch dieselben Kegelschnitte, niimlich durch das _Biischel: 
v,? — 4-a,? =O und durch die Schaar: 4 (abu)*—2(avu)? =0 dar- 
gestellt. Wir kénnen diese, wohl auch durch anderweitige Betrach- 
tungen leicht abzuleitenden Resultate dahin zusammenfassen : 

Ist in der Ebene ein Kegelschnitt: a,2 0 und eine gerade Linie: 
vz = 0 gegeben, und construirt man auf jeder Geraden uw, diejenigen 
beiden Punkte, welche mit je einem auf der Geraden gelegenen, dem 
Kegelschnitte angehérigen Punkte das Doppelverhiiltniss 6 bestimmen 


in Bezug auf den anderen Schnittpunkt und den Punkt ue, so liegen 
diese beiden Punkte auf einem Kegelschnitte, welcher den Fundamen- 
talkegelschnitt in seinen Schnittpunkten mit v, tangirt. In der Ge- 
sammtheit von einfach unendlich vielen, auf diese Weise construirten 
Kegelschnitten lisst sich nun eine paarweise und reciproke Zuordnung 
auf einfach unendlich viele Arten treffen, indem allen denjenigen Ge- 
raden, welche den Kegelschnitt: 2(avw)? — A(abu)? = 0 (wobei jetzt 
A irgend einen festen Werth bedeute+) umhiillen, der nédmliche Kegel- 
schnitt: 4v,*(1—6) + Aa,*6* =( angehért, welcher alsdann durch 
seine Schnittpunkte auf allen diesen Geraden das Doppelverhiiltniss 6 
in dem soeben festgesetzten Sinne liefert. Durch diese Zuordnungen 
werden zugleich Differentialgleichungen construirt, wenn man in jedem 
Punkte der Ebene die beiden Richtungen betrachtet, welche von die- 
sem Punkte als Tangenten des ihm jedesmal zugeordneten Kegelschnittes 
ausgehen. Sind dann die Punkte der Fundamentaleurve durch einfach 
periodische Functionen eines Parameters v dargestellt, so erhiilt man 
die Integralcurven dieser Differentialgleichungen, indem man aus den Co- 
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ordinaten zweier Curvenpunkte mit den Argumenten v und g-v-+ const., 
x = yi (v) tnd ¥; = p(ev-+c), die Coordinaten der Verbindungslinie: 


1 
= zy bildet; durch den Werth von o (oder auch = ist die zuge- 
horige Differentialgleichung (6 = ° £1) charakterisirt, durch ¢ die 


Integrationsconstante geliefert. Die Integraleurven sind algebraisch, 
sobald der Werth des Doppelverhiiltnisses: ¢ (also auch @) rational, 
transscendent sobald er irrational ist. Der Kegelschnitt: a,2 =O und 
ebenso die doppeltziihlende Gerade: (v,)? =O bilden ein particulires 
Integral in Punktcoordinaten, die Classencurve: (abu)? =O und das 
Punktepaar (avu)* = 0 ein particulires Integral in Liniencoordinaten 
fir simmtliche Differentialgleichungen. 


If. 


Ueber den Zusammenhang des Fundamentalintegrales a(v) 
mit dem auf eine Curve dritter Ordnung beziiglichen 
elliptischen Integrale. 


Die eben behandelte quadratische Gleichung (8) kann nach dem 
allgemeinen Gedanken, welcher dem Beweise des Abel’schen Theo- 
rems zu Grunde gelegt wurde, in engste Beziehung zu der cubischen 
Gleichung gesetzt werden, welche im vorigen § fiir die allgemeine 
Curve dritter Ordnung aufgestellt ist. Zu dem Zwecke betrachte man 
das Product: a,2+-v, =O als zusammengehérige cubische Gleichung, 
so ist: 

(1) D os ae La (a,” Vz = 0) 

ein Differential, dessen Summenwerth fiir jedes Schnittpunktsystem gleich 
Null ist. Dieses Differential zerfillt aber in zwei Theile, von denen 
sich der eine auf den Kegelschnitt: a,2 0, der andere auf die Ge- 
rade: v, = 0 bezieht. Die drei zu den Schnittpunkten einer Geraden 
u, gehédrigen Differentialwerthe werden demnach durch eine cubische 
Gleichung gewonnen, welche sich aus dem Producte der Gleichung: 
D - (avu)? — (vudu) =0, durch welche der auf die Gerade v, beziig- 
liche Differentialwerth dargestellt wird, mit der obigen quadratischen 
Gleichung (8) zusammensetzt, wenn in derselben fiir D der Werth 
2D geschrieben wird. Auf diese Weise erhilt man das Resultat: 


(2) 2.D%(abu)?- ((avu)’)* + D ((audu)? - (avu)? — 2 (abu)? (vudu)?) 
— (audu)*(vudu) =0, 


und diese Gleichung, in welcher der Coefficient von D*, wie erforder- 
lich, verschwindet, entspricht genau der im § 6. (5) gebildeten, wenn 
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dort fiir D der Werth 3 D substituirt wird und beide Seiten mit dem 
Factor — 4 multiplicirt werden: 


— yD. F—3;D-09—f=90. 
Denn setzt man: a,° = a,’v,, so ist: 
F = (apu)*(ydu)*(apu) (pdu) = — oA, (abu)*(cvu)*(dvu)’, 
0 = (aBu)?a,B, =} (2(abu)?v,? — (avu)- az") 4 


Diese Ergiinzung des Differentiales dritter Gattung zu einem solchen, 
dessen Summenwerth immer gleich Null ist, findet ihren geometrischen 
Ausdruck darin, dass das elliptische Doppelblatt , welches durch einen 
Kegelschnitt: «.? = 0 erzeugt wird, wenn man bei demselben als einem 
Tangentengebilde die reellen Traiger imaginiirer Tangenten ins Auge 
fasst*), nach Ausscheidung eines Punktes: u,—0, welcher innerhalb 
des vom Kegelschnitt umschlossenen Raumes angenommen werden soll, 
zu einer Art der Ringflichen wird, auf denen sich ein iiberall end- 
liches Integral erstrecken liisst, oder mit anderen Worten, dass die 
Riemann’sche Doppelfliiche, welche den Verlauf des behandelten In- 
tegrales vom Geschlecht pO reprisentirend, einfach zusammenhiingend 
ist, dadurch dreifach zasammenhingend wird, dass man durch beide 
Blatter eine Punktirung ausfiihrt, vermittelst deren zwei iibereinander- 
liegende Punkte ausgeschieden werden, und die beiden Blitter an die- 
sem Punkte wieder zusammenheftet. Wiahrend also die Summe der 
Argumente, welche zweien Tangenten des Kegelschnittes zukommen, 
durchaus verinderlich ist, wird dieselbe sofort constant, sobald auch 
das Argument der dritten Linie hinzugefiigt wird, welche vom Schnitt- 
punkte der beiden Tangenten zum Punkte: u, hinfiihrt. Aus der zwi- 
schen diesen drei Argumenten bestehenden Relation kénnen alsdann, 
und darin liegt die Verwerthbarkeit dieser Betrachtung, ebenso wie 
bei den iiberall endlichen Differentialen alle die mannigfaltigen geo- 
metrischen Sitze abgeleitet werden, die auf einer Theilung der Periode 
beruhen; nur muss man hierbei die verschiedenen Argumente unter- 
scheiden, je nachdem das Differential innerhalb der verschiedenen Ge- 
biete bewegt wird. 

Zur Erlauterung dieser Bemerkung diene zunichst die Ableitung 
des Kegelschnittbiischels, welches die Integralcurven desjenigen Con- 
nexes darstellt, fiir welchen 9 = 1 (6 = 2) wird. Die Betrachtung 
soll hierbei mit Zugrundelegung einer Curve 2 Classe gefiihrt 
werden. Die auf den adjungirten Punkt beziiglichen Argumente seien 
durch Klammern bezeichnet und die Integrationswege so normirt, dass 


(3) 





*) Klein: Ueber eine neue Art der Riemann’schen Flachen, Math. Anna- 
len Ba. VIL, 
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zwischen den Argumenten dreier Linien aus einem Punkte die Glei- 
chung besteht: 


v, + v, + (v) =0 (mod p = 227), 


wenn p = 2zi die logarithmische Periode bedeutet; die andere Periode 
des elliptischen Integrales ist unendlich gross geworden. Die. beiden 
Argumente v, und v, sollen nun bis auf eine Constante einander gleich 
sein, und es entsteht die Frage, welche Curven durch den Schnitt 
zweier Tangenten, welche in dieser Relation zu einander stehen, er- 
zeugt werden. Auf einer Linie (v) liegen zwei Punkte solch einer 
Curve; denn es ist: 

2v+e¢+ (v) =0, also vo = — i ee c+ 


2 2 2 
- 


- ~ 


Mithin sind die gesuchten Curven Kegelschnitte, und zwar beriihren 
dieselben den Fundamentalkegelschnitt iiberall, wo sie denselben tref- 
fen. Diese Beriihrung muss aber in den Beriihrungspunkten der beiden 
vom Punkte y ausgehenden Tangenten stattfinden, da nur fiir diese 
Tangenten die Gleichung «u=—w«-+ ec gelten kann. Die erhaltenen 
Kegelschnitte bilden also eine Schaar von der Form: 


A(aBx)? — 2(ayx)? = 0. 
Auf dieselbe Weise findet man, dass die Integralcurven eines durch 
den Werth 9 = ™ oder * (6 = ats oder =) charakterisirten 


Connexes, falls m und » rationale und ganze Zahlen sind, von der 
Ordnung (m-+ ») und vom Geschlecht p =O sein miissen; bei der 
Berechnung dieser Ordnungszahl sind fiir m und » die absoluten Werthe 
zu nehmen. 


Im Uebrigen aber sind alle diese Curven genau die entsprechen- 
den zu denjenigen, welche fiir die durch eine Curve dritter Classe ge- 
bildete Ringfliche gefunden wurden. Was dort als Meridiancurven be- 
zeichnet ist, wird hier durch die Gesammtheit aller durch den adjun- 
girten Punkt gehenden Geraden vorgestellt, wiihrend die Breitencurven 
durch das behandelte Kegelschnittbiischel geliefert werden. 


Will man das Bild dieses Curvennetzes véllig symmetrisch gestal- 
ten, so wihle man zum Fundamentalkegelschnitt einen Kreis und ver- 
lege den Unendlichkeitspunkt in den Mittelpunkt dieses Kreises. Faillt 
insbesondere dieser angenommene Kreis mit den beiden unendlich fer- 
nen imaginiiren Kreispunkten selber zusammen, und nimmt man als- 
dann einen beliebigen Punkt der Ebene zum Unendlichkeitspunkte an, 
so erhilt man Curvensysteme, welche sich auf einer Kugel als die 
Systeme der Meridian- und Breitencurven und der Loxodromen durch 
stereographische Projection abbilden lassen. 





Ax, Harnack. 


Ill. 
Ueber die Aronhold’sche Integrationsmethode. 


Die Ermittelung der allgemeinen zu einem Kegelschnitte gehiri- 


gen Integrale: 
‘ n—1 
cxdx| at , 
n 
x a, a, 


von denen im Vorhergehenden nur das einfachste (n —1) behandelt 
wurde, wird bei Aronhold*) auf die beiden Integrale: 


a] 
jex daz jewdz' a, . 
f — i F—————— (a," an Q) 
- v0, 4,4, UW, 4,4, 


zuriickgefiihrt. Diese Zuriickfiihrung erfolgt auf die Weise, dass statt 
der Curven £" ein Product von n Geraden eintritt, welche auf dem 
Kegelschnitte das niimliche Schnittpunktsystem wie 6" ausschneiden. 
Bezeichnet man dieses Product mit: p'') p® ---p™, so kann, falls die 
Linien p'? als von einander verschieden und nicht in linearer Weise 
von einander abhiingig vorausgesetzt werden, der Quotient: 


n—1 
bad 


1 2 nr) 
pe p@ .. . pm 
in Partialbriiche zerlegt werden, deren Nenner die Gréssen 2 entweder 
in der ersten oder in der zweiten Potenz enthilt. Nach Multiplication 


few dar | 


dieser einzelnen Ausdriicke mit dem Differentialwerth: . han- 


x 
delt es sich noch darum, eine geeignete Substitution fiir die willkiihr- 
lichen Gréssen ¢ zu ermitteln. 


Dieses Verfahren ist nicht mehr ausreichend, sobald eine Curve 
von hoherer als der zweiten Ordnung dem Differentiale zu Grunde ge- 
legt wird, also bei Lésung aller derjenigen Probleme, welche im vor- 
hergehenden Abschnitt durchgefiihrt wurden. Dagegen erscheint es 
bei den vorliegenden Problemen unter den mannigfachen Zerlegungs- 
weisen als die einfachste, weshalb ich hier auf diese specielle Methode 
in Kiirze eingehen und nur hinsichtlich der Integration des zweiten 
Fundamentalintegrales eine geringfiigige Abinderung treffen werde. 


n—t1 

° oo : "" ‘ a x — 

Die zweckmissigste Zerlegung des Ausdruckes: pip. pa? 
zx x x 


in welchem der Nenner um eine Ordnung hoher ist als der Ziahler, 


*) A. a, O. Bd. 61. 
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nach Partialbriichen erster und zweiter Ordnung, wird durch die Glei- 
chung geliefert*): 


—* SY 4; a, ( (ap® p®) b; 
(1) pp!) p®). a ~ a al po p) a + 4“ po 
Die Méglichkeit und Bestimmtheit derselben folgt aus einer Abzih- 
lung der auf beiden Seiten stehenden Constanten unter Voraussetzung 
der Unabhingigkeit der linearen Functionen p®. Fiir die rechts vor- 
kommenden Constanten ergeben sich nach der friiher gebrauchten Be- 
zeichnung die Werthe: 


n—1 


i), 
me (app (A) ))a 1 nase ay “a a. a yi (app 0) 
(ap pL (pp p®) ? qT (P, o & i 
y 


In diesen Formeln bedeutet TT(ppp) das Product, welches entsteht, 
wenn p alle Werthe von p“) bis p™ annimmt, mit Ausnahme der 
Werthe p® und p®. Fiir den im Uebrigen willkihrlichen Punkt y 
soll die Gleichung bestehen: Py =0( und der Ausdruck TT(p,o), so- 


: 7 , , , 
wie S umfasst wiederum alle Werthe von p, mit Ausnahme des einen 
k 


Werthes: p®. In der That wird man durch diese Partialbriiche nur 
auf die beiden Integrale: 


a, (a pp) |jeada : cxdx| ; 
ik () 54) und b; @) — b+ wo (9) 
Py py” a, 4, e/ Px %% 


gefiihrt, von denen das zweite bereits friiher ermittelt wurde, das erste 


A 
dagegen durch Substitution des Werthes: pp 
tegration zuliisst: 


a (ap y yp) ex da | _ p? p® — Pe’ Par si a p® 
p? p® a, a, pe D ph sa yp? 


Mithin ist: 


=e die einfache In- 


n—1 | 

~ l|cxds >> p® 

a = log * pi +2 b; - o(p). 
2° Wz ‘1,8 


c 


Auf diese Weise lisst sich bereits das Fundamentalintegral zweiter Art: 


cx dx | a, 
p® p®a,a, 


*) A. a. O. p. 126. 
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behandeln, fiir welches indessen folgende directe Auswerthung nicht 
minder einfach ist. Fiir die beiden auf der Geraden u, gelegenen 
Punkte ist die Summe der Differentialwerthe: 


(4) > e, , Cuda! ages &, cx dx lexdax 
po p@a, a, a ® p) pe (2) a 2 p@) pt) 
ap” Yu)? (p pe > w) (ap u)? (pp (2) u) 
(p®) = 0) (p® = 0) 


= je ”) w) (pede) (ep «) (pu du) mt 


Setzt man nun: 
F i” nN “NN 
PYp@=—y, pM®a=—f, ap) —F 
und beriicksichtigt, dass aus der Gleichung: 
? 5 
(epOp™) + dy = dy {@,a, + pa, + pa, } 
die neuen Gleichungen fliessen: 


(1) »,(2) 
p u) aga, + (ap ) (ap 


2 2 
a, a, 


(p (1) ,@) ua, 


(apOu) = 


( p » (2) u) 


(t) »,(2) (2) 
asa, + (ap p“’) (ap u) ay 


2%) = — 
(« pu) = a? a,? 


so ergiebt sich aus der Substitution dieser Werthe in die Forme] (4) 
der Ausdruck: 


1 34,6, *(p®) u du) 2a54, m pw du) 
ae eee 4 em. J uate 
H e e 


(ap u)° a,* (ap u)* 


_ %a, r’ [‘ ap™ p™) (ap u)(p™ wdu) — oF Po sige 


a,* (ap™ u)* (p™ p@) wv) (ap™) u)* (p™ p® w) 


Die unter dem dritten Integralzeichen stehende Differenz nimmt, wenn 
statt der Producte (ap® p™) (p%udu) und (ap p®)) (pOudu) die 
Werthe: 


— (p pu) (apdu) + (ap®u) (p>pdu) 
und 


— (p® pu) (apdu) + (apn) (pp du) 
eingefiihrt werden, die direct integrirbare Form an: 


ap) ( (apdu) (ap™u) (ap du) 
(ap™u)* (ap u)* 





Mithin ist: 
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cxdx | a4 
6 > ae —- @ (pi) — -@( pe) 
( ) algae. a, a, a,? (7 ) (2 ) 


re Cy ~~ (ap ru) 


a? pau; 
Um den Werth des Integrales fiir einen bestimmten Punkt 2 des 


N 
Kegelschnittes zu erhalten, setze man wiederum « = ka und betrachte 
k als festen Punkt der Curve; alsdann wird*): 


(2) 


c 
6 
a, |cadx Ag aya a p 
Siena Oi nes See @)) 4 —2 te 
(7) Si p) pa,a, a,? a (p\)) a,? a ( p®) a,? log po? 


wobei w(p)) und @ (p®) die in § 7. I. (Gleichung (6)) definirten 
Werthe besitzen. In der vorhin bei Bildung der Gleichung (3) be- 
nutzten Formel ist: a, = a,a,, mithin auch aga, = 0, aga, =O und 
ty = Ay”. 

Kin beachtenswerther specieller Fall tritt ferner noch ein, wenn 
a,? = (ap p®))? = 0 wird, also der Schnittpunkt der beiden Geraden 
auf dem Kegelschnitte liegt. Bezeichnet dann &") den zweiten Punkt, 
in welchem die Linie p den Kegelschnitt trifft, ebenso §® den zwei- 
ten Punkt auf der Geraden p®), so fiihre man in die Gleichung (4) die 
Werthe ein: p® = (Ena), p® = (§@nx). Der letzte Ausdruck rechts 
zerlegt sich in vier direct integrirbare Differentiale, so dass man er- 
hilt: Es ist unter den Bedingungen: 


2 2 2 
a, = 0, a) = 0, @ (2) = 0 


x 


4 __leedale, mesh Ue wy ag) 4 a, (kaé™) 
{ ) (g 2) (E?) n x) 4,4, (Ee) g@) n) aya, (kan) a.(2) «, (kan) 


@ (1) (1) @ (2) (2) 
4 Figg Gat) “8 ae. 


a1), °S (kan) G2), 3 (kan) 


Die Fille endlich, in welchen die linearen Functionen p®, welche 
in der allgemeinen Form das Schnittpunktsystem von £6" vertreten, 
nicht mehr als in linearer Weise von einander unabhingig betrachtet 
werden diirfen, lassen sich durch Formen ersetzen, in welchen diese 
Functionen zu verschiedenen Potenzen erhoben vorkommen, und wer- 
den mit Hiilfe des d- Processes erledigt. Diese Fille treten dann ein, 
wenn entweder die im Zihler stehende Function £" als irreducibele 


*) A. a. O. p. 119. 
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Curve den Kegelschnitt in ‘einigen Punkten mehrfach schneidet, oder 


aber selbst schon aus der Potenz einer Function niederer Ordnung 
besteht. 


Der Einfluss des d-Processes auf die sub (3) aufgestellte allge- 
meine Gleichung folgt aus der Formel: 


a, |exds| . (abp) (aba) 2 (apa)a, 
wf seins ee ren abpe  \P)— 5. (abp)? ~ 


Die Ableitung derselben kann entweder direct (wie bei Aronhold: 


p- 106) oder aus der am Schlusse des § 4. erérterten allgemeinen Form 
gewonnen werden. 


g 8. 


Ueber ein Differential vom Geschlecht: » — 3. 


1. 
Das Fundamentalintegral: i> 


Das algebraische Differential, welchem eine allgemeine Curve vierter 
Ordnung zu Grunde liegt, ist wie bekannt vom Geschlecht: p= 3. 
Soll dasselbe ein in allen Punkten der Curve endliches sein, so darf 
der Nenner ausser der ersten Polare eines beliebigen Punktes ¢; in 
Bezug auf die Fundamentalcurve keine weitere Function enthalten und 
der Zihler- des Differentiales muss fiir diejenigen Punkte, in denen 
gleichzeitig a,‘ und a,*a, gleich Null werden, ebenfalls verschwinden. 
Dem gemiiss erhilt das zu betrachtende homogene Differential die Form: 


cxdx 


3 
a,> a, 


cxdax | a, @,, (0, Uae — Uy Var) ; 

(). De eg (aot =). 

Entsprechend den drei willkiihrlichen Constanten , welche in die 
lineare Function des Ziihlers eingehen, giebt es hier drei tiberall end- 
liche Differentiale, d. h. die Werthe jedes anderen iiberall endlichen 
Differentiales lassen sich aus dreien linear zusammensetzen. (Unter 
dem Ausdrucke: ,jiiberall endliches Differential“, welcher von der Be- 
zeichnungsweise der Integrale entlehnt ist, wird ein solches Differential 
zu verstehen sein, dessen Werth in allen Punkten nicht von geringerer 
Ordnung unendlich klein ist, als der Zuwachs der im Differentiale ent- 
haltenen verinderlichen Grdésse 2.) 


Es sollen nun die symmetrischen Functionen entwickelt werden fiir 
diejenigen vier Werthe eines in der Form (1) definirten Differentiales, 
welche dadurch zu Stande kommen, dass man die Curve vierter Ord- 
nung durch eine gerade Linie schneidet und diese Linie um einen ihrer 
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Punkte unendlich wenig dreht. Zur Bildung dieser Functionen gelangt 
man, indem man in der Gleichung (1) uz gleich Null setzt und die 
Relation: wa, + du, = 0 beriicksichtigt. Alsdann hat man niimlich 
die Gréssen x aus den drei Gleichungen: 

(2) a,4=0, ue =0, D=— ree 

zu eliminiren, und findet somit die biquadratische Gleichung, durch 
welche die Werthe von D als abhiingig von den Coordinaten u; und 
du; erscheinen. Diese Eliminationsrechnung liesse sich noch auf die 
Weise vereinfachen, dass man nach Einfiihrung einer zweiten Reihe 
von willkiihrlichen Coordinaten: w; statt v; die Gleichungen aufstellt: 


a, 0,4, a, Ww, de, 


D=— — U, = 0, 


Slawe) ? 
a,,° (aw u) 


(3) D=— “a, (avu)’ 
und aus diesen nach dem Bildungsgesetze der Resultante einer linearen 
und zweier cubischen terniiren Formen die Gréssen x entfernt. In 
beiden Fallen erhielte man indessen die gesuchte Gleichung noch mit 
iiberfliissigen Factoren multiplicirt. Denn bei dem ersten Eliminations- 
verfahren muss, damit die willkiihrlichen Gréssen v; herausgehen, der 
Factor (avw)* vor den gesammten Endausdruck treten; bei dem zwei- 
ten lisst sich um -des gleichen Grundes willen der Factor (wvw) ab- 
sondern. Es erscheinen demnach beide Arten als unzweckmissig, wie 
schon von vornherein daraus ersichtlich wird, dass unter den Be- 
dingungen: a,4=0O und u, =O bereits der Ausdruck: a,°(avu) durch 
v, theilbar wird. 


Ich werde daher im Folgenden einen Weg einschlagen, welcher 
die gesuchte Gleichung frei von iiberfliissigen Factoren darstellen lehrt, 
zugleich aber auch ein allgemeines Gesetz fiir die Ausfiihrung dessel- 
ben Problemes bei Differentialen von beliebiger Ordnung und beliebi- 
gem Geschlechte liefert. 


Der ganzen Betrachtungsweise algebraischer Differentiale, welche 
im Vorliegenden zur Anwendung gekommen ist, liegt der Gedanke als 
wesentlicher zu Grunde, dass unter der Bedingung: u,—0 jede Curve 
beliebiger Ordnung durch ein Product von m geraden Linien darge- 
stellt werden kann, dass also, bis auf Glieder mit dem Factor u,, die 
Gleichung gilt: 
an = p® p?) ee - p. 


Die Gréssen p haben dabei nur die Bedingung zu erfiillen, dass 
jede der Geraden durch einen der Schnittpunkte von u, mit a" hin- 
durchgeht, und werden dann erst in linearer Weise zu dreien von 
einander abhingig, wenn mehr als zwei dieser Schnittpunkte zusam- 
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menriicken. Der Beweis fiir die Giltigkeit dieses Ansatzes folgt, wie 








Wi 
schon friiher erwihnt wurde, aus der einfachen Ueberlegung, dass in fii 
dem Biischel von Curven n‘** Ordnung, welche durch die Schnittpunkte 
von a®=( und p  p® -.. p= 0 hindurchgehen, jedenfalls eine vor- F 
handen ist, die von der Linie u,—0O in »-+ 1 Punkten geschnitten a 
wird, die mithin diese Linie als einen Theil ihres Bereiches enthilt. as 

An diese Darstellung einer Curve durch das Product von geraden ge 
Linien kniipft sich zugleich eine neue und fiir gewisse Probleme sehr 
zweckmiissige Art der Symbolik, indem man die Grossen p“ eben nur 
als eine symbolische Bezeichnung der Coefficienten der Grundform be- eb 
trachtet*). In der Darstellungsweise, welche gegenwiirtig iiblich ist, be 
wird die Curve als die m'* Potenz einer linearen Function behandelt. Li 
Sie als Product von » verschiedenen geraden Linien anzusehen, ist aber m 
fiir die symbolische Berechnung algebraischer Formen nur dann von ni 
Vortheil, wenn man bei Bildung der covarianten Formen, welche die bo 
Coefficienten der Grundform zu héheren Graden enthalten, nicht ge- au 
nothigt ist, ebensoviele neue Symbole einzufiihren wie bei der gewdhn- au 
lichen symbolischen Rechnungsweise. Bei dieser wird, damit der wi 
Riickgang zur realen Bildung eindeutig bleibt, die Einfiihrung ver- da 
schiedener Symbolensysteme nothwendig, sobald die Coefficienten der de 
Grundform zu hdherer als der ersten Potenz vorkommen. Fiir die de 
andere Art der Darstellung dagegen ist solch eine Unterscheidung zu- we 
sammengehiriger Symbole nicht in allen Fiillen geboten. Denn die ne 
Covarianten einer terndren Form werden zum Theil dadurch gewonnen, gl 
dass man in allen zu dem Systeme einer bindren Form gehirigen Bil- av 
dungen die aus symbolischen Coefficienten der Grundform zusammen- El 
gesetzten Determinanten durch Hinzufiigung einer Reihe von Linien- Ge 
coordinaten: u; zu dreigliedrigen Determinanten erweitert**). Man ge- 
seamen h saan fe 

° , *) Ein Hinweis auf diese Art symbolischer Bezeichnung fiir Formen von drei 
oder mehr Dimensionen findet sich in dem Aufsatze von Aronhold: Ueber eine 
fundamentale Begriindung der Invariantentheorie (Journal Bd. 62, p. 343). In seiner 
Abhandlung: Sulle forme ternarie di grado qualunque (Giornale di matematiche 
Vol. IX, p. 152) hat Battaglini diese Symbolik zu einer Reihe von Formenbil- fii 
dungen benutzt, welche dem biniiren Systeme entstammen. Inzwischen erschliesst | 
das ebenfalls dort gegebene Beispiel der Resultante dreier beliebigen Curven die D 


Erkenntniss, dass die Giltigkeit des fiir die Anwendung dieser Bezeichnungsweise 
im Texte entwickelten einfachen Gesetzes nicht auf die Classe der aus dem biniiren 
Gebiete heriibergenommenen Formen beschrinkt ist. Es ist mir indessen bisher ds 
nicht gelungen, die Grenzen der Anwendbarkeit nur eines Symbolensystemes genau | 

zu pricisiren; fiir die Form der allgemeinen Resultante lisst sich die Zuliissig- 
keit dieser einfachen Darstellung dadurch begriinden, dass man den Symbolen 
zugleich eine reale Bedeutung beilegt. 


**) Clebsch: Ueber die symbolische Darstellung algebraischer Formen. 
Journal Bd, 59. 
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winnt auf diese Weise eine ganze Classe von terniiren Bildungen und 
fiir diese ergiebt sich der Satz: 


Bei allen aus einem biniren Systeme heriibergenommenen terndren 
Formen bedarf man in der symbolischen Darstellung: a” =p) p®-+-p™ 
nur einer Reihe von Symbolen p, welche je nach dem Grade, bis zu 
welchem die Coefficienten der Grundform in die dargestellte Form ein- 
gehen, zu beliebigen Potenzen erhoben vorkommen werden. 


Der Beweis dieses Satzes griindet sich einfach darauf, dass in den 
eben betrachteten Formen den Gréssen p auch die reale Bedeutung 
beigelegt werden kann, in Folge deren jede von ihnen eine gerade 
Linie repriisentirt. Fiir alle aus dem biniiren Systeme hertibergenom- 
menen Formen, zu welchen beispielsweise die Curvengleichung in Li- 
niencoordinaten gehért, gewinnt man also durch diese Art der Sym- 
bolik eine in vielen Fallen zweckmissige Darstellung, die sich zugleich 
auch auf einige ternire Bildungen im eigentlichen Sinne, wie z. B. 
auf die Resultantenbildung dreier Curven, durch ahnliche Betrachtungen, 
wie die soeben gefiihrten, erweitern lisst. Es ist leicht einzusehen, 
dass das analoge Verfahren vermittelst des Productes von n verschie- 
denen linearen Functionen bei den bindren Formen auf die Darstellung 
der Covarianten als der symmetrischen Functionen aus den » Wurzel- 
werthen fiihren muss, so dass hier bei keiner Bildung die Einftihrung 
neuer Symbole nothwendig wird. (Fiir ‘quaterndre Formen gilt ein 
gleich einfaches Gesetz sicher fiir diejenigen Covarianten, welche durch 
zweimalige Anwendung der Randerung binirer Determinanten mit den 
Ebenencoordinaten u; und v; aus dem biniren Systeme ins quaterniire 
Gebiet erhoben sind.) 


Fiihrt man nun in die urspriingliche Form des allgemeinen Dif- 
ferentiales : 
jerda|amt—§ 


Brean ta 


Dea 





, (az=0, uz=—0, waz + du, = 0) 
fir a den Werth p® p®---p™ ein, so erhailt man  verschiedene 
Differentiale, von denen jedes lings einer der Geraden p® erstreckt 


ist, und denen nunmehr nach der oft angewandten Substitution «= pu, 


dz= podu die Form gegeben werden kann: 


D er : (p udu) (ap yy te—3 


(Bp uy” TT (pp u) 


Unter dem Ausdrucke: TT(ppu) ist wiederum der Werth des Pro- 


ductes aus allen Determinanten zu verstehen, welche dadurch zu Stande 
Mathematische Annalen, IX. : 27 


an 
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kommen, dass p alle Werthe von p™ bis p™ mit Ausnahme des Werthes 

































ver 
p® durchliuft. Es folgt aus dieser Betrachtungsweise der Satz: nd 
Die n Werthe eines auf die Curve a® beziiglichen Differentiales, 
welche dadurch entstehen, dass man die Curve durch eine gerade Linie = 


us, = 0 schneidet und diese Linie um einen ihrer Punkte bis zur benach- 
barten Linie uz+duz,—=0 bewegt , lassen sich durch n Differentiale aus- fig I] 
driicken, welche liings gerader Linien erstreckt sind, von denen jede be- 
ziiglich durch einen der n Schnittpunkte von a® = 0 und uz = 0 hin- 
durchgeht; diese Differentiale sind gleichfalls von den Schnittpunkten mit 
ux bis zu den Schnittpunkten mit u, + du, = 0 zu nehmen. (6) 


Der Zuwachs jedes algebraischen Differentiales bei der Bewegung 
einer schneidenden Geraden ist also durch den Zuwachs eines ratio- ech 
nalen Differentiales darstellbar. Verwerthen wir nun insbesondere die- fol; 
sen Satz fiir das in der Gleichung (1) definirte Differential, so erhalten 
wir, wenn at= pl") p p® p®, u, = 0 gesetzt wird, die vier Differen- 














tialwerthe : aus 
po (ep™ w) (p' udu) - 
: D,=4- ply p), Du) (p pay? (7) 
) du) 
D, = 4. (ep w) (pw 
2 (p®) pw) (p® p® uw) (p™ p 2 Dy) ’ Fo 
(4) whe ‘ 
> ee (cpu) (pu du) ( 
Bie (p™ » p) 4) (p” y ) a) (p®) 4 Dy) ’ 
D,=4- (ap w) (p® udu) die 
4 (p™ p (4) u) (p® pu u) (p 33). pa u) big 
die 


Der Kiirze halber sei fiir den Punkt udu der Werth &, fiir ue a der 
Werth 7 eingefiihrt, so dass die Zihler der vorstehenden Differentiale gr 
die Formen: 


1)_() 3) (3 
4p, App”, spe pv, 4p p> ge 
ein 


annehmen. Da die Gréssen € und y villig gleichberechtigt auftreten, 
so gilt der immerhin bemerkenswerthe Satz, dass der Werth des Dif- 
ferentiales ungeiindert bleibt, wenn auf der Linie « die Bedeutung 
des Drehpunktes § mit dem Punkte » vertauscht wird. bra 


Um die gesuchte biquadratische Gleichung, deren Wurzeln durch 
die vorstehenden Differentiale gegeben sind, zu bilden, ist das Product 
(D—D,) (D—D,) (D — D,) (D — D,) auszumultipliciren. Der Coef- ae 
ficient des mit dem Factor D* behafteten Gliedes muss, da wir es hier 
mit einem Differentiale zu thun haben, welches im Nenner keine an- 
dere Function als a,°a, enthilt, zufolge des Abel’schen Theoremes 











- der 
tiale 


eten, 
Dif- 


tung 


lurch 
oduct 
Coef- 
; hier 
e al- 
-emes 














Ueber algebraische Differentiale. 






419 


verschwinden*), so dass nur noch die Coefficienten von D‘, D?, D' 
und D® zu betrachten sind. 


Der Coefficient von D* wird nach Multiplication mit dem Producte 
der in den Gleichungen (4) stehenden Nenner: 


6) I] (pO pu)? = (pO pu)? (pOp?)u)? (pO pu)? (pp u)? (pp 1)? (pp a)? 


Der Coefficient von D* lautet: 


(6) —16 D)p2 PP P'p? (pp u)?(p!-p%u) (popu) (pu) (p™ pu), 


wobei die fiinf aii Glieder der Summe durch cyklische Vertau- 
schung der Indices: 1, 2, 3, 4 aus dem hingeschriebenen Ausdruck 
folgen. 


Ebenso wird der Coefficient von D durch cyklische Vertauschung 
aus einem seiner Glieder gebildet, demnach durch die Form dargestellt: 


(1) — 64 >) pp p2 ppp (pp u) (pe pu) (pp) 


Der Coefficient des von D freien Gliedes endlich hat die einfache 
Form: 


(8) 256 PP) mf De os 7 ie i i Oe 


Wenngleich durch diese Darstellung der einzelnen Coefficienten 
die Aufgabe der Elimination als gelést anzusehen und die gesuchte 
biquadratische Gleichung gefunden ist, so ist es doch von Interesse, 
diese Coefficienten in der gewdéhnlich iiblichen Form der zu einer 
Curve 4" Ordnung gehérigen Covarianten zu bilden, weil diese, ge- 
griindet auf das System einer biniren biquadratischen Form, in dieser 
Gestalt fiir eine Discussion der Gleichung geliiufiger sind. Ein ein- 
faches Verfahren, um von der einen Art der Symbolik zur anderen zu 
gelangen, beruht wesentlich auf der Kenntniss des vollstiindigen, zu 
einer biniren Form gehérigen Systemes. 


*) Der identisch verschwindende Coefficient von D* hat bei der hier ge- 
brauchten symbolischen Darstellung die Form: 


> PY) p) (vp p® u) (p® pO u) (p® p® w) TT (vp p® u), 


wobei sich die vier Glieder dieser Summe durch cyklische Vertauschung der 
Werthe 1, 2, 3, 4 ableiten. Dieser Ausdruck lisst sich bei der gewdhnlichen 
Symbolik als Polare der gleichfalls verschwindenden Form: 

a,, b, (abu) (acu)? (dbu)* (deu)? (ceu)? 
darstellen. 
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Die Covarianten der biniren biquadratischen Form darge- 
stellt als symmetrische Functionen der Wurzelwerthe. 


Die Covarianten der binaéren Formen dritter und vierter Ordnung 
sind als symmetrische Functionen der Wurzeln von Cayley*) voll- 
stindig entwickelt worden und finden sich in iibersichtlicher Weise 
zusammengestellt in dem Lehrbuche von Fiedler: ,,Die Elemente der 
neueren Geometrie und der Algebra der biniren Formen“ (p. 196). 
Ich werde mich daher nur darauf beschriinken, die Zahlencoefficienten 
anzugeben, durch welche diese Formeln in Uebereinstimmung mit dem 
Systeme gebracht werden, welches Clebsch in seiner ,,Theorie der 
biniiren Formen“ aufgestellt hat. Diese Zahlencoefficienten lassen sich 
an einem einfach gewahlten Beispiel einer biquadratischen Gleichung, 
deren Wurzeln als bekannt vorausgesetzt werden, berechnen**), Auf 
diese Weise ergeben sich fiir die beiden Covarianten vierter und sechster 
Ordnung, die gleich durch Rinderung der in ihuen vorkommenden 
Determinanten zu terniren Formen erhoben werden sollen, die Werthe: 


*) Fifth Memoir upon Quantics; Phisos. Transact. 1858, Vol. 148, p. 452 ff. 


**) Man findet, dem bisherigen Gange entsprechend, fiir das auf eine Curve 
dritter Ordnung beziigliche Differential die drei Werthe: 


3(p™ u du) 
pu) (p pPu) ” 
We 3 (pu du) 
(pp u) (pp u) ” 
3(pOudu) 
(p\ p® u) (p®) pu) 


aus deren Multiplication die cubische Gleichung: 


—D: | | (pP pu)? +9D -_ (pP udu) (p udu) (pp u) (p® p® w) 
— 27 (pV udu) (pM udu) (pO udu) =0 





(p™ 








hervorgeht. Der Coefficient des mit D*® multiplicirten Gliedes fiihrt auf die ver- 
mige uv, = 0 verschwindende Form: 


(abu)® (acw) (beu) c, = [ef], 


2 : 
F= Ly ] (p® p® uy, 


2 F 
0 = — 2D) pp? (wp) (pp) 


wihrend 


wird. 
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Ueber algebraische Differentiale. 


(1) Hs =(abuytatb2—=—t >) (p®)?(p®)*(p%pou)?, 


(2) 7,5=(abu)? (cebu) a,?b,¢3 = 3 2 (p)? (p®)? (p®)? (p® pu) 
- (p® pu) (pOpOu). 


Ebenso findet man fiir die durch Rédnderung der beiden Invarian- 
ten « und j entstehenden Formen, welche durch = und T bezeichnet 
werden sollen: 


(3) T=(abu)*= a o. (p') p@ ux)? (pO pu)?, 
(4) T= (abu)? (acu)? (beu)?= * (po) 9 a)? (po po) a)? 
 {(pOp® w) (pp?) u) + (pp u) (pp 1) } - 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt die Gleichung der Curve 
at = p®) p@) pp in Liniencoordinaten: 


» 1 , 
(5) F=D—6T? = = IT (p® p®u)?. 


Mit diesen Formeln ist das vollstiindige System aller von einer 
binaren biquadratischen Form heriibergenommenen Covarianten er- 
schépft; jedoch ist in der vorigen Gleichung (6) ein Ausdruck auf- 
gestellt worden, welcher als Polare von: 


D> )? (2}* W%PU}?* (vu) (POP u) (ypu) (ypu) 


erscheint, und der sich ‘rational aus den bereits gebildeten Formen 
ableiten lassen muss. Als Covariante vierter Ordnung, welche in den 
Coefficienten der Grundform vom vierten Grade ist, kann dieser Aus- 
druck nur dem Biischel xf-+ 4H angehéren, wobei x und 4 die mit 
blossen Zahlencoefficienten behafteten Formen X und T reprisentiren. 
Die Zahlencoefficienten werden am besten wiederum durch die Berech- 
nung eines speciellen Beispieles bestimmt; es ist: 


0) Tf ZH gy D>) (ve)? (D2)? (pp u)? (PO pu) (ph pu) (pu) (pp). 


ii. 
Die symmetrischen Functionen der Differentialwerthe. 


Werden die Werthe (5), (6) und (2) fiir die sub I. berechneten 
Coefficienten eingetragen, wobei noch von der Form (6) die quadra- 
tische, von der Form (2) die ecubische Polare in Bezug auf die 
Punktcoordinaten als die variabelen Gréssen zu bilden sind, so erhalt 
man das Resultat: 
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Die symmetrischen Functionen des Differentiales: 


, oe meee, 


a,’ a, ? (a,* — 0) 

berechnet fiir die vier Schnittpunkte von a, =O mit der Geraden: uz, = 0 
und einer dieser benachbarten Geraden: uz, + duz = 0 ergeben sich aus 
der biquadratischen Gleichung: 


g D'-F4+3D? (1: fe fy —Z- Hp Hy) —8D- Te Typ + ag! -a,'=0, 
“ns TaN 
wenn §=udu, n= ua gesetzt wird. 


Die Formen: F = t' —6T?, H,' ete. haben die sub II. defi- 
nirten Bedeutungen, unter fe fi», He Hy» etc. sind die durch Polaren- 


> 


bildungen aus f,', H,* entstandenen Ausdriicke zu verstehen. 


Aus dieser Gleichung geht wie erforderlich zunichst hervor, dass, 
falls die Linie u, eine Tangente der Curve ist, die beiden Differen- 
tiale im Beriihrungspunkte von hdherer Ordnung werden, als das 
Differential du der unabhingigen Veriinderlichen u. Wihrend also 
bei einem iiberall endlichen Differentiale der Werth in Bezug auf den 
Zuwachs dx niemals von niederer Ordnung unendlich klein wird, 
findet ein gleiches Gesetz in Bezug auf den Zuwachs dw nicht statt; 
denn sobald « eine Tangente der Curve ist, muss fiir den Beriih- 
rungspunkt das Increment dz als von der ersten Ordnung unendlich 
klein gelten, sobald du eine unendlich kleine Grosse der zweiten Ord- 
nung vorstellt. 


Fir eine der 24 Wendetangenten ist gleichzeitig £—0O und T=0, 
und es verschwindet in diesem Falle sowohl der Coefficient von D' 
als auch der von D?, wodurch das Unendlichwerden von drei Diffe- 
rentialwerthen angezeigt ist. Bedeutet endlich u eine der 28 Doppel- 
tangenten der Curve, so miissen simmtliche vier Differentiale, welche 
paarweise zusammengehodren, unendlich gross werden, die drei ersten 
Coefficienten unserer Gleichung mithin verschwinden, und zwar unab- 
hangig von bestimmten Werthen der Gréssen &; und »;. Dass dieses 
in der That eintritt, wird folgendermassen ersichtlich: Wenn & und 
n; zwei beliebige Punkte einer Doppeltangente bezeichnen, so stellt 
der Ausdruck: ae +n = 9 eime fiir 4 biquadratische Form dar, fiir 
welche die Wurzeln paarweise zusammenfallen, deren Hes3se’sche 
Form demnach bis auf einen constanten Factor mit der Fundamental- 
form selber iibereinstimmt; das heisst, es ist: 


“NN 
g-at=H.', @- a,'=H,', @- asa, = HH, u. Ss. W. (u=&y). 
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Ueber algebraische Differentiale. 
Aus der im biniiren Systeme geltenden Beziehung*): 
ap 3 3 am a _ pa 4. 1 
4 (xy) TT =a, - H, a’. H, 


o “oS a 
geht nun fiir ternire Formen, wenn § =wudu, »=wa, demnach 





2 u, = afte gesetzt wird, die Gleichung hervor: 

(1) 4 (udua) TT)? =a," - H,* — a,'- H.'. 

0, Setzt man in dieser Formel fiir 4 den Werth bu , wobei b Sym- 
bole der Grundform bedeuten, so erhilt man: 

(2) — 46,7) (Tou) =T-as—z- HS. 

- Weil nun die Form (1) verschwindet, sobald § und y beliebige 
Punkte einer Doppeltangente bedeuten, so gilt das Nimliche auch 
fiir die Form (3), wodurch fiir diesen Fall das Verschwinden der drei 

8s, ersten Coefficienten der Gleichung (1) nachgewiesen ist, welche be- 

n- sondere Werthe man auch fiir die auf « gelegenen Punkte € und y 

las wihlen mag. 

lso Bleibt man bei der Voraussetzung, dass uw eine Tangente der 

len Curve darstellt, so scheint es, als ob jetzt das Verschwinden des 

rd, zweiten Coefficienten zu jedem Punkte » zwei Drehpunkte & liefert, 
tt; fiir welche noch ein dritter Difterentialwerth im Verhiltniss zu den 
ih- Gréssen du unendlich gross wird. Indessen ergiebt sich leicht, dass 
ich unter der Bedingung: £° — 6T? =O der Kegelschnitt, welcher bei 
rd- variabelen Werthen von & durch das Verschwinden des zweiten Coef- 

ficienten der Linie « zugeordnet wird, diese Linie tangirt, und zwar 

in demjenigen Punkte, in welchem diese Linie von der Fundamental- 

0, curve beriihrt wird. Dennes ist, wenn die Bedingung aufgestellt wird, 

“4 dass die Linie uw; = 0 den Kegelschnitt: 

ee T fff, — 2: BPH’ = 0 

i tangirt: 

ten T? - a,? b,? (abu)? —22-1-4,H,? (aHu)? + &- A, H,? (HH'u) 

ab- = HH, (T—t), 

7 und diese Bedingung ist also erfiillt , sobald w eine Tangente der 

ind Fundamentalcurve wird. Die beiden vermeintlichen Punkte fallen mit 

allt dem Beriihrungspunkte zusammen, und da fiir diesen auch die beiden 
fiir anderen Coefficienten verschwinden, so wird hierbei, wenn Drehpunkt 
che und Beriihrungspunkt zusammenriicken, die ganze Gleichung illuso- 
tal- risch; die Wurzeln derselben sind unbestimmt, so lange man nicht 
auf die zweiten Differentiale: d?u eingeht. 
*) Clebsch: Theorie der biniren Formen (p. 144). 
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Wird schliesslich der Coefficient des Gliedes, welches die erste 
Potenz von D enthialt, gleich Null gescizt: 


1; T,? = 0, 
so gewinnt die biquadratische Gleichung eine durch Quadratwurzeln 
auflésbare Form. Mithin erhilt man den Satz: 

Auf jeder Geraden uz, =O sind bei gegebenen Werthen von az, 

nN 

d. h. sobald der Punkt 4 = ua auf der Geraden bestimmt ist, noch 
immer drei Punkte § vorhanden, welche als Drehpunkte fiir die Linie 
u die Eigenschaft besitzen, dass von den vier Differentialen je zwei 
einander entgegengesetet gleich werden. Diese drei Punkte bilden die 
cubische Polare des Punktes y = tia in Bezug auf die zu den vier 


Schnittpunkten der Linie u, mit der Fundamentalcurve gehirige Cova- 
riante sechster Ordnung. 
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Ueber eine mit den Bessel’schen Functionen verwandte 
Function. 


Von E. Lommer in Erlangen. 


1. C. Neumann hat in seiner ,,Theorie der Bessel’schen Func- 
tionen ““*) unter der Bezeichnung O/, eine rationale ganze Function 


von <. vom (n-++ 1)'*" Grade cingefulhrt, welche im Falle eines geraden 
n der Difterentialgleichung 








ca 3 @0 1 
+3. 4 (1- -t, 
im Falle eines sweenn m aber der Gleichung 
a0" 21 
oz ++.8 ; “ (1 wot )orm 


als particulires Integral iin: und mit der Bessel’schen Function 
Ji) die in der Gleichung 


6 Of. 2 n—1 n-+1 
2 - . = Ge -~ — OF 
ausgesprochene Kigenschaft theilt. Die nahe Verwandtschaft zwischen 
den Functionen J und O, welche sich in diesem Umstande offenbart, 
veranlasste Herrn Neumann, der Function J (der Bessel’schen 
Function erster Art) die Function O als ,,Bessel’sche Function zweiter 
Art an die Seite 2u stellen. In einer bald darauf erschienenen Schrift**) 


habe ich es fiire zweckmissiger gehalten, den Namen ,, Bessel’sche 
Function zweiter Art“ auf die Function Y*, zu iibertragen, welche 
neben J’, einer und derselben (der sog. Bessel’schen) Differential- 


gleichung 
2 1 2 
ey pt. ws (1X )y=0 


als zweites particulires aia Geniige leistet. Seitdem ist diese Be- 
zeichnungsweise, wie ich glaube, allgemein angenommen worden, 


*) Leipzig, Teubner. 1867. 
**) Studien iiber die Bessel’schen Functionen. Leipzig, Teubner. 1868. 
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Es diirfte nicht ohne Interesse sein, den Zusammenhang der 
Neumann’schen Function O mit den beiden Arten der Bessel’schen 
Functionen J und Y genauer zu erforschen. Dieser Untersuchung, 
bei welcher sich die Function O als specieller Fall einer viel all- 
gemeineren Function herausstellen wird, sind die folgenden Zeilen 
gewidmet. 


2. Ausgehend von dem allgemeinen Integral*) 
a—1 


ee [4 Jy +B J5'| 


der reducirten linearen Differentialgleichung 


a—1\ 
2 
a4 a 02 - —( 2 ) 
ats et (; culiemaas” y=0 


finden wir leicht durch Variation der Constanten das Integral der 
volistiindigen linearen Differentialgleichung 


( es én x4 1 a+1 
1 @y a, oy | a 
(1) he - oe i yomks. ‘ 
Nach der erwihnten Methode erhalten wir zur Bestimmung der Fune- 
tionen. von z, welche jetzt statt der Constanten A und B gesetzt 
werden miissen, die beiden ane? 


+57" B=0 


und 
oJ” aJ~—’ OB 
a “4 + 35° Gs 
aus welchen sich 


— ke“! x 


aA kg*#—* J-* 


ies ae N 





und 
OB betty 


az N- 
ergiebt, wo zur Abkiirzung 
yes ee — i 
02 Cz 
gesetzt wurde. Nun ist aber**) 
J” 27 irra. a ~ dave, 
4 Oz mz 
Setzt man diesen Werth statt N oben ein und integrirt, so findet man 





*) Math. Annalen. Bd. Ill, S. 481. 
**) Math. Annalen. Bd. IV, 8, 104. 












wo 
Inte 


(2) 
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Int 
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Fui 
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Ki 
(0 


un 
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80 
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ing, 
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ilen 
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Pema. [erode +A, 


‘Vsinyz 


2slnv« 


Rue — alte feo d+ B, 


wo A, und B, neue willkiihrliche Constante sind. Das vollstindige 
Integral der Gleichung (1) gewinnt demnach folgende Gestalt: 
a—1l 


One [ary BI] 


a—1 


+- aoe _* (sf fJ~as—J- | 2raz) 


Diese Form des Integrals behilt jedoch nur solange Geltung, als 
vy nicht positiv oder negativ ganz (—=-+ +m) ist. In diesem Falle 
nimlich gentigt der entsprechenden reducirten Gleichung als allgemeines 
Integral der Ausdruck 

a—l 
you ? [4u"+ By", 
von welchem ausgehend die Rechnung genau so zu fiihren ist, wie 
vorhin, mit dem einzigen Unterschiede, dass jetzt iiberall fiir die 
Bessel’sche Function erster Art mit negativem Index die Bessel’sche 
Function zweiter Art Y eintritt; namentlich hat man jetzt an die 
Stelle von N den Ausdruck*) 


so?” | =p 
a? as 


zu setzen. Als vollstindiges Integral ergiebt sich daher im gegen- 
wartigen Falle 


a—l 
(2) yas * [Ast + BY" 
a— 1 


thet (vtferras—s fervras). 
Fihren wir nun die ee ein 
. <= stow (Ut feta" de — Tq" feazas) 
un 


(Is) stm ¥e fede, de— oy fey is, 





(2) 
so wird entweder 
yee [AJ + BY" + E5*"| 
oder 
yoo [As + BIW + ks” | 
*) Math. Annalen Bd. IV, 8. 106. 


a 
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der Differentialgleichung (1) als vollstindiges Integral _— » je 
nachdem v eine ganze Zahl (= -+ ) ist, oder nicht.: 


3. Die Function Sf,” ist es nun, deren Eigenschaften hier etwas 
naher betrachtet werden. ‘sollen. Wir bediirfen hierzu neben den beiden 
Grundgleichungen der Bessel’scheu Functionen 


2y zy v—1 r+ 
(A) > Ji a Js + dis 
@J” 
9 es vy+1 
(B) 2 os — — JI, 





noch einiger Reductionsformeln, welche aus diesen Grundgleichungen 
unmittelbar folgen. Multiplicirt man niimlich jede derselben mit # 
und integrirt nach z, so ergiebt sich 


av fm Srds— ford—tde + aw J*tidz 


und 
2aJ” — Qu fe Irde -{ adds — faa dtrde. 


Durch Addition und Subtraction erhalt man hieraus 


formas = JY — (u—v) feeds 


und 
padre = — IY + (uty) fet dD 'dz 


oder, wenn man in der ersten »-+ 1, in der zweiten v — 1 an die 
Stelle von v setzt: 


(C) podeds an Set — (peo) fm-tgtias 


Setzt man dagegen in dem vorletzten Gleichungspaare uw -++ 1 statt p, 
und lést jede derselben nach dem zur Rechten vorkommenden Integrale 
auf, so erhalt man 


Y v ert v 1 : v7 ~ 
(E) feos fee — ri? — ota fats ldz 
: ght 1 . 
"ds oe a - — +1 Jr+idz. 
(F) fer di won tap) Jerid 
Durch Combination der Gleichung (C) mit (D), nachdem in ‘letzterer 
wu mit w — 1 und v mit v + 1 vertauscht worden, ergiebt sich ferner 


@)f 2Frdsmer T+ 4 W911 — (wv (ep v—1) [ded 


und in gleicher Weise geht 








au 
sta 
ge 
flie 
die 


vO) 
(a 


ist 
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° * gétt = ght? a 
7 (H) raw oY - Ga 
i ; i 
ee - ~The 
2 aus (E) und (F) hervor, nachdem in letzterer w + 1 statt w und v — 1 
statt » gesetzt worden ist. Diese simmtlichen Formeln (C bis H) 
gelten ebenso wie die Gleichungen (A) und (B), aus welchen sie 
fliessen, sowohl fiir die Bessel’schen Functionen erter Art J als fiir 
diejenigen zweiter Art Y. 
4. Gehen wir zur Betrachtung der Function S“>” iiber, so ist 
~~ vor Allem aus (I) ersichtlich, dass 
va (II) Sts—” == Su” 
ist. — 


Nun werde in (I) w + 2 statt u gesetzt, so dass 


Sater oR (T fentes—rde — J-* | ent2 rds) 


2Qsinvx 

hervorgeht. Nach (G) aber ist 
et? J da—ee t? Jeti (u—v+ 1)eeti J’ —(w—v+1) (utott) fdrds ; 

und ' 
wt8 J—" dg ge +8 J— 9+ (uty 1) aetiS—*—(u—v-+1)(upv-+1) J a d—"dz. 

Nach Einsetzung dieser Ausdriicke nimmt die obige Gleichung folgende 

n dis Gestalt an: 
Sut+2,” — Seow gute (argos — Jrtig—r = J*J-*) 
— (u—v 1) (uf v+l) Se, 


oder, wenn man aus Gleichung (A) 





Jr+1 an 2% Jv — Jo—1 
2 








att substituirt 
ograle Set+2,> = gets (Jr y—o + J-"J*-") 
— (u—v 1) (uto+ se, 

Da nun*) 

(J) JeJ—041 4 I-11 = = sin vx 

ist, so hat man 
ateret (I) Sut ett — (uf 1) (ufo 1) ser. 
fernet 5. Indem wir ferner in (I) w durch w—1 und »v durch v+1 
u—2 Jvds ersetzen, erhalten wir 

*) Math. Annalen Bd. IX, S. 105. 
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Set ott ang (art f etd tds fon—arrrae). 
2sinvz e 
Nach (E) und (F) aber ist 
fecstds = ae ee L— fadrae, 
uw—v—l e—7—1, 


v 


. ot 1 . 

BY eS ee — J-»-1 — Jer J--de: 

Je J dz igh J + 3 =a J-*dz; 
setzen wir diese Werthe oben ein, indem wir abkiirzend 


= [ods mit P 


2sin vz 
und 


bd 
2 sin vm, 


a J-*dz mit Q 
bezeichnen, so erhalten wir 
(«) (w—v—1)Sa-t +t — — (QJ*+! 4 PJ-*-1), 


Setzt man in dieser Gleichung — v statt v, und beriicksichtigt, dass 
nach (I) 
Se-1, —*+1 — Se—1, x1 


ist, und dass gleichzeitig P in — Q und Q in — P iibergeht, so 


gelangt man zu der Gleichung 
(8) (uv —1) Set Qs 4 Ps. 


Wird von dieser die Gleiching (a) abgezogen, so erhilt man unter 
Riicksichtnahme auf Gleichung (A): 


° (u+v—1) Se-1, y—1 (u—v—1) Se-1, PE on . (QJ” —_ PJ~-") 
oder, weil ja 

S#.7== QJ" — PJ-" 
ist: 


(IV) = Se. ? am (u+v—1) Se-1, 7-1 _ (u—v — 1) Se-1, +1, 


Addirt man dagegen die Gleichungen (a) und (A), so ergiebt sich im 
Hinblick auf die Gleichung (B): 


(wp v—1)S4-1 1-4 (uy —1) 80-141 2 (Q22 _ por”) 
oder, da 


| ns” od oJ-" 
— @ _. P 02 
ist, 


(V.) 2 a = (u+v—1) S#-1, r-1 a (u—v—1) Se-1, r+1. 
6. Aus der Gleichung (III) folgt 
(u-+v —1) S#-1 1 


gt — Seri, v—1 


u—v+i- 
und 
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gt — geti, +1 
agin OD tes -1,¥ tts “coeencateainee Miepanpsiced-. 
PN at rae ute+l 


Setzt man diese Werthe in (1V) und (V) ein, so erhilt man noch: 




















ds) P 


Spe. eee ae 
Zz u—rv-+l uty+i ; 
; (VII) 2 os*: 3 ye gt — S#t+t,9-1 a — getisrtt 
oz u—v+l a+e+1 


Indem man die Gleichungen (IV) und (V) zu einander addirt und dann 
ebenso mit den Gleichungen (VI) vnd (VII) verfahrt, gelangt man 
ferner zu folgenden Formeln: 


(VIII) OSL Seer — (ufv—1) Set 1, 
ast + Pa 7g! — Seti.rv—-1 
(IX) OB z alitius p—vt+1t a 
» dass Die analogen Formeln, welche sich durch Subtraction derselben Glei- 


chungspaare ergeben, unterlassen wir anzuschreiben, weil sie durch 

Umkehrung des Vorzeichens von v und unter Beriicksichtigung der 
it, so Relation S“—” = S“>” unmittelbar aus den vorstehenden Gleichungen 
hervorgehen. Diese letztere Bemerkung gilt in gleicher Weise auch 
von den folgenden Gleichungen, welche sich den vorhergehenden aufs 
engste anschliessen. 


unter 
Die Gleichungen (VIII) und (IX) kénnen nimlich offenbar auch 
= in folgender Weise dargestellt werden: 
) — ae 
(VIII) 20'S") wpy— 12ers, 
_ ace” S#>") git _ 2” g#+1, v—1 i 
(IX*) ~<—  ——- 7 
ae il sie nehmen eine besonders iibersichtliche Gestalt an, wenn man /z 


an die Stelle von z setzt; denn nach Ausfiihrung dieser Substitution 
9 lauten sie: 
), 


a( 2 e) = 
(VIII) et aed (utv—l)z? Sur 


~t 1,7-1 
0% ) ? 
v u+rv—1 v—1 +1 ‘ 
e z “,v A 2 ee id 2 ” it »v— 
r (IX) ass) § eA, 
r 02 “al 2(w—v+1) ? 


von denen sich z. B. die erstere folgendermassen aussprechen lisst: 


¥ 


Die Function 2” Siz) wird nach z differentiirt , indem man sowohl u 
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als v je um 1 vermindert, und noch den Factor 4(u-+-v—1) hinzufiigt. 
In &hnlicher wenn auch etwas umstindlicherer Weise lisst sich die 
Gleichung (IX>) in Worte fassen. 


Wiederholt man diese Operation mal hintereinander, so findet man: 


o” (7 Sz ) - Pe ace 
Se We" = (L) (wp cs 
5 —1|/—2 v¥—2n — +n, ¥—m 
(XI) PP Hs) open se oF Sy 
oz" 2” (u—v-+1) 2" (u —»-++1)"! 


Das Gleichungspaar (VIII) und (IX) im Vereine mit der Relation 
(IL), oder auch jedes der Paare (IV) und (V) und (VI) und (VII), z- 
sammen mit (II) und (III) sind der Differentialgleichung (1) iquiva- 
lent; jede dieser Gruppen geniigt, um die Function S#-” zu charakte- 
risiren, und die iibrigen hier aufgefiihrten Gleichungen abzuleiten. 


- 


7. Alle diese Gleichungen gelten auch noch, wenn v eine ganze 
Zahl ist. Man kénnte sich hiervon iiberzeugen, indem man von der 
Definition von S“’” (Gleichung (I*)) ausgehend, die nimliche Reihe 
von Operationen wiederholt, und nur statt der Gleichung (J) die Glei- 
chung*) 

(Y) ryt sy yt . + 
in Anwendung bringt. Diese Wiederholung ist aber unnéthig, weil 

. S**" in der That in S“*” bereits enthalten, und nur unter der Form ¢, 
welche S“*” fiir ein ganzes v annimmt, verborgen ist. Um dies nach- 
zuweisen, zeigen wir, dass S“’” die Grenze ist, welcher sich S“’’ 
nahert, wenn v in die ganze Zahl n tibergeht, d. h. dass 


1S. - Lad n+e ’ —n—ede —n—e ; n+e 
s* lim satpae (it fos dz — J | ox Jnveds) 


ist, wo unter ” eine beliebige positive ganze Zahl und unter « eine 
zum Verschwinden bestimmte Grésse zu verstehen ist. 
Vermittelst der Gleichung**) 
SS }-1 —1 2n-+v—p 
F ie a __ oy 2! (n+)?! = Lo 
J” =(—1) 2, 2) a 5 


driicken wir zuerst J—"-* durch eine endliche Reihe aus, die nur noch 


Bessel’sche Functionen mit positiven Indices enthiilt. Es wird niamlich © 


*) Math. Annalen Bd. IV, S. 108. 
**) Studien tiber die Bessel’schen Functionen, S. 9. 
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igt. 
die 


nPl— 1(—)?!-1 Jj7—*-P 


Pap 2 ye tS 
=-(-1 Se. 


= n| Ju—e nP 1! —la4erlt oe 
it fer 2 lv fe Dearest het, gerserey, 


Bezeichnet man diese letzte Summe einstweilen mit 2 und _ beriick- 
sichtigt, dass 








jz—-? — J* — 





wo k nur Glieder enthilt, die mit der zweiten und héheren Potenzen 


ion von ¢ behaftet sind, so erhiilt man 
zu- 
<a J-"—* = (—1)" [a +2(>— ) +2]. 


Fiihrt man diesen Ausdruck nebst 


nze Inte = Jet ¢ —_— ak k’ 

- oben ein, und liisst bei der eicainiaae jedes Glied bei Seite, wel- 
ne: ches mit einer hdheren als der ersten Potenz von ¢ multiplicirt ist, 
, - 


so findet man 


jute J we J-*~*dg — J-*—* [wn Juteds 


weil = (—1)"« fo f - (>'—227)as—(S —2 2) | aJvdel 
n 4, . 


ach- Diesem Ausdruck muss nun noch der Factor 
‘aad 





7 
2sin(n+6)”’ 


bf 1 
2) a i 4 
2 cosnz sin x 2(—1)"¢ 





eine beigefiigt und dann ¢ = 0 gesetzt werden, um S“’” zu erhalten. Es 


ist daher 


sera oe f(a >) — ae — ) fore, 


worin = obige Summe bedeutet, nachdem in ihr ¢ = 0 gesetzt 
0 

worden ist, In der bereits citirten Schrift iiber die Bessel’schen 

Functionen ist nun aber (S. 82) eine Function L/, definirt worden 

durch die Gleichung 


noch 
alich 
J” —p—l 


4 Set. ee ce 
i ae p+1 gett ? 
d. i. 
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x 


n 
Li = log z 
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I” = log z - J™ — oe 


$ >) = log 2 - J*— Ls 


gesetzt werden kann. Andrerseits wurde ebendaselbst (8. 77) eine 
Function 3/7), eingefiihrt durch die Gleichung 


ae" Ja) 


on . Seo? 


so dass 


—nr ~n 


aus welcher 
oJ* 


an = log ed* + 3” 


folgt. Hiernach ist 


oJ” a Xn n 
+>, - Se NE. 


Nach der Math. Annalen Bd. IV, S. 107 gegebenen Definition der 
Bessel’schen Function zweiter Art aber ist 


y* — i +. L*. 


Wir finden also ° 


see ¥* fm Jvde — J fo Ydz, 


denselben Ausdruck, welcher oben (I*) fiir S“’" bereits angenommen 
wurde. 


8. Zur Entwickelung von S“’” nach Potenzen von ¢ bedienen 
wir uns der Recursionsformel (III). 
Ihre fortgesetzte Anwendung im Sinne der Erniedrigung des Index 
uw liefert eine Entwickelung nach fallenden Potenzen von z, niimlich 
p=m 
(XI) S#? = wt S! (—1)? @—v— 1-2 (wev— 1)? '-2 
p=0 


+ ‘c ]ya+t (u vy— 1y"+1 —2 (u+v 1 )#+1\—2§e—8a—2,7, 


Das Restglied verschwiridet und die Reihe bricht ab, so oft entweder 
u —v oder w+ einer positiven ungeraden Zahl 2m- 1 gleich ist. 


In diesen beiden Fallen, welche wir hiermit besonders zum Ausdruck 
bringen : 


(XIU) Stmtttese me gtmte 51 (—1)pmoi—r(m-t opel (7), 
(XTII») S2m+1—7,+ = g?m—v Zz (—1)? m?|-1(m—v)P\—2 Cy’, 


erscheint also S“'”, abgesehen von dem Factor 2” oder z~’, als eine 
rationale Function von 2. 
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9. Um die Function S“’” nach steigenden Potenzen von 2 zu 
entwickeln, schreiben wir die Gleichung (III) in folgender Gestalt: 


gttt ih get? v 
(w+) (e+e+)) ’ 
und erhalten durch ihre wiederholte Anwendung 
p=m—l 
Sy ( 1)? gittp+i (—1)" +2m,¥ 
ay) - Rr ’ Topp (u+v1)™? ov : 


Auch diese Entwickelung bricht ab, sobald w entweder = v + 1 oder 
== — v-+ 1 ist. Alsdann hat man niimlich nach (III) 


S’+1,* = g’, S-*+1,* a= g-’, 


(I) er 


und es ergeben sich die folgenden beiden endlichen Reihen: 


(— 1)? z v-+2p 


P 
(XII) S2m+1+7,¥ — (-— 1)m2m\2(2y+-2)m!2 oP 2 (aya)? ’ 


po 
"2m —7, 7 __ m Dm \2 6 m S } (—1)P 2 Mid 
(XI11e) See+t = (—1) (2—2y)ml? 1 97/2(9—9y)P2 
welche sich von denen unter (XIII*) und xm ») nur durch die um- 
gekehrte Anordnung der Glieder unterscheiden. 


10. Setzt man die Entwickelung (XIV) ins Unendliche fort, so 
gelangt man zu der unendlichen Reihe: 


( 2 (ue. 1) | “s 
4 +1) 4 \p+ 


‘lich welche, wenn weder u—v noch u+-v negativ ungerade ist, fir jeden 
Werth von z convergirt. Diese Reihe geniigt sowohl der Differential- 
gleichung (1) (fiir a—=1 und k=1) als auch den Relationen (ID) bis 
(XJ) und kénnte daher als Ausdruck der Function S#“.” angenommen 
— werden, wenn nicht in den beiden vorhergehenden Paragraphen tiber 
; die specielle Form, welche wir der Function S#.” geben wollen, bereits 
weder stillschweigend Entscheidung getroffen wiire. 
th ist. 
druck 


nmen 


ienen 


—2p 


Ist niimlich s*»” irgend ein particulires Integral der Differential- 
gleichung 


P+ 5H t+ —-F)y—e, 


welches Srna oe eal (Il) bis (XI) geniigt, so wird auch 
sort AJ* + BJ-” 


diesen siimmtlichen Bedingungen Geniige leisten, sobald man A und 

B als Functionen von w und vy den Gleichungen (II) bis (XI) gemiiss 

auswihlt. Diese Bedingungen, welche sich iibrigens auf drei reduci- 
28* 


s eine 
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ren, reichen aber zur vollstindigen Bestimmung der Functionen A und 
B nicht hin; es giebt daher unzihlig viele besondere  Ausdriicke, 
welche den durch die genannten Gleichungen der Function S“:” auf- 
erlegten Forderungen entsprechen, von denen jeder zur Darstellung 
von S*»” gebraucht werden kénnte. Durch die Form aber, welche wir 
in den Paragraphen 8. und 9. fiir die Function S«:” in den daselbst 
behandelten speciellen Fillen angenommen haben, kommt zu den obigen 
Bedingungen noch eine neve hinzu, niimlich die, dass 


S’+i, ¥ —— 9 


sei; dadurch werden die Functionen A und B véllig bestimmt, und 
wir erhalten fiir S“»” folgenden Ausdruck: 


XV) Ser grrr 
abd = Deep nett? (ape pit 
+ a re) reer) [sin ete ¢-J*—sint x-J-*), 


sin vx 2 
welcher, obgleich im Allgemeinen als unendliche Reihe sich darstel- 
lend, die in den Formeln (XIII) gegebenen endlichen Entwickelungen 
als specielle Fille in sich schliesst. 

Der Ausdruck (XV) ist nicht unmittelbar zu gebrauchen, sobald 
v einer ganzen Zahl » gleich wird, weil alsdann sein zweites Glied 
die Form % annimmt. Bestimmt man diesen ?-Werth, indem man in 


0 
iihnlicher Weise verfihrt wie in § 7., so erhilt man: 


e 


—1)P git t2p+1 
(XV°) Se-— _ (—1) —__ - ——_. 
i 2 ora G pe pirA 4 


4+ Qe-1, p(ecett).r(etett) [ cost ad = sin Te Y*|, 


11. Die Formel (XV) wird unbrauchbar, sobald u —~v, oder 
u-+ vv, oder beide zugleich negativ ungerade sind. 

Wenn nur w — v negativ ungerade und zwar = — 2m — 1 ist, 
so kann man zuniichst die Formel (XIV) benutzen, um S*-” auf S’~'’ 
zu reduciren; dieselbe liefert niimlich, wenn man uw = v — 2m — 1 
setzt: 


p=—=m—1 


(XVI) S’—2m—1, 7 —. __ 


p=—0 


g’—2m+ 2p 1 —_ 
PP+2 PTT GPT gimgmi—T iy _ yt 
Fiir « =v —1 aber nimmt S#>’, wie ein Blick auf die Gleichung 
(IlI*) zeigt, die Form $ an, deren Bedeutung man findet, wenn man 
zur Rechten der Gleichung (III*) Zihler und Nenner nach w differen- 
tiirt und nachher u = v — 1 substituirt; d. h. es ist 
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+4, 
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+2,” 
a+! log z — . 
S’-1,% = Ou ° 
2u+2 a=v—l 











: Aus (XV) aber findet man 
+3,7 +2,¥ 
aay ON Bh 
uw 
wo 
(—1)? gt t2p+3 
+2, -cevvsisinap Renae aaehgaiie igs las 
o: >, (u—v+3)?T1!? utypayrrtl? ? 
qe uw—v+it uty+i - p+rv—i 
A=— FS (St 41) (ee 4+ 1)- sin 2, 
ott u—v+i1 utrv+1  b—v—1 
B= 2 .p(*-3th yi). rete’ +1). sin“ 


ist. Hieraus folgt: 


_Blog(u—v3)?"? Blog (u-+-v-+3)? HP? 


agit? (—1)? gtipts 
> 26 a Te 


ou (u—o-3)P HE (uty 4g)e tt? 
oder, wenn man die Gauss’sche Bezeichnung 


Glog T (1 ) 


jlog Z- 


einfiihrt: 


M+2,¥ 1)? 2fF2pt+s = — 
a a 1B (gp y--3)Pete {2log e—4("SF +941) +0(°3*) 
—» (erett +p+1) +y(“tet)! , 


Ferner ergiebt sich: 
Banat nets [asso 40) 
int te -1 x+* cost! wy], 


2 
und 


$B ame Fr (tot a) r(etett 1) hone 


u—v— ost —v—1 
- sin! ee am | x]. 


Vir « = v — 1 gestalten sich diese’ Ausdriicke folgendermassen: 





ast, —1)P grtept2 ' 
| 8  {2loge—v(r-+-p+1)+-¥0)—¥(p+1) +00}; 


u=r-1 gP +112 (9,4 9)P+1l2 


i] = (loge + $4(v) +440) + > cotg va) 2°T(v+1); 











E. Lomuec. 









oB ™ 
E | -- Qanva 2 (+1). 
Nach Einsetzung dieser Werthe ergiebt sich S’—!»” in folgender Ge- 
stalt : ’ 





Se i —1)? grtet2 
Bt" ae — log s— = arti ap pqyrrin (2l0g8— 07-+ P+) +40) 


-v(p+1)+¥O} 
— (log? + 4 ¥(v) + $¥(0) + % cotg vx) = 1) yp 
+ m F 2” F (v1) I, 


Qsinvz 2y 





oder auch, mit Riicksicht darauf, dass 


(—1)? 2’ +2e+1 sia ay (-serterre ; 
2? |2 (ay 49)? 12 = —> gett (ay 49)? +! 2 =2 T(v+ 1) J 

ist: 
(XVII) Sr—t, 7 2 (—1)? oenere {y(v+ »+1) — wb (v) w ( +1) - (0)! 
? 9 oPp+i|2 (2v-+-2)?+12 yi , } ) (U) i 


+ (log § —$v(v) —$4(0) — % cotg ua) *TOF" . pr 


2y 


ffwtt -. 
ene « Fe+h) FZ : 


Qsinvz 2Qv 
worin 
1 1 1 1 ~) 1 
eet —90)— 55+ at at +a 2 eT 
q= Uv 
und 


q Pp 
; 1 _? 1 
eae een 3 +) 44+ --- + 7; "2 q+1 
zu nehmen ist. 


Vermége der Gleichungen (XVI) und (XVII) ist also S«-*, falls 
u—v, nicht aber gleichzeitig w+ , negativ ungerade ist, durch eine 
fiir jedes z convergirende Reihe ausgedriickt. Fiir den andern Fall, 
dass w+, nicht aber zugleich « —v negativ ungerade ist, gelten die 
nimlichen Gleichungen (XVI) und (XVII), nachdem in ihnen vy durch 
—v ersetzt ist. 

Die Formel (XVII) wird jedoch unbrauchbar, sobald v positiv oder 
negativ ganz ist. Dieser Fall aber ist durch die Voraussetzungen, 
welche ihr zu Grunde liegen, von vorneherein ausgeschlossen. Wiirde 
nimlich, wahrend die eine der beiden Summen u + v und uw —v ne- 
gativ ungerade ist, v als ganze Zahl angenommen, so miisste die an- 
dere Summe entweder positiv ungerade sein, ein Fall, welcher durch 
die Formeln (XIII) bereits erledigt ist; oder sie wire ebenfalls negativ 











\) 
) - (0); 


falls 
eine 
all, 
| die 
rch 


oder 
gen, 
tirde 

ne- 


an- 
urch 
rativ 








Ueber allgemeinere Bessel’sche Functionen. 





439 





ungerade, welcher Fall noch einer besonderen Erérterung vorbehalten 
wurde, die im folgenden Paragraphen durchgefiihrt werden soll. 

12, Wenn u» —v und w+» gleichzeitig negativ ungerade sind, 
so kann S“»” stets auf die Form S-*-?™—-1," gebracht werden, wo 
unter m sowohl als eine beliebige positive ganze Zahl oder Null zu 
verstehen ist. 

Durch die Gleichung (XVI), welche im gegenwirtigen Falle fol- 


gendermassen lautet: 
po=m—1 


(XVIII) 9 S-*—2m=1, 2 


(- 1)? gt tm+ep 
(2m)? +=? (m+ eonyeti—2 





(—1)” 
oleate S-*-1, n 
+ (2m)"! —? (2m-+-2n)™!—? AS . 


wird zuniichst S-*-?“—!," auf S-*—-1!." reducirt, wihrend S-*—!>* 
leicht auf S~'+° zuriickgefiihrt werden kann. Setzen wir nimlich in 





Gleichung (X) v = 0 und w = — 1, so erhalten wir 
"sy 

8ye) om 1. es ' ; —n—i,2n 

Oa* (—1)"-n!2 Sym) 

oder 

sad —1,0 

~»-t,0 ee Faw 
(XIX) Sy) ~ n! az” ’ 


so-dass es sich jetzt nur noch darum handelt, S-!»° in eine conver- 
gente Keihe zu entwickeln. 
Nach (II1*) erhalten wir 
St 0 a jaan te 
(u-+1)* : 
fir « = — 1 nimmt nicht nur dieser Ausdruck, sondern auch 
asut?, 0 


z+! log g— —-—,—— 
2 -.... 
“2u+2 
die Form # an; durch nochmalige Differentiation des Zihlers und 
Nenners aber erhalten wir 
S-1,0 = =} Ee = 
Nach (XV*) aber ist 


(- 1)? gt t2p+3 
Set2,0 — a te ((u+3yP ttl?) 


42ers (ret 41)) (costa 4 2 inte. ¥) 
= stt204 4794 BY, 


aeset2, ~| 
© 2 = . 
Ou “=—1 
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Hiernach ergiebt sich: 








2 git +2, 0 = P ge tip+s 2 
i Crary { (tog. — vO +n41) +0! ) 
—w (++) tiv (tf )}, 
wo w(z) statt 2900) gesetzt wurde. Fiir wu = — 1 hat man daher: 
+2,0 = 2p+2 
Pre | — Detar (ows —¥(p +1) + wo) 
—4¥(p+1)+4¥'(0)}. 


Ferner ergiebt sich 


le] - = = (log 2+ v(0)) +4¥0-G ) 


oder, da 


7 ¥ (0) = +24 gtat:: j= 


Lae - = = (log 2+ (0)) — 
und endlich: 


3] - —2(log 2 + ¥(0)). 


\ 4 ? 
Ist: 


Wir erhalten demnach fiir S—1-° die folgende Entwickelung: 





(KX) SH0—F (logayt— 2 SCM eT {loge —o)?+ 0’ 
(g?+112)2 g sf 
+G- 3 am J°—(log2+ »(0)) ¥°, 
worin . 
‘ 
= ¥(Pt!)—¥O)—14+ 94+ 54+-°-+547= » a 
und it 
f= 3(¥ 0)—v pt I)—}1+ 5454-4 aw-i 2 ay 


zu nehmen ist. 


13. Mit unendlich wachsendem z nahert sich S#:” dem asympto- 
tischen Werthe 2“—!. Man tiberzeugt sich hiervon, indem man yet 
in die Differentialgleichung 


2 
a ee eer 

















substituirt. Sie verwandelt sich dadurch in 
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(u—1)* — v* 


Fa and 


und wird erfiillt 1) fiir jedes z, wenn w — 1—~v ist, was bereits 
bekannt ist; 2) fiir jedes w und v, wenn z unendlich gross ist. 
Das namliche Resultat ergiebt sich auch aus der in § 8. gegebenen 
Entwickelung von S“>” nach fallenden Potenzen von z, nimlich 
p=m 
(XII) S#* == ge—! (—1)? (w—v—1)?!—2 (ut v — 1)? !—-2 2-2 
p=0 ™ 


4 (Cor 1)"+1(u—v — 1)m+1 —2 (uty ae 1yn+1l 2 Su—2m—2, ¥ 


wenn wir uns dieselbe ins Unendliche fortgesetzt denken. Diese Reihe 
ist nun zwar divergent; man bemerkt jedoch leicht, dass (wenigstens 
fiir reelle Werthe von z, w und v) die Vorzeichen ihrer Glieder von 
einem bestimmten Gliede ab rein alternirend sind, und dass der Rest 
(fiir einen hinliinglich grossen Werth von 2) stets von entgegengesetz- 
tem Zeichen ist als das letzte Glied. Nach einer Bemerkung von 
Hankel*) sind aber diese Kennzeichen hinreichend, um darzuthun, 
dass die Reihe ,halbconvergent* ist. Dieselbe kann daher, fiir gréssere 
Werthe von z, zur numerischen Berechnung von S“>” gebraucht werden. 


14. Mit Hiilfe der Function S“»” ist nicht nur die Differential- 
gleichung (1) in allen Fallen erschépfend integrirt, sondern es kénnen 


nun auch simmtliche Integrale von der Form J a J’ dz und J a Y¥"dz 


berechnet werden. Setzen wir niimlich, wie oben in § 5. bereits ge- 
schehen ist, 


fora = Sere -P 
und > 


podrae ee sin v2 -Q, . 


bd 
so ist 
QJ’ — PJ-* =S*"”" 
und 





, ad” aJ—”* 98>” 
Cos — oe 


Daraus ergiebt sich durch Auflésung nach P 





_» ad” » OFT a ee” — 
P(r Sl) ad a 
oder, da 


*) Math. Annalen Bd. I, 8. 498. 








E. Lomer., 


ag” oa7" 4 
pe ep Se 8 © hon 
oz oz nz 


ist: 
2sinvxe ae he 2Su? od” 
02 " é 





Da nun ferner 


eager 
und nach (VIII) 
as” ’ ) Y , 
on ws al a * Se” + (ut yv—1)Se-1-1, 


so ergiebt sich schliesslich 
(XI) fe Jeds = (up v—l)edrSetrt — pJe1Sm*, 
Ebenso findet man 


(XX1*) pa Yede=(utn —1)g YeSe-tant_ g Yat gum, 


15. Kehren wir nun zu der am Anfang: erwihnten Neumann’ 
schen Function O zuriick, so lehrt die Vergleichung der zugehdérigen 
Differentialgleichungen mit der Gleichung (1), dass 


2m 1 1,2m 

(a) 0; iia Zz S5 

und 

(b) ort! - 2m-+1 ge. 
(2) Zz (2) 


ist. Der Zusammenhang der Function O mit den Bessel’schen Fune- 
tionen erster und zweiter Art findet demnach seinen Ausdruck in den 
GJeichungen : 


(c) O2m = : (y= [demas — a fs yds), 
(d) O2m+1 sett (venti fpemtias es gents f Yemtiae) A 


° . : 1 : 
Die rationalen ganzen Functionen von —, durch welche Neumann 


die Function definirt hat, sind in unserer Formel (XIII) als specielle 
‘alle enthalten. Fiir » =2m geht nimlich (mit Riicksicht auf (a) 


und (b)) 
(e) 02" == * ae m?i—1mP't Gy” 


daraus hervor, und fiir v = 2m -+ 1; 












ul 


h 


di 


(" 


di 
(i 





? 
in - 
gen 


unc- 
den 


ann 


sielle 


if (a) 
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(f) OPm+! a Serve P m?i—1(m-+ 1)en(2)”. 


Die recurrenten Eigenschaften, welche wir fiir die Function S“>” 
nachgewiesen haben, specialisiren sich fiir die Function O in folgender 
Weise. Aus den Gleichungen (IV) und (V) folgt zuniichst fir w= 1 
und v = 2m 


2 S1,2m aa S§$0,2m—1 -- S0,2m+1 
Zz 








und 
es) 2m 
y © Ls 2m(S° 2m—1 __ S® an+t), 
Oz 
woraus sodann im Hinblick auf (a) und (b) 
, 2m—1 21-1 
(g) oom. 20" , 20m 
2m—1 2m-+1 
und 
9 @(20”") oA ne ae os = tis 
02 “ 2m—1 2m+1 


hervorgeht. Zieht man von der letzteren Gleichung, uiimlich von 


= zor} —- 
? 


DCj2m 2 a ee <_— 
20 + 22 2m—1 zm-- 1 


= 2m 
die erstere ab, so bleibt 


a oP m 


(h) 2 Te == (2m—-1 __ P2m+1, 
In analoger Weise erhilt man aus den Gleichungen (VI) und 


(VII) fir w =O und v = 2m+1 








2(2m-+ 1) So, 21 Sttm_y sis 2m+2 _ 
& ; ey 2m 2m+2 
und 
QS % eu-+1 gi,2m_ 4 shh 2m+2 4 
» Os ee , __ ms 
02 2m Qm+2. ”? 
daraus folgt: 
(i gome — 28r—t , s0%tt—1 
2m : 2m-+2 
und 
Q ! a (a (2 2 = = (2m-+ “(== ; 2o?mt? _ %. 
2m 2m+2 


Wird von letzterer Gleichung die vorhergehende subtrahirt, so 
ergiebt sich: 
(k) 2 er ia = (2m — (2m+2, 
02 
Die Gleichungspaare (g), (h) und (i), (k) kann man je in eine 
Gleichung zusammenfassen, 1ndem man schreibt: 
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z0"—* — sin? ~ zo"! — sin? _ 
(1) alt ee menee aaa Rema ate 
(my 2 27 a 1 — O41. 
02 
Von diesen beiden Relationen wurde die .erstere zuerst von 
Schlafli*) angegeben, die letztere findet sich bereits in der Kin- 
gangs erwihnten Neumann’schen Schrift. 


Erlangen, im August 1875. 


*) Math. Annalen Bd. If, S. 137. 

















Zur Transformation zweiten Grades der hyperelliptischen 
Functionen erster Ordnung. 


Von Atrrep PrincsHem in Berlin. 


Die Theorie der Transformation zweiten Grades fiir die hyperellipti- 
schen Functionen erster Ordnung ist von meinem hochverehrten Lehrer 
Herrn Prof. Kénigsberger im 67" Bande des Crelle’schen Journals 
fiir Mathematik in ihren Grundziigen entwickelt worden. Ich fasse im | 
Folgenden wesentlich diejenige Classe von Transformationsgleichungen 
in’s Auge, welche die transformirte Thetafunction als Summe von vier 
mit Constanten multiplicirten Thetaquadraten des urspriinglichen Sy- 
stems darstellen, werde aus dieser besonderen Form der Transforma- 
tionsgleichungen einen Beweis eines fiir alle Transformationen paaren 
Grades giiltigen Fundamentalsatzes, sowie die Entwicklung der zwischen 
gewissen Combinationen von vier Thetaquadraten stattfindenden homo- 
genen Linear-Relationen herleiten, und werde schliesslich den speciellen 
Fall der Transformation zweiten Grades eingehender betrachten, fiir 
welchen die transformirten hyperelliptischen Thetafunctionen in Pro- 
ducte von je zwei elliptischen Theta’s zerfallen, und welcher demnach 
die von Jacobi (in Crelle’s Journal, Bd. 8.) auf rein algebraischem 
Wege hergestellte Reduction gewisser hyperelliptischer Integrale auf 
elliptische liefert. Zum besseren Verstiindnisse des Folgenden fasse 
ich zuniichst die von Herrn Koénigsberger a. a. O. gegebenen 
Bezeichnungen und Hauptresultate nochmals kurz zusammen. 

Es seien die beiden hyperelliptischen Systeme vorgelegt 


Vas + fyi 5S eee 


(1) 


Bary d 
fet S +S 7a VR oe 2K% + 2K,,%, wo: 





R(xz)==x (1—a)(1—x? x) (1—A? a) (1 — we? x) 
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ws 





Y2 
dy mn 


— —= 4, = 20,0, + 2C,,0, 
Ry) R’ I 1% i2"2 9 
py VRw J VR) 


(2) 


7 
y. Y 
See +f jee = ty = 2C,, 0, + 2Cy 0, wo: 
e R'y)=y(1—y) (1—F*y) (1—Py) (1—m?y), 
so sagt man: das System (1) werde durch eine rationale Transformation 
zweiten Grades in das System (2) transformirt, wenn sich in der 
Gleichung 
(3) { ss Bilan a thy" + Bu,’ 

; lu, = yu, + du, 
die Constanten «, B, y, 0, sowie die Moduln k, 1, m dergestalt durch 
“x, 4, w bestimmen lassen, dass sich die Abel’schen Functionen des 
transformirten Systems, also des Systems (2), als rationale Functionen 
zweiten Grades durch die Abel’schen Functionen des Systems (1) dar- 
stellen, dass also Relationen von der folgenden Form stattfinden: 





@(%1> Ys) = A, Px (X14 Xs) P2 (42) (wenn wir mit Px(X, Ly), Pa (Ys » Yo) 
@\Yi> Yo ZB yy Vy (se) Py (1.2) etc. die bekannten sy mmetrischen 
Functionen der oberen Grenzen 

oder bezeichnen) , 


La(tt,", the’) s Cpa Qly (Ur Me) aly (ws) 
alu => a 
at os =D, yl, (uy Uy) aL, (164 He) 
oder endlich: 

~E,, F , (102) F, (% 02) 


=F, y +, (04%), (04%) 


Fa(v;', 02) = 


Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die Transformation 
zweiten Grades ist nun die, dass die Argumente und Moduln der 
transformirten Thetafunctionen sich in folgender Form durch die Ar- 
gumente und Moduln der urspriinglichen darstellen lassen: 


ont a 2 (@g9 0) — @2V2) * 2 (@4%2 — Way %) 
— »* oq ? 
: Bi; Weg — DjQ Mo, @1; Da. — Wj 2g@o, 
’ , . , 
(4) mt as @j, Dag — a4 Dye Pe Diz Deg — Dag Wie 
= - 1 = Leen 
" @j; Da — Wai Wg; a 11 @oq — Wjg@q,” 


Oy Oy i 041 Wg, 
(4, @Dyq — Wy Wy” 
wo die Gréssen @, w’ durch folgende Gleichungen definirt sind: 
1) = OH Gy Ty + Gy Tio, oy = op H G44 Toy $F Fy) Tr 
| 1p = O12 H Gy2T 1 + Gy bp 5 oo = O29 + G19 To) + Gy9T 2 
| 4) = Oy +O, Ty + Fy; Te, 4° = oq Oy) Toy $F Gyy Ty, 
yo = O)2 + O42 Ty + Fy Trp, 9 = Qyy + G49 Ty, $F Gay T22; 


° ’ 

, , @go 4; — Dio @ 

to = Ty) = 22 O44 12 Wy ; 
41 @gg — Wig Wo 


- 
3 
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wiihrend die @, 6, 9’, 6 ganze Zahlen bedeuten, welche lediglich den 
folgenden sechs Gleichungen: 


DidOreGie — CreGie) = 0, Di, (OreSia — Sia@ia) = 0, 
sind re) 

(6) Dire de — S20 O14) = 0 ? Deve Oia oo G10 01a) == 2 ; 
, , ° 
», >, (12540 — Ore ia) = 0 ? PACT 62— — O24 02«) =? 5 











10n \ 1,2 
der oder auch den diesen letzteren iiquivalenten: 
( 5 , , 
>. (Qa1 Fas * Qu2 Gat) =U ? 2 ” (@u2 Ger ——" Ga2 Out) = 0 ’ 
1,2 1,2 P 
rch (7) > (Qe1 Gee — 022601) = 0, > (01a —_ 6a1 a1) =2, 
des i? lz 
, . 7 , , 9 
nen (@a16e2 — Ge10r2) =, [Qa2 Ga: = Gu2Qx2) =<. 
dar- 1,2 2 1,2 
zu geniigen haben, im Uebrigen aber beliebig sind. 
Yo Setzt man dann nach Hermite 
»Y 
shen se et a eee ' 
e (3) rs) BE. Hy (Vy, Vy Ty Ty9'pToq ) = Ma (402) , 
1zen : . 
wo f(v,v,) — was zu beachten ist — eine homogene und vom Index 
A unabhingige ganze Function von v,, v, ist, nimlich: 
(9) fy%,) = — (G44 My, + gy Og) (64,0, +65; 2) 
— (G49 0, FG yq Vp) (6420 + F902)  Ty4 (G4, 0, + Gy, Vy)” 
F249 (6410, Fy) (6420 +6902) + Tyo" (F497; + Gy)’, 
so geniigt die so definirte TT-Function den folgenden vier charakte- 
ition ristischen Gleichungen: 
der init 
pe To, +1, v2 = (—)™1(,%)2 
(10) TT(%), %+ 1) = (~~ 1)" T1(o, 1U2)a ? 
ay +12) Ve Too)2 = (—1)” 10), v2)a + e~2tFC rte) , 
TH (Oy Ati, V2 + To1)a = (—1)9 1), 04)a + BEAM FEW , 
wenn m, un, », 4, folgendermassen zusammengesetzte ganze Zahlen 
bedeuten : 
st. , dg.’ a a : , 
m= — MG," + NFO," — M64. — MG,, — G1;55, — 54254. , 
, Zz , , , 
“ hedieae NE Ga1 + 03Gy9° — M}Gyq — MiGy, — Gy, Gy,, — Gyo Gy , 
( ) we i. 9 a ’ a a won : 
|” = — MQ, — 2 Q22 + MZQr + Ms Qo, — 021021 Q420o0 » 
2 9 , , , é 
{= — ni ory — 030. + mi: O1 + mi Oy, — 041014 — O12 O12 » 
22 9 
al worin wiederum m?, mi, ni, ni die den Index A bestimmenden Para- 
: meter, 0 oder +- 1, bezeichnen. 
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Wird hierauf die TT- Function, welche den Charakter einer ganzen 
Function hat, als eine Fourier’sche RKeihe von folgender Form dar- 
gestellt: 


+o +o 


J ; ni f. . 
> >) iY (2% AM) 9, -+(Ze.+N) or f+ — 4 2M)? ty, +2 Br, FM (27, 
(12) TT, (v, ¥.) = ; A, nf “m } s { ) Nt 
—_—@ pes | 2 sel 


+ (2%, )'tn} ’ 


so reduciren sich vermége der Bedingungsgleichungen (10) die ver- 
schiedenen Coefficienten A,, auf vier, wenn m, 1, », 4 sdémmtlich gerade, 
auf zwei, wenn eine oder mehrere dieser Zah- 
len ungerade, wiihrend sich die mit diesen Coefficienten multiplicir- 
ten unendlichen Reihen durch die Bemerkung ergeben, dass 
hem den Argumen- 
ten v,, v, und den 
Moduln 1,5, T;; To» 


im ersten Falle das Quadrat einer #- Function 
im zweiten Falle das Product zweier -Functionen | 


den Bedingungsgleichungen (10) Geniige leisten. 

Man erhalt demnach die Function TI,(v,v,) d. h. die transfor- 
mirte Thetafunction #)(v,’, v,', T);', T.', To.) als ein Aggregat von vier 
@-Quadraten, wenn 

m= n=p = q = 0 (mod 2) ;5W 
hingegen als ein Aggregat von zwei #-Producten, wenn wenigstens 
eine der Gréssen m, n, p, q ungerade ist. 

Schliesslich bestimmen sich die Coefficienten in den Gleichungen: 


(13) THa(&, 02) = (@) Ba? (0, 02) + (B) Fe? (Y, v.) + (7) B,/?(% P2) 
+ (8)832(v,0) 

(14) Ma (v, v,) = (1) Fav, v2) Be (V, 0%) + (2) Bay (0, V2) Fy (0,02) , 
indem man von den Substitutionen 

$545 4G 5 $OyQ, $@yQ5 $y, $OyQ' 5 4g, $Me | 
resp. deren Summen oder Differenzen — welche siimmtlich den Index 
der linken Seite nicht andern, solehe auswihit, welche die Indices der 
rechten Seite iindern und alsdann durch Nullsetzen der Argumente die 


nothwendige Anzahl von Bestimmungsgleichungen fiir die Coefficienten 
herstellt.. — 

Ich will nun untersuchen, ob iiberhaupt resp. wie viel transfor- 
mirte #-Functionen sich fiir eine ganz beliebige Transformation zweiten 
Grades in der Form von vier #-Quadraten darstellen, d. h. ich will 
finden, fiir wie viele Combinationen der Gréssen m,’, m,*, n,*, n,* die 
Zahlen m, u, p, 4 sammtlich gerade sind. 

Hierzu fasse ich zuniichst die 15 Hermite’schen Repriisentanten 
der nicht iiquivalenten Classen in’s Auge. Ordnet man die Transfor- 
mationszahlen nach dem Schema: 








a 


so 


we 
ne 


(1 


Zul 


sell 


Co: 


Ve 


die 










Vf N) ty 


lex 
der 
die 


ten 


for- 
iten 
will 

die 


nten 
sfor- 





(15) 
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G17 — Gy. — Oy 
|. Gay gq — Gy — 6 | 
[— @2a'— G22 ae Oat | 
I— O11 — O12 Oe @11/ 
so lassen sich jene in folgende vier Hauptformen zusammenfassen 
r oa B C D 
|1000 1000 2107 20717 
10100} |02%0 











. 0100 02% 
(16) (0020| (0010! |jo024%| |0010| 
(0002; |0002| |o001| |oo001) 
wo i, @, i’ alle Combinationen von 0 und 1 bedeuten — und es 
nehmen hierfiir die Zahlen m, nu, », q die folgenden Werthe an: - 
A B C 
m=n", m=—n,* m=2n,*+ in, + im, —27, 
n=n,', n=n?+im?+2i, n=n,!, 
p=2m,', p=—m,', p=2m,—im,*, 
(16") j=2m,', j=2m,', =m, 
D 


m = 2n,* + im? + i'm? + 27 
n = 2n,4 + i’m,? + im 4+ 27’, 
p=m,, 


q == m,* . 





Sollen nun fiir A) m, u, p, q simmtlich gerade sein, so muss 
zuniichst jedenfalls 


sein; dagegen sind m,* und m,* beliebig und man erhiilt daher folgende 
Combinationen : 


m'= O, m= 0, n’=0, n,+=0, — also Index A= 5, 
mi=—1, m= 0, mi=0, nt=0,— , 4» A=12, 
mi= 0, mi é=—1, n’*=0, né=0,— , 4, A=—34, 
mé=—1,- mt——1, n’i=—0, né=—0,— , 4 A= Oz 


Sollen ferner fiir B) m, n, », q simmtlich gerade sein, so ist noth- 
wendig und hinreichend, dass 


mi=0, n=O. 
Verbinden wir diese Werthe wieder mit allen mdglichen Combinationen 
(0,0), (—1, 0), (, 1), (—1, 1) fiir die Gréssen m,’, n,*, so erhalten wir 


die vier Indices: 
Mathematische Annalen. IX. 
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5,-12, 4, 03. 
Fiir C) ergeben sich durch die Zusammenstellung von: 
mi==0, 2,/ = 0 
mit allen méglichen Werthepaaren von m,’, »,* die Indices: 
5, 34, 01, 2 
und endlich fiir D) durch die Verbindung von: 
m,? =0, m,* == 0 


mit allen médglichen Combinationen von m,*, n,’ die Indices: 
5, 01, 4, 23, 


d. h.: Es giebt fiir jede der vier Repriisentantenformen vier und nur 
vier transformirte #-Functionen, niimlich: 


fitr (A): TT;(%1,%2), Ty(% 5%), TTyo(%,%2), TMy4(5%2), 
(17 fiir (B): TT; (M502), TT (%,%2), Mog (15%), Me (%,%), 
fiir (C): TT,(%, 02), TT,(%),% ), Tle (5%), Ty4 (15%), 

fiir (D): TT,(v, 2), TT (5%), Mor (%s%2), Mes (%1 1%), 


(worunter also jedesmal die #-Function ohne Parameter, 4, (v,',v,')—); 
welche sich in der Form von vier #-Quadraten des urspriinglichen 
Systems darstellen. 

Nun lisst sich eine jede beliebige Transformation zweiten Grades 
zusammensetzen aus einer der 15 Repriisentanten-Transformationen und 
einer Lineartransformation. Da aber bei der letzteren das transformirte 
Theta gleich ist irgend einer der urspriinglichen #-Functionen — nur 
multiplicirt mit einer Constanten und einem Exponential-Factor — so 
folgt unmittelbar, dass auch fiir eine ganz beliebige Transformation 
zweiten Grades vier und nur vier transformirte #- Functionen existiren 
miissen, welche gleich sind einem Aggregate von vier primiren 
#-Quadraten. 

Sei jetzt 0, (v,', vy’, tT), T 2, T2) eine transformirte #- Function, 
welche sich fiir irgend eine beliebige Transformation zweiten Grades 
in der Form von vier #-Quadraten ergiebt, also 


(18) ef) 749, (0,', vy’) = Ta (4, Vy) = (@) Fa?(Y, VQ) + (B) 35? (0, » V) 
: + (7) Fy? (0), C2) + (Fs? (O, V2) 5 
so lassen sich, weil vermége der Gleichungen 
(19) ssa alan neil ye iad gig iahe 
Vy’ = Gq Vy Gy Vy— Typ (G44 Vy GFqy Ve) — Typ (G42 F Gy2%2), 


(welche aus den in (4) gegebenen Ausdriicken hervorgehen, wenn 
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man die Gréssen 1,,, T,., T.. der rechten Seite durch 1,,’, tT, tT.) aus- 
driickt) jede Vermehrung” der Argumente v,, v, um halbe Perioden 
nur eine Vermehrung der Argumente v,’, v, um halbe oder ganze 
Perioden zur Folge hat, durch Substitutionen von der Form 


» 
r] 


m n nN m n n, 
(20) 0 + 7: + z Trt yt, + 7 + . TH oy Ta » 


(m,, My, ,, % =O od. + 1) 


aus /0,(v,, v,/) noch weitere transformirte #-Functionen mit anderen 
Indices ableiten. Da es aber nach dem Obigen iiberhaupt nur vier 
transformirte #-Functionen giebt, welche als Summe von vier @- 
Quadraten darstellbar sind, so folgt, dass alle méglichen fiir »,, v, 
gemachten Substitutionen von der Form (20) auf den Index 4 nur drei 
Veriinderungen hervorbringen kénnen, mithin fiir die Argumente v,’, v,’ 
nur noch drei von einander und von den urspriinglichen’ Werthen um 
halbe Perioden verschiedene <Ausdriicke liefern kénnen. Da diese 
letztere Higenschaft aber offenbar unabhiingig vom Index 4 ist und 
lediglich auf der Beziehung der Argumente ,’, v,’ zu v,, v, beruht, 
so muss sie fiir jedes beliebige transformirte Theta gelten, also auch 
fiir diejenigen transformirten #-Functionen, welche sich in der Form 
von zwei #-Producten darstellen lassen. 

Andererseits liisst sich auch zeigen, dass die Substitutionen (20) 
nicht weniger als drei Verinderungen auf den Index 4 hervorbringen 
kénnen. Angenommen sie briichten nur zwei hervor, so wiirden sich 
aus dem transformirten @,(v,',v,/) durch Anwendung der betreffenden 
Substitutionen zwei weitere transformirte Functionen 4,.(v,’,v,') und 
#,(v,', vy’) herleiten lassen. Dann giebt aber die Addition dieser beiden 
Substitutionen offenbar eine dritte Function @,,(v,’, v,), und zwar kann 
nicht etwa wv = 5 sein, da ja w und vy verschieden sein sollten. 

Briichten ferner die fiinfzehn méglichen Substitutionen (20) auf den 
Index 4 nur eine Verinderung hervor, so miissten offenbar mindestens acht 
solcher Substitutionen den Index 4 in sich selbst oder in einen und 
denselben anderen Index iiberfiihren. Unter acht Substitutionen miissen 


sich aber immer vier unabhiingige befinden — d. h. solche, welche 
sich nicht durch Addition aus einander zusammensetzen lassen — da 
man aus drei unabhiingigen Substitutionen 
* 
a, B, y*) 


im Ganzen nur sieben Substitutionen bilden kann, niimlich ausser 
jenen selbst noch: 


*) Ich bezeichne durch e@ diejenige Substitution, welche 4,(v,, v,) in B, (0, Ve) 
iiberfiihrt, also die Substitution: 


vy f pnvey + dmseie, tet dm$ + dnSen + Angege . 
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aB, ay, By, «By. 

Aus vier unabhingigen Substitutionen kann man jedoch die simmt- 
lichen fiinfzehn verschiedenen Substitutionen durch Combination zu je 
1, 2,3, 4 erhalten, es folgt somit, dass in diesem Falle alle fiinfzehn 
Substitutionen den Index 4 in sich selbst oder in einen einzigen In- 


dex uw iiberfiihren wiirden. Da es aber unter diesen Substitutionen 


. sicherlich solche giebt, welche den Index 4 unveriindert lassen (worauf 
ja lediglich die Coefficientenbestimmung bei der Transformation zweiten 
Grades beruht), so miissten alle fiinfzehn den Index 4 in sich selbst 
iiberfiihren, d. h. v,, v,, nur um ganze Perioden verindern. Be- 
trachtet man nun die einfachsten jener Substitutionen : 


(21%) ts aad Y > Y+d%» M+ 4%, 

V2» %—+, V2 + 4ty » Vp + $T, 
welchen vermége der Gleichungen (19) die folgenden Werthe der Ar- 
gumente v,', v,, entsprechen: 

Vy — $6 HO Ty + HOT y , 

Oy) — $6) + $6y Ty + FO TH. , 

My — $0 + hOuti + 4 Or2t2° 

1) — $024 + 4@nti F$Q2%2 ; 

Vy — $659 + $64,721 + 46,27 , 

Vy — $6y9 $F 4 6y, Ty + 462072’ , 

Ve — $09 + 40unT2 + 401272 » 

Vy — $022 + 4012721 + $0 22T22 » 

so ist klar, dass die Incremente von v,’, v, nur dann siimmtlich ganze 
Perioden sein kénnten, wenn die Transformationszahlen 9, 6, 0’, ¢ 
durchgiingig gerade Zahlen wiiren. Dies ist aber unmdglich, da die 
linke Seite der Bedingungsgleichung 


Qe Pr2Fie agi O10Q@ia) a 2 
»2 


nicht durch 4 theilbar sein kann. Es fiihrt somit auch die Anuahme, 
dass die Substitutionen (20) nur eine oder gar keine Veriinderung auf 
den Index 4 der transformirten #-Function hervorbringen kénnten, 
auf einen Widerspruch. 

Daraus ergiebt sich aber der Satz: 

Bei jeder Transformation zweiten Grades fiir die hyper- 
elliptischen Functionen erster Ordnung lassen sich aus dem Aus 
drucke fiir eine transformirte #-Function drei und immer nur 
drei weitere transformirte #-functionen durch Substitution von 
halben Perioden ableiten. 

Erwiigt man noch, dass sich eine Transformation von velishigil 


(21") 
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einer zweiten Grades, so folgt die Giltigkeit dieses Satzes auch fiir jeden 
beliebigen geradzahligen Transformationsgrad in der beschrinkteren 
Form, dass hichstens drei Veriinderungen des transformirten #,(y,’, v,’) 
durch Substitutionen von halben Perioden méglich sind, wihrend andrer- 
seits hier auch noch der Fall eintreten kann, dass alle méglichen Substi- 
tutionen (20) gar keine Veriinderung des Index 4 hervorbringen — 
insofern fiir einen Transformationsgrad von der Form 4m die Még- 
lichkeit, dass simmtliche Transformationszahlen = 0 mod. 2 seien, 
durch die Bedingungsgleichung 


» 4 (Q1aGia — G10 Qt) = 4m 
1,2 


nicht ausgeschlossen ist. Da man indessen solche Transformationen, 
bei denen simmtliche Transformationszahlen einen gemeinsamen Theiler 
(hier 2) haben, bei der Betrachtung des allgemeinen rationalen Trans- 
formationsproblems von vornherein auszuschliessen pflegt — sie fiihren , 
nimlich auf Transformationen niederer Grade in -Verbindung mit so- 
genannten Multiplicationen der hyperelliptischen Functionen — so 
kénnen wir unter dieser Voraussetzung den obigen Satz auch fiir 
Transformationen von beliebigem paaren Grade ohne Weiteres als giltig 
betrachten. 

Sei 4 der Index einer transformirten #-Function, welche sich 
fiir irgend eine Transformation zweiten Grades als Summe von 4 @- 
Quadraten darstellen lisst, also: 


TTa (04, 02) =(@) Ba? (04, V2) + (B) Bp? (04, %2) + (7) By? (04, V2) + (0) 997(0,, V2), 
dann ist die Wahl der vier Indices a, 8, y, 0 durchaus unabhingig 
von 4 und nur durch die einzige Bedingung beschrankt, dass zwischen 
den vier gewihlten #-Quadraten keine lineare Relation bestehe. Ist 
diese Bedingung erfiillt, so ergeben sich die Coefficienten («),. (A), 
(vy), (0) durch geeignete Substitutionen in halben Perioden als end- 
liche bestimmte Constanten. Man kann hieraus umgekehrt schliessen, 
dass, wenn (a), (8), (y), (0) sich nicht in dieser Weise bestimmen 
lassen und ausserdem 1,,, T,., T:. Von einander unabhingig sind, 
awischen @.?(v,, V2), Bs" (01, V2), By?(v,, V2), Hs°(Y,, Vp) eine lineare 
Relation bestehen muss. Dieser Fall tritt aber ein, sobald man fiir 
a, B, y, & vier Indices ungerader #-Functionen wahlt — woraus 
folgt, dass zwischen je vieren der sechs #-Quadrate mit den Indices: 
1, 3, 13, 02, 04, 24 
eme lineare Relation stattfindet. Solche Relationen giibe es im 
Ganzen 15, da sich jene 6 Gréssen fiinfzehnmal zu je 4 combiniren 
lassen. Von diesen 15 méglichen Relationen braucht man indess nur 
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6 zu betrachten, da alle iibrigen sich durch Elimination aus je zweien 
von diesen 6*) ergeben miissen, wobei es am bequemsten sein wird 6 solche 
Relationen zu wihlen , bei welchen die Indices cyclisch vorriicken , sodass 
also jede Relation von der nichstfolgenden sich nur in einem einzigen 
Denkt man sich nun auf diese 6 Relationen die 
15.méglichen Substitutionen in halben Perioden angewendet — wobei 
die Indices nach dem folgenden Schema variiren: 


13, 02, 04, 24, 


— 
34, 23, 
0; 13, 
14, 12, 
13, 0, 
12, 14, 
5, 24, 
23, 34, 
24, 5, 
02, 3, 
4... 72; 
&, Ol, 
-, 1, 
04, 02, 
1, 08, 


ersten 6 — im Ganzen 96 solcher 
den Umstand, dass jede Horizon- 
talreihe des Schemas (22) mit der ersten oder mit einer beliebigen 
anderen immer nur 2 Elemente gemein hat, so folgt, dass die Rela- 
tionen, welche aus zwei verschiedenen Horizontalreihen hervorgehen, 
sich um mindestens 2 Indices von einander unterscheiden 
Da andrerseits die 6 Relationen, deren Indices aus einer und derselben 
Horizontalreihe hervorgehen, wegen der Wahl der primiren Relationen 
sich nur in je einem Index von einander unterscheiden, so ergiebt sich, 
dass die simmtlichen 96 Relationen von einander verschieden sein 
miissen, und dass man auch nicht irgend eine von ihnen durch Eli- 
mination aus zweien der iibrigen herstellen kanw. 
nach Rosenhain (cf. Mémoire sur les fonctions de deux variables et 
& quatre périodes, etc. par M. George Rosenhain, page 425) im 
Ganzen 96 solcher linearer Beziehungen zwischen je vier #-Quadraten. 
Wir kénnen somit schliessen, dass die auf dem soeben angegebenen 
Wege resultirenden 96 Relationen mit dem Rosenhain’schen identisch 
oder ihnen fquivalent sind. 


*) yon denen auch nur 3 wirklich unabhiingig sind. 


nan Qa = as 


an -¢ &}, — — oD Ft 


Nun giebt es aber 
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Es kommt jetzt lediglich darauf an sechs Relationen fiir je vier 
Quadrate ungerader #-Functionen zu entwickeln. Man kann sich hierzu 
der betrachteten Classe von Transformationen zweiten Grades bedienen. 
Da namlich die ungeraden #-Functionen in der ersten Horizontalreihe 
des Systems (22) sdimmtlich, in jeder anderen stets nur zu zweien auftreten, 
so folgt, dass eine Relation zwischen drei ungeraden und einem ge- | 
raden #-Quadrate nicht vorkommen kann (es wiirden sonst, falls man 
die Argumente v,,v, = setzt, die drei Glieder mit den ungeraden 
Functionen verschwinden, und es miisste dann also eine gerade #- 
Function fiir die Nullwerthe ihrer Argumente =O sein, was nicht 
der Fall ist, solange nicht die Moduln 1,,, t,., T. speciellen Bedingungen 
unterworfen werden). Bezeichnet man daher mit u den Index irgend 
einer geraden #-Function, so wird man setzen kénnen: 


TT (0), Vo)a = (4) B.7 (0), Vy) + (L)H,?(v,, v2) + (3) 45? (0, v2) 
+ (13) 37, %) ; 

THO, O2)a = (4) B.? (01, 2) + (3) By? (0, V2) + (13’) 9,57 (0,02) 
+ (02) Bo? (Y, v2) 


u. s. f. im Ganzen sechs verschiedene Ausdriicke. 


Bestimmt man alsdann die Coefficienten (wu), (1), (3) ete., so 
zeigt sich, dass derjenige von @,?(v,v,) in allen Gleichungen derselbe, 
TT, (0, 0) 
#,2(0,0) 
Functionen von #-Quadraten fiir die Nullwerthe der Argumente, mul- 
tiplicirt mit 11,(0, 0) sind. Setzt man daher jeden der Ausdriicke 
(23) dem nichstfolgenden und den letzten wieder dem ersten gleich, 
so ergeben sich die sechs gesuchten Relationen zwischen je vier Qua- 
draten ungerader #-Functionen. 

Es ist indessen bequemer die Methode der Coefficientenbestimmung, 
welche man zur Berechnung der Ausdriicke (23) anwenden wiirde 
ganz unmittelbar zur Entwicklung der gesuchten Relationen zu be- 
nutzen, insofern man alsdann in der Wahl der anzuwendenden Sub- 
stitutionen véllig unbeschrinkt ist und demgemiss stets soleche Sub- 
stitutionen anwenden kann, welche eine méglichst einfache Coefficienten- 
bestimmung ergeben. Nachdem niimlich iiberhaupt erst festgestellt 
ist, dass zwischen vier Quadraten ungerader #-Functionen eine lineare 
Relation bestehen muss, so kann man offenbar oline Weiteres setzen: 


(@) Ba? (v, V2) + (B) a; (0 V2) + (y) By? (e, V2) + (8) Ba? (uv, ,v2)=0, 
oder: 
(24) A 2 (v,,0,) + BOs? (Y,0,) + CI? (%), 02) = F9?(0,02), 


wenn «, 6, y, 0 Indices ungerader #-Functionen bezeichnen), 


(23) 


nimlich = ist, wiihrend alle iibrigen Coefficienten rationale 
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Beachtet man nun, dass zwei #-Functionen 


Ful, %2), —Fy(v,, V2) 
durch eine Substitution, deren Index aus w und v zusammengesetzt 
ist, tibergehen in 
Cy F(v4, V2), Cy + Bu(v,, v) , 
so ergiebt sich, dass durch Anwendung der drei Substitutionen af, 
ay, By, auf Gleichung (24) jede der resultirenden Gleichungen immer 
wieder zwei ungerade @-Functionen enthalten muss, so dass man fir 


v; =v, =0. die folgenden einfachen Gleichungen zur Bestimmung 
der Coefficienten erhilt: 





g 

1o2 _, ; 2 : 22 ; ape 
C8.p, = & +899, also: Ce ee 

apy 

2 Pd P 

= ‘ ee ay 
Ba ay= * Boye? ” B=. 7 

| : Posy 

2 _— ” / 2 on — iT) 
AP 2, = é Baya? ” A=é 53 . 

apy 


(wenn é, &, é” den Factor + 1 bezeichnen), und die gesuchte Rela- 
tion somit folgendermassen lautet: 
(25) CN 1%) +e o # (v,',2) +6 Fa ( »V)— Fay (v,, 0.) =0. 
Wir ordnen nun die 6 Indices der ungeraden #-Functionen folgen- 
dermassen zu vieren: 
1, .3, 18, @, 
3, 13, 04, 02, 
13, 04, 02, 24, 
04, 02, 24, 1, 
a, a, 3, %, 
~~ A, &, -B, 
(Diese Anordnung wurde gewihlt der spiiteren 
Vergleichung halber mit den Rosenhain’schen 
Relationen.) 


so bestimmen sich nach der soeben entwickelten Methode die Coeffi- 
cienten mit Hiilfe der Substitutionen: 


oS 
a 
2, 4, 24, 
24, 02, 04, 
04, 34, 03, 
03, O01, 3 


in folgender Weise; 








(26 


fur 
las 
tio 


lai 


(2 


joc mac 


- 






‘en 
en 


ffi- 








Transformation der hyperelliptischen Functionen. 


B57 By? (01, V2) + 4273? (01, V2) — By? yy? (0, V») 

— 4? Oo? (v), 0) = 90, 
By? By? (V1, V2) — Byy?S? (01, Vp) + By3?Dyo?(Y, Vy) 

— 85,7 Fy,?(¥,, 0) = 9, 
B5? By3?(O1, V2) + By? Boy? (Oy, V2) — By? Bqy?(01, V2) 

— By? 32,7 (v,, %) =0, 
57 oq? (01, V2) + Fgq? Fyn? (0, » Up) — Fo3?Bo47(0,, Vp) 

— 3? d? (v,, %) =O, 
By? Doo? (V1, Vy) — Hy? Boy? (V1, Vo) — D427? (Y%, V2) 

+ 8,785? (v,, v2) = 0, 
B57 Bo4? (01, V1) + B37 By? (01, V2) — Bqy?,? (v,, v2) 

— By? 9157(0,, v2.) = 0. 


(26) | 





Von den 90 weiteren Relationen, welche sich aus den oben ge- 
fundenen durch die 15 Substitutionen in halben Perioden herleiten 
lassen, will ich nur diejenigen mittheilen, welche die sechs @-Func- 
tionen mit den einfachen Indices 0, 1, 2, 3, 4, 5 enthalten und so- 
mit aus den obigen durch die Substitutionen (13) hervorgehen. Sie 
lauten: 

5795? (01, V2) — B42? B,?(Y,, Vp) + B,? B57(v,, v2) 

— 4? 9,7(0,, %) =90, 
By? By? (V1, Vo) — Boy?5? (V1, Vg) + HoH? (0%, V2) 

+ 4,7 8,7 (0,, %)) =9, 
85? B57 (0), V2) — By? By?(v,, Vg) — By? Hy7(0,, v2) 

— Oy? 9? (v%4, %) = 90, 
Dog? Dy? (04, Vo) — B34? y7(0,, Vy.) + Dog? By? (%, Vo) 

+ 4,7 3,?(v,, %) = 90, 
By? B47 (0,, Vp) — Hy? By? (Y,, Va) + ByQ75? (01, Vp) 

— 8,79,’ (Y%,, U2) = 0, 
85? By? (0, » V2) — Bos? By? (Y , V2) — Bq? B1?(%, V2) 

— 4,7 4,7(%,%) =0. 


(26+) 





Um diese letzteren Relationen mit den entsprechenden Gleichungen 
Rosenhain’s vergleichen zu kénnen, miissen wir erst die Bezie-, 
hung zwischen den Rosenhain’schen g-Functionen und den von 
uns gebrauchten Kénigsberger’schen #-Kunctionen angeben. Ich 
gehe auf diesen Punkt hier etwas ausfiihrlicher ein, weil ich hieriiber 
in verschiedenen Arbeiten von einander abweichende und theilweise 
unrichtige oder ungenaue Angaben gefunden habe. So scheint mir 
z. B. die Behauptung des Herrn Ernst Kossak iy seiner Abhand- 
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lung iiber das Additionstheorem der hyperelliptischen Functionen, dass 
den Rosenhain’schen Indices ; 

33, 10, 20, 31, 32, 00, 23, 13, 02, O1, 30, 21, 22, 11, 12, 03, 
der Reihe nach die folgenden Kénigsberger’schen entsprechen; 

0, 1, 2, 3, 4,°5, O1, 02, 03, 04, 12, 13, 14, 23, 24, 34, 
hinsichtlich aller der von mir unterstrichenen Indices nicht richtig 
zu sein. ? 


Rosenhain definirt die vier elliptischen #-Functionen durch die 
folgenden Gleichungen: 


Ste, q) —_ e (— lpg’, 





















(2n-+1)? 








0, (v, q) = 4 (—1}*q * ciate, 
(28) 
tS (2n+1)? 
= 4 A2n + 1)e 
0,(v, q) 2 es € 
—@ 
+2 
9;(%,, ¢) = > q™ ene, 
—@ ® 
4 ee (S. Mémoire 8. 368. Wir haben zur Unter- 
scheidung von unsern #-Functionen zur Bezeich- 
nung der Rosenhain’schen grosse © gewiihlt, 9i(0, 
sodass also darunter nicht etwa die von Rosen- 
hain in anderer Bedeutung gebrauchten grossen 
© zu verstehen sind, sondern die a. a. O. mit 
® bezeichneten. ) 
wihrend nach der von uns gebrauchten Definition: 
~ 
B, (u,t)— 8, (u—4, => lye, 
—o@ , 
+2 (Qv1y 
= ato R 7 — mm , 
9,(u,t)—e2 2 85 ( u—4-+ 41,7) ~i >" Ayre £ © c@rthuni, 
—o 
ni t= v+iy 
; —> (2s +5 tmi 
8 (u,t)—e? "9 3 (ur, 7) = >" . parses 
* —@ 
+a@ 
= eet stiaen * 29 
a; (ut, t) = : er tni e? uni. ( ) 


*) , Das Additionsthcorem der ultraclliptischen Functionen erster Ordnung 
von Ernst Kossak“ (Berlin, 1871 Nicolai’sche Verlagsbuchhandlung.) — 
s. S. 12. — ° 
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ASS Hieraus folgt, dass, wenn gesetzt wird 
ete v — /s4 
, Uxi—=v, eis =q— also u=— <e t=, 
die Beziehung stattfindet 
L, (27) 0, (v, g) =- 4,(u, t), 
tig woe=-+ 1 fir r—0,2,3 und ¢ = + ¢ fiir = 1. 
Rosenhain definirt nun ferner seine hyperelliptischen @-Funce- 
die tionen folgendermassen : 
+a 
Ms,r(v, W, p,q, A) = > pen ®, (w+ 2mA,q), (S.MémoireS. 409.) 
—@n 
. + 
Go, r(0, 0, p,q, A) = >(— Imp" oO, (w-2mA, q) , 
(28) he 
SS Omty opines 
p2,r(v, W,P, 4%) A) =7 p * c2m+H2Q,(v-+-2m+1A, q) » . 
—@ ° 
<5 (2m-+1) 
g1,+(v, 0, p,q, A) =>) (—1)"p +00 O,(y 4 2m-+1 A, Q). 
ter- Hingegen sind die von uns gebrauchten #-Functionen allgemein de- 
ich- finirt durch die Gleichung: 
iit, 91 (0,, 0) =9(0, + $mj7,0,+ $m,4; $m,4, 4n,") 
= — ny? (20, +mA+4n ttn es) -b wid (20+ mst + 4 nyt tm +4 nt 9) 
sen ome * p ° . ; 
mit BOA pm git $Me Tyo, Vy mg! + $y" Toy M9" Tyo) 
+a 
=" ny + ment > (<0 Lym? ting 
— a "1 Ye 
mi { (24y-+n,4)0)-+(20s-+n,4) 0, } +7 { (ap b2@r- pm Aerrpa net errtmd tn | 
e > 
und da sich hieraus unsere elliptische #-Function allgemein in der 
Form ergiebt: 
ae a me , — forteng }+™ { 24-ng}e 
Pi(v, t)= mn = (— nyt 1 l 4/ A : 
so kénnen wir offenbar setzen: 
(29) A1(v, v, )=i my oot (— yt ext erctnd et Farctmt ty 
92, (V2 +4[2%,4+;'] t12, T2), 
ung wenn wir mit 4, den Index derjenigen elliptischen @-Function be- 
- zeichnen, deren Charakter durch die Gréssen m,*, n,* bestimmt wird. 
Die analoge Bedeutung soll auch dem Index 4, beigelegt werden. 
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Fiihren wir alsdann statt des bisher von uns fiir die hyperelliptischen 
#-Functionen gebrauchten Index 4 einen zusammengesetzten (A,, 4,) 
ein, wodurch unsere bisherigen Indices : 
0, 1, 2, 3, 4, 5, O1, 02, 03, 04, 12, 13, 14, 23, 24, 34, 
der Reihe nach in die folgenden iibergehen : 

0,0, 1,0, 2,0, 3,1, 3,2, 3,3, 2,3, 1,3, 0,2, 0,1, 0,3, 1,2, 1,1, 2,2, 2,1, 3,0, 


so gehen aus Gleichung (29), indem wir 4, die Werthe 3, 0, 2, 1 — 


die folgenden vier hervor: 
: i. 
2y,0, mi VP ti 
93,2,(0,, 02)= .. ee 8a, (0 FY B12) Tr)» 


B2,2,(0,, 0) = 4 (— )" ee G2, (Va, T 12, T») » 
(30) 


Ho ,2,(1, V2) ~. % errr “sian 92,(v, + 4[2v+1] B45, 29), 
—@ 





Verbindet man diese Relationen mit den Rosenhain’schen Defini- 
tionen (28) unter Beriicksichtigung der Gleichung (27), so ergiebt, dass 
Ps,r (VU, W, P, J, A) = E+ Bs, - (Vy, Vp, Typ) Troy To2) » 

Po, r(V, W, P, J, A) = & + Bo,r (Vy, Ups Tiny Tr29 Tae) » 

P2,r(V, W, p,q, A) = E+ 2,7 (MY, V2, Ti, Ties Toe) » 

Pi,r(V, W, Pp, J, A) = E+ 1,7 (Vy, Vy) 2y4s Tir» Tr9) » 

wenn gesetzt wird: 


me ae _ oe 24 _. ie 
one. Sa, 6g mrs | See at “= "2 


und ausserdem der Factor: 
e=+1 fir r=—0,2,3, 
e=+i fir r=—1 
gewahlt wird. 
Fiihren wir jetzt wieder fiir unsere #-Functionen die sonst von 


uns gebrauchten Indices ein, so folgt, dass den Rosenhain’schen 
Functionen : 


unsere #-Functionen in folgender Anordnung entsprechen: 
Bo, 1%, Fog, Frye, 19, 


d. h. m,*, n,* die Werthcombinationen (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) geben, © 


+o 
91,2,(0; , 0%) =— ee (—1)" ” edna thai Fa, (VU. + $ [2,41] B49, Toy). 
—@ 


P00; Por, Poze, Pos, Pio, Pir, P12, P13, P20, P21, P22, P2,3, P30, P31» P32, P35 


— B14, 1913, 192, Dy, Ty, Dog, Boy, Duy, 193, Fy, 4; 





II. 


Hf. 


VI 
Vil 
Vill 


IX 











‘129 Tap) 


i- 
38 


on 
en 


3,2) 3,3) 


Ds) 8; . 
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Hilt man diese Beziehungen fest, so gehen die von Rosenhain 


auf §. 424 seines Mémoire’s gegebenen 9 Doppelgleichungen genau in 
die folgenden iiber*): 


TL, — 81? Bq4? (0,0) — By? Fy? (01,02) = — By? By? (,, 02) — By,?H,? (v,, 02) 
= — 8,7 BL (O, ,V_) — By? F,? (4,02), 

TL. + 944? By? (0, V2) — Boy? Faq? (Oy, Ve) = — By?,7(v,,0,) — B,? B,? (v,,02) 

: = — 8,,'9;" (0, ,02)-— B,? B,? (0,02), 
HT. + BP Dy? (0 V2) — By? Duy? (01, V2) = — Fog’ B,? (01 502) — By? By? (0,02) 
= — 5)? 9? (0%, 0.) — O,”  (0,,0,), 

IV. + 8447) 3? (01, 0y) — Byy?By4? (0) ,0,) = By? By? (D1, V2) + By? Bo? (O%, V9) 
= 4,7 ,°(X%,02) + 3, 3? (4,0), 

V. — 81,7957 (0, , 0.) + a, B54? (04,0) = 89,7 Dy? (Vy Va)  By_? By? (0, , V9) 
ne pact (01,02) + 95? 5,7 (% 0)» 

VI. — 844? Doo? (01,09) + By? O34? (0,0) = Do? (V4 U2) + Bq37Fo? (01, V2) 
we ign (0; V2) + 4,7 B,? (v,,0,), 

VIL, — By 4?By4? (VV) 4 By? Byy? (04, 0q) —= — By? By? (V2) — Fyq? Bq? (04,09) 
meee 91075? (01,2) — Bog? By? (Y,%2), 

VILE. By 4? Bag? (0,2)  yy?y4?(0; Vp) = — Bq1?y? (04,02) + B;? By? (04509) 
= — By? 5? (01,02) + B57,” (0,0), 

IX. 4471? (04, Va) Dog? yq? (Oy, Vo) = — Bog? ,?(0, ,0q) + By? By? (v,,02) 
= — By? BY? (01, V2) + 4275? (0,02). 


Die Vergleichung dieser Relationen mit den von uns unter Nr. (26*) 
zusammengestellten lehrt, dass die Rosenhain’schen Gleichungen IL., 
I., IV., VL, IX., VIII. in ihren beiden rechten Seiten der Reihe nach 
mit unseren Gleichungen (26%) identisch sind. — Ich bemerke noch 
beiliufig, dass man in ganz dhnlicher Weise auch die linearen Re- 
lationen zwischen je drei #-Producten (es giebt deren nach Rosen- 
hain 120) herleiten kann. 


Ich wende mich jetzt wiederum zur Transformation aweiten Gra- 
des, und zwar zu dem speciellen Falle, welcher die transformirte hyper- 


elliptische -Function als ein Product zweier elliptischer #-Functionen 


liefert, so dass also — wenn wir uns wieder der bereits oben (in 
Gleichung (30)) angewendeten Bezeichnungen bedienen: 


*) In der zweiten dieser Gleichungen findet sich bei Roseuhain ein Druck- 
fehler, indem, wie man sich leicht tiberzeugt, der erste Coefficient der rechten 
Seite micht 9 9, sondern gp» 3 heissen muss. 
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(32) Ba (01, Cy’ Ty1'y Tra'y Toy’) = Ba, (O's Ty’) + Ba, (C2', Tee’)- 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir das Bestehen 


dieser Gleichung ist die, dass t,,’ verschwindet, was fiir die Moduln 
der zu transformirenden #-Functionen die Bedingung’ ergiebt: 


(33*) (12 HO y2' Tyy + G02 T12) (O22 G12 T 12+ G09 Tr2) 
— (22° + G19 Toy 29 To2) (O12 + G42 T11 + G27 2) = O, 
oder: 
(33°) (a1 G44 Top G4’ To) (O41 + G44 Th + Fo4 Ty.) 
— (Oy) O44 Typ Gay Tye) (25 Gy) Foy +454 Te) = O 
(S. die erwihnte Kénigsberger’sche Abhandlung, 
Crelle’s Journal Bd. 67, 8S. 73 Anm.) 
Alsdann muss aber 


4,, (0,0, 7%, ,9, Ty ) —- 


sein, weil diese Function in die beiden ungeraden elliptischen #-Func- 
tionen mit dem Index 1 zerfillt. Nun kann, wie Herr Kiénigsber- 
ger gezeigt hat (a. a.Q. 8. 75), eine gerade transformirte #-Function 
fiir die Nullwerthe der Argumente nur dann verschwinden, wenn sie 
sich als eine Summe von vier #-Quadraten des urspriinglichen Systems 
darstellen liisst. Folglich kénnen nur solche Transformationen zweiten 
Grades die transformirten #-Functionen als Producte elliptischer a- 
Functionen liefern, fiir welche 


TT,4 (Uy, V2) Oder ef IID | (v,', vy’, T11y To’) Tor ) 


als Summe von vier #-Quadraten erscheint, welche also der Bedingung 
geniigen, dass fiir 


— m,4 == — m,} = n,? = n,? = 1 


die aus den Transformationszahlen 0, 6, 0, 6 zusammengesetzfen 
Gréssen m, un, p, 4 sammtlich gerade sind. Da dies, wie aus den 
Gleichungen (16*) hervorgeht, fiir keine der unter (16) zusammen- 
gestellten Repriisentanten-Transformationen der Fall ist, miissen wir, 
um Trapsformationen von der eben erwihnten EHigenschaft zu erhalten, 
jene Repriisentanten-Transformationen mit Linear -Transformationen 
von der Beschaffenheit combiniren, dass irgend eine derjenigen @-. 
Functionen, welche sonst als Summe von vier #-Quadraten erscheinen, 
durch die betreffende Lineartransformation in #,, tibergeht. 


Als nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
Ba (Vy, Vey Try» Tis Tar ) 


sich in der Form von vier #-Quadraten darstellen liess, fanden wir 


(s. S. 449) 
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a) fiir die Repriisentanten A: n,?=0, nA =—0, 
b) ” ” ” f 00,2 a= 0, n,* = 0, 
©) » » » :mi=0, n=O, 

d) ” ” ” . max 0, m4 == 0. 


Denken wir uns jetzt, dass durch irgend eine Lineartransfor- 
mation die Argumente und Moduln: 


Oy, Vey Tyr Tey Toe 
iibergefiihrt wiirden in: . 
Wy’, Wy, by’, byes toy’ 
so stellen sich die linear transformirten #-Functionen in der Form dar: 
(35) E~F (1, mai > (w,', Wy, teas bees 20’)? man,” a 
a a = C+ O04), Oy, T1'y Tre’ Tae Jay mn» 
wenn wir mit 

Papyd 

fiir den Augenblick die Function #, bezeichnen, falls a=-m,*, B=m,*, 
y=n,*, d=n,* mod 2, und «wenn ausserdem wm’, w, y, 4 gewisse 
ganze Zahlen bezeichnen, welche aus den Transformationszahlen des 
Linearsystems und den Indices m,”, m,”, ,”, ”.” gerade so zusammen- 
gesetzt sind, wie die in Nr. (11) definirten Gréssen m, u, », q aus 
0, o, 6, & und m,’, m,*, n,’, n,*. 

Wollen wir nun eine Lineartransformation finden, welche eine 
#-Function, die den Bedingungen (34) a) geniigt, in #,, tiberfiihrt, 
so muss diese nach Gleichung (35) so beschaffen sein, dass fiir 

— m,” = — mM,” = 0,” = n,” = 1 
m und w’ gerade Zahlen sind, also 


m=0, w=0mod2. 


Ebenso miissen fiir die linearen Erginzungstransformationen zu 
den Repriisentantentransformationen 


=0, rt 
‘=0, 1 =0 | mod 2 
oo. * «4 q = 0, y = O 


sein. 
Ich will nun’ zeigen, wie man sich leicht Linear-Transformationen, 
welche diesen Bedingungen geniigen, verschaffen kann. 

Es ist klar, dass durch Vertauschung der charakteristischen Zahl 2 
mit der Zahl 1 in irgend einer unserer 15 Reprisentanten-Transfor- 
mationen die fiir @, 9, 6, 6’ geltenden Bedingungsgleichungen (6) 
oder (7) mit der rechten Seite 0 gar nicht, diejenigen mit der rechten 
Seite 2 nur insofern geiindert werden, dass diese rechte Seite den 
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Werth 1 annimmt, d. h. das System der Transformationszahlen geht 
auf diese Weise in ein lineares iiber. 

Fiihren wir dieses Verfahren an den Reprisentanten C und D 
aus, indem wir gleichzeitig i= 1, i’ — 0, i” = 0 setzen, so ergeben 
sich die beiden Linearsysteme: 





| 110 0| m = n,"-+ n,’ 

0 0) ‘=n,’ 

»diakidelig fiir welches . " 

001-1 -p =m," — m," 

(000 1 q =m,” 

und 

| 1010 mn = n,"-+ m,”, 

| , y , 

| abate fiir welches } " ~ sibel 
0010) y= m,’, 

10001 | , | =m,’. 


Das erste von diesen liefert fiir 
v= 14 oder — m,” = — m,”= nn,” =n,” = 1 
die Beziehung 
m’ = yp’ = 0 (mod 2), 
ist somit von derjenigen Beschaffenheit, wie sie fiir die Combination 
mit den Repriisentanten B geeignet ist; das zweite giebt 
m’ = nw = 0 (mod 2), 
ist somit das gesuchte Linearsystem fiir den Repriisentanten A. 
Beachtet man ferner, dass in Folge der symmetrischen Form der 

fiir die Transformationszahlen geltenden Bedingungsgleichungen deren 
Giiltigkeit nicht alterirt wird, wenn man 

ag Mit 6, 

” ‘ “| und umgekehrt 

Ocg Mit Gaz 
vertauscht, dass aber ausserdem durch eine solche Transposition die 
Gréssen 

m, wu, yp, q fir — mm” = — m’=—n,’—n,’= 1 
der Reihe nach iibergehen in 
¥, p, wy, w, 

so folgt, dass die beiden Systeme: 


1000) 1000) 
—1100| (0100) 
: und | ly 

0100 /1000) 


0011 (0101) 








we 


lief 


der 


fiir 





eht 


en 


tion 


der 
eren 


| die 
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welche durch die erwiihnte Transposition aus den obigen linearen 
Transformationssystemen entstehen, ebenfalls lineare Transformationen 
liefern miissen, und dass sie ausserdem die Bedingungen erfiillen: 


q == mw = 0 (mod 2) und ( = yp’ =0 (mod 2) (fiir v= 14), 
d. h. es sind dies die zu C und D gehorigen linearen Transformationen. 


Combinirt man jetzt die eben gefundenen vier Linearsysteme 


1010| {110 0/ | 1000 1000) 
(36) 0101| |010 0| |~-1100 0100) 
0010, |001-1)| 0010} |1010) 
0001; |000 1) 0011] (0101)! 


der Reihe nach mit den 15 Repriisentanten: 


A B C D 
|1000! |1000 210 ¢| |20¢ a! 
10100' |02%0; |010 0| |o2sa|* 
}9020) |0010) 002-i 0010’ 
10002, |0002| |000 1] |o001'| 


so ergeben sich die folgenden 15 Transformationssysteme zweiten Grades: 


I. Il. III. IV. 
\1010/ [110 0] j2-ii # w | Qe 7 G #| 
gr) [9191 O2%—i) |—-11 0 OF | *” 24-46 i" a | 
0020) |\001—1) oe o2-—4' =e) Ff -O Te 
10002) (000 2 | 001 1);;}0 1 011 


fiir welche die Zahlen m, nu, », q die folgenden Werthe haben: 


‘. 
m= 2,+-+ m,!, 
n= n,' + m,’, 
y = 2m,!, 
q=2m,’, 

Il. 

a 

m= 2,*-+ n,/, 
nu = 2n,? + i (m,4 — m,*), 
yp = m,' — m,’, 


j= 2m/, 
Mathematische Annalen. IX. 
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Ill. 
m = 20? + i(n,4— n,*) + i (mt + m+ 2), 
n= — n+ n,/, 
» = 2m,? — i (m,? + m,*), 
y= m+ m,’, 

IV. 
m= 2n2+ é (nA+ m+ 27’) + i’ (n+ m,*+ 2), 
n= 2n,?+i"(nt+tmi+2) + 7% (ntA+m?+i"), 
p=—n'+m,!, 
j =n,’ + m,’, 


so dass fiir 
— m,* = m.? = n,* = 1,2 = 


m, nN, ~, q simmtlich gerade Zahlen (gleichgiiltig ob i, 7’, i” die 
Werthe 0 oder 1 haben) und mithin TT,,(v,, 7) sich als Summe von, 
vier #-Quadraten darstellen lisst. 


Von diesen 15 Transformationen zweiten Grades sind nicht irgend 
zwei durch lineare Transformation aus einander herzuleiten, da ja jede 
von ihnen aus einem anderen Repriisentanten durch lineare Transfor- 
mation hervorgegangen ist, und somit jede einer anderen von den 15 
nicht iiquivalenten Classen angehdért. 

Sollen nun die #-Functionen eines gegebenen hyperelliptischen 
Systems durch eine der obigen 15 Transformationen in Producte ellip- 
tischer #-Functionen sich transformiren lassen, so miissen, vermdge 
der Bedingungsgleichung 

Ti =0 


und der hieraus resultirenden 
TT,,(0, 0) = 0 = (a) 2 + (B) Hp? + (y) 8,? + (0) Os? 


(nebst fihnlichen durch Substitutionen hergeleiteten), sowohl zwischen 
den #-Moduln als auch zwischen den Integralmoduln jenes Systems 
bestimmte Beziehungen stattfinden. Es sind dies fiir die einzelnen 
Transformationen die folgenden: 


I. 
2T yy ET Tog — Ty =O tm AP? 
IL. 
a) i=0 Typ Plt =O  x?—AP =? (1—2) 


Typ 2p — (Ty) Top — TQ”) =O Hx? (L— we?) = A? (x?) 













de 









die 
von, 


rend 
jede 
sfor- 
n 15 


chen 
ellip- 
moge 


schen 
‘stems 
elnen 





Ill. 
a) i=0 ’=0 27,.— Ty» =0 
bi=O v1 2Ty9—To9 FT) Tx — Ty =O 
d i=l v0 Ty — T2=0 
ji=l v= Typ Tag HT y4 Typ — TQ? =O 
IV. 
a) i=0 i =0 t”=0 2¢,,=1 
b) i=0 ’=0 *”=—1 2t +t. =1 


iO f= 1 i”an0 eee 

d) iO (1 1 2,42 4,.4- 0,,— (4) to— To)? = 

¢ i=l i’ =0 i”=0 At. +3(T,, T2—T 12") = 1 

f) i=] =O i"=—1 AT o-oo +3(t,, T9—T,.”) = 1 

gil i’ 1 0 ty, +4 t,5+3 (t,t —T 492) = 1 

h) i=l (1 t= 1 2,,4-42,,4-17,,42(7,,7,.—T7,,") = 1 
Ich will den Fall, dass 


| 


uw? = x? 22, 


2000 Peet 
1100 0100| 
und | 
0020 1010)? 
OO011) O1LO1| 


2000 sont O» =1, 

| | = =? 

(38) 1100 i, & Bs Prt eg C22 : 
santo 01 = —1, On =— 

| 1l°‘l l 1 0, =—2, 0» =0, 





Man findet hieraus zunichst: 
m= 2n,, 
n= — n+ n,/, 
yp = 2n+ 2m,/, 
q == 24+ v7 + m2 + m+ 


(39) 





Transformation der hyperelliptischen Functionen. 








467 


wu? =x? A? 
A? x? ? 
wn? — A? 42 (x?—y*) 
x? — w? =p? (x? — 2?) 
4? — w= — x?(1 — 2?) 
w*(L—2*) == — x? (A? — aw?) 


4? — pty? (1 — 2% 
1 2242p") =a? (1-2) 


22 — w= A2(x2— u?) 
x? — 2 =x? (A2—p?) 


ee 2 


— Pm —x2(12—p?), 


6,,=0, 
Gy, =(), 
1, o,,=0, 
6,, =0, 
9 
2? 


hier vollstindig durchfiihren und kénnte hierzu offenbar die Transfor- 
mation IIT. a) beniitzen. Da dieselbe indessen auf andere algebraische 
Beziehungen fiihrt, als die von Jacobi gegebenen, so wiahle ich lieber 
eine aus II]. a) durch eine lineare Transformation abgeleitete, nimlich 
diejenige, welche entsteht aus der Combination von 


deren Transformationszahlen also enthalten sind in dem Schema: 


G19 =0, 
G29 =0, 
54, =0, 

=} 
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woraus sich ergiebt, dass TT,, (v,,v,) und ausserdem noch TT, (v,,¢,), 
TTy (&1, V2), Ths (,, %2) sich als Summen von vier #-Quadraten dar- 
stellen lassen. 
























Man hat ferner: 
@,=1, =O, Gy =—14F2t, —T yy, y= —2+2t,,—T,, 
Do=1, @,=2, = —14T), yy = Ty; 
und es ergiebt demnach die Bedingung (33°) oder (33) die Gleichung 

Tj. =T =—1+%,—ft, =O, 

oder 
(40) 2b. — Tr = 2, 
wihrend die beiden anderen transformirten Moduln, sowie die trans- 
formirten Argumente die Werthe haben: 
is ty = — 14 2t, —t., Tye =F. =, — 1, 
(41) v, =2v,—v v%, =” 

, 2? 2 9° 

Setzen wir nun 
TT,4 (1 pV) = (2) B? (0, , V2) + (B) By? (01,02) + (y) Bs? (Oy, V2) + (8) B15? (0, ,%), 
so folgt zuniichst fiir v, = v, = 0 

TT,, (0, 0) = 0 = (@)@,? und mithin (@) = 0 
(da #, nicht verschwinden kann, denn sonst wire das vorgelegte Sy- 
stem bereits durch diejenige Lineartransformation in ein elliptisches 
transformirbar, welche @,(v,,v,) in #,,(0,, v,") tiberfiihrt). Man kann 
daher setzen: 
42) a) Ty, (X%, M2) = (B) B,? (X%, 02) + (v) Bs? (%, M2) + (8) H,57 (0%, %); 
und diese Gleichung liefert vermége der Substitutionen : 
M—t, %Y—-Ettt, UtE™, 
V2» V2 Ft.» +3 te, 
welche den Index der linken Seite nicht indern, noch die folgenden 
drei: 
; b) TT yy (04, 02)== — (B) By” (& V2) + (7) Foy? (Y » &2) + (8) By5? (04,22), 
(42) ) ©) — TM yy (04, 09) = — (B) B42 (0,02) — (9) By? (4 V2) (9) Foy? (YM), 
G) Hyg (4 2) = —(B) B ,? (Oy, Va) — (7) Byy? (0 Va) ++ (9) Doo? (0, , 0). 
Setzt man v, =v, = 0, so liefert das Verschwinden der Deter- 
minante 
3,’ Boy? Fes” | 
—,/ — 3," O° 
— Bh, 'y —%,,? By» 
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= 3,” 9," o,,° + 5,” 9,;" o,,? =, 


oder: 
u? = «222, 
wahrend sich die Quotienten der unbekannten Coefficienten aus Glei- 
chung (42) b) und c) in der Form ergeben: 
(6) at 2? (y) salad Bo” 


© OoF* @. &. 
so dass wir setzen kénnen: 
(43) TT yg (0, Vg) = CH) ED, (Vy, 041) B (Vy, Tay’) 
=C{— Fy? Hy? Fy? (Y, V2) + Ay? Moy? By? (Y , Vy) 


+ 3,°9,79,57(v,, v.)} ? 
wo C eine Constante bedeutet. 
Durch Anwendung der Substitutionen: 


1) 1 +3, Y +Ht> 
%—$, Mth, V, —t+4t, 
denen die folgenden Werthe der transformirten Argumente entsprechen : 
Ott, ytetia, of +1+dey, 
%—4t, 1 +ettty, + $22’, 
ergeben sich aus Gleichung (43) die folgenden drei: 
(44) Tyg (01, Up) = CHM (0), O41) By (Wy, Tae ) 
9 {9,757 Dy9” (04 V2) — By? By? By? (oy, Uy) 
— 5? 7 H,,?(v,, v)} ? 
(45) TT, (04, 0p) = EL FEDS (04, 041) By (V9', Toy’ ) 
=C (0? Dy? Dy? (V1, V2) FO 9y? D,,? (Y, U) 
— BF? Dos? (M4, vo) f ? 
(46) TT, (vy, Uy) = OH Lr DEY (Uy', Thy) By (Uy', To9’) 
=C { By? F957 F127 (VY, , Vz) + By? Dy? Dy? (v1, Uy) 
— 8/73, I)? (Y, v»)f ’ 
Setzen wir hierin v, = v, = 0, wodurch auch v,’ = v,’ = 0 wird, 
und bezeichnen 
7 1 (0, t,,°) mit o,, 
a, (0, Too ) mit ax’, 
so erhalten wir folgende drei Gleichungen: 


(47) 8, -3,"= — C(8,? {9 O° + 9," re 


—C- a,” 8; 9,;’, 


(48) 3, - d= C (8? {3 D2,” — 3,’ By,” ) = C-4,'4,? 9,,’, 
) === 


(49) a, , a, = C (,,° {,? 9,” i 6, 9,7} C. i 8,3” 93,’, 
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aus denen sich die Moduln der transformirten Integrale (sowie auch 
die Constante C) bestimmen lassen. Setzen wir nimlich: 





dy 


i oo Yo? 
Vaasa 1 FON, 


C C= ——— 
Om | rapt y®) (1- ety?) ’ “es Srcat ) (1 ey?) ’ 





és tC’ 
Ty, OF as 
(60) 
euscgmeamneme = tu, ‘=2L», 
Jiao vs 
Po dy — L+ eT, ax _— 
Vii--y®)(1—Pyy ’ Vie 
F tL’ 
«ceed Sh 
so ist: 
he's 1-H, (v4', ty’) 
Y, = sn (e,,c) ae —— 11 St, 
M1 ( a Ve Bo(M,t) ? 
; — i Ve, @ (vc ‘) 
20 2 = pe A | 1> * 
Vi-y, en (u,’, €) Ve Ol0;, ty)? 
Tay? am dn (u’.c) maz %(%, Ty) 
Vi—c’y, (uy, ¢) Ve, Ho My, ty) ? 
ext a, — a . f 49 9 
Foes x » a= ae (+ ¢,? = 1); 
(51) 


1 By (09', T99') 
Vi Bu (We, Ta9') ? 

Vy 92 (v2', te’) 
Vi Bo (We, Tre)’ 

V(b — Py) = dn(uy, 1) = Yl, 22%) 


2 ? 
io (V2, T.2) 


Yo = sn(u,',l) = 


} 1 —y,? — Cn(Uy’, l) ban 


” 


> a,” Py . ° 
Vl — @,” ? V1, = a; ? (P + L? —_ 


Dividirt man jetzt die Gleichungen (47) und (48) durch Gleichung 
(49), so ergeben sich fiir die transformirten Integralmoduln oe fol- 
genden ogg 











pete as Se 
(52) Woy PoP Muh Vat) (2) ” 
SF Vet, = Sat 
a; ?; a,” a2 Va — x?) (i— 2?) ? 
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woraus : 


_ t(A+x) _ t(4x) ; 
(53) Lait may? Soe may? lik 
__ Aste i Td ree 
= a8 = gay? eg : 


Um nun auch die durch die Transformation resultirenden alge- 
braischen Beziehungen der Integralgrenzen herzustellen, setzen wir 
noch : . 


— +f pins =u, =2K,1,+2K,%, 
(4) 4)” 
"ada + fiz: ede oy 2 Kyo 42 Ky,v. 
VRix) VR(x) 2 21"1 22°%2) 
wo: 
R (a) = «(1—2)(1—x?x)(1— A? x) (1 — x? A? 2). 
Hierbei haben wir — wegen der spiiter anzustellenden Verglei- 
chung mit den Resultaten Jacobi’s — dem ersten Integrale in bei- 


den Gleichungen die untere Grenze 0 gegeben, wiihrend die von Herrn 
Weierstrass herriihrenden Definitionen der Abel’schen Functionen 


< . 1 : aks ‘ 
an dieser Stelle die untere Grenze —~— erheischen. Sei daher ferner: 





22 
7 - +S VR ie =2K,,v,+2K,.»,, 
) 1* = 
ae ee 
Ls 


so lassen sich die bekannten symmetrischen Ausdriicke / 2, 2, 
V(1—2,) (1—2,) u. s. w., unmittelbar nach den Definitionsgleichungen 
der A bel’schen Fonstionsn durch Bq(v;,¥2), F3(v,,¥,) ete. , darstellen * ). 
Nun ist aber nach Gleichung (54) und (55): 

1 

2 
i eis epee 
y= uy + fe VRia) ic VEG =u + K,,+ Ky, —tK,+ik,,, 


4, 


a : ode ‘ ; : ’ 
Uy = wt Si 9% Via pm But K,, — 1K, +1 K,,, 
woraus sich Sneed 
ne % =, —$+3%,—tT, 
(56) =, — i bdo, — ie 
2 2 2 S "2 Fra 


*) Siehe z. B.: Crelle’s Journal Bd, 64, 
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Wir dividiren jetzt jede der drei Gleichungen (43), (44), (45) 
durch Gleichung (46) und fiihren zugleich statt der Argumente ,, v, 
gemiiss den Gleichungen (56) die Argumente »,,», ein. Alsdann er- 
giebt sich, wenn wir noch die aus #-Functionen (fiir die Nullwerthe 


Atrrep Parnesnem, 


der Argumente) zusammengesetzten Coefficienten durch x und 4 aus- 
driicken, wobei wir 


. Vi— w= (ed),, Ywe—V=A, 


setzen: 


(57) 





(04), 11’) Fa(Oe', Tee ) __—(xd)s 4? (01,02) — A, Foa*(04, V2) — #14 F5e°(01 D2) Z, 


Fost) So(tetex) — — (#A), B47, 04 Ve) Axe Ho? (04, Ve) — #444 Fo1*( 04 , V2) a 
He(v4', Ty) Pole, tee) (4h), By? (01,02) — Ay, Hy? (04, Ve) — Hyd, Fs? (04,02) 7, 





Fo(Oy, Ty) Pole ste) —(#A)y Paq*(Op, Da) FA, Bo? (Vp, V2) —H 14, Dox*(01, 0g) WV? 








H4(v4', ty) By g’, toe) (22) 4 By57(04 , Ve) — Ay B 40704 , De) + #144 He? (01, Ve) Zs. 


HolOy tyr) Pola» Tar) — — (4A) 4 Paq2(vy, Ve) FA, Bo? (04, Ve) — 124 Fo:%(01,02) WN 


Die algebraischen Ausdriicke fiir die linken Seiten ergeben sich 


unmittelbar aus den Gleichungen (51), wahrend diejenigen fiir die rech- 
ten Seiten in den folgenden Gleichungen enthalten sind: 


fz 


Z 





ag 


1 





ee my Ay (A), 2, (ey—ay)* 


1 
x” (wd), (ay = X_)? 


1 
WPT ea 





(%A),? ((1—a,) (1—A?ax,) (L—x?A*a,) - 27, (1—x*a,) 
+ (1—a,) (1—A?ax,) (1—x?A*a,) - 7, (1—x?a,)] 
— 22? (2, (1—a,)(1—xta,) (12a) (1020, 


(1a) (122) -(1—22a,) (1222) | 


+ Ax? (1—x?A?x,)(1—x? Aa.) (x, —2.)? 
—24?VR@,) VR) 
x [x,(1—2x,)(L—A*x,) - (1 — xa) (1 — x7A%ay) 
+2,(1—2,)(1—a%e,) - (1—a%e,) (1—2%4%x))] 
+ %,?[(L —x?x,) (1 — 4?x,)(L—x?A?2,)- 2,(1—a) 
+(1—x*x,)(1— A*x,)(1— 2x.) - xj(1—24,)] 
— x? 12d? (0d),?a, By (@,— 2)*—2YV R(ax,) WR) 








Jy—— 5 {x82 (1 —2,) (1a) + 9? (122) (1a) — 9,24," 


%,? (x, (1—A*ax,)(1— x? A? x) -(1—ax,) (1—#?2,) 
+a, (1—A?x,)(1— x? A? x,) -(1— x) (1— x? a,)) 
+4,? [a,(1—2,) (1— x? 4? 2,) -(1—x?x,)(1— 4? 2,) 
+a, (1—az,) (1—x?4?x,)- (1—x?x,)(1—2?2,)| 
—,74,7A?(1—x?2,) (lL—x?*a,) (47, —2,)? 





[— 24,? V R(a,) V Ra.) 






























Wh 








45) 
» Vg 

er- 
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aus- 


sich 
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—x*a9) 
—x*4,)) 
x*?2,) 
x71? 2,)| | 


xA2, 
“Az, 
(1—2, 
(1 —a, 


= 


] 








Yit+Y.)* 








yY R(2,) 


1,2 93 


5 


— x Ly) 
—x*2,)] 
— id 2,) 
—A?*z,)| 
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Wir wollen jetzt +, 1 setzen. Dann gehen zunichst die Glei- 
chungen (54) — wenn wir noch statt x, nur x schreiben — in die 
folgenden tiber: 


VRe =u =2 Kix, +2 Kir, , 
(59) a 
ate =2K. 2 Ky» 
J V5 ss 1% + 222 » 


wahrend die Gleichungen (57) und (58) die algebraischen Beziehungen 
liefern : 


— Ad, & 
Vel WM (i—x®«) (1— Ba) ? 
Va siete 1, (1—ax) (1—x? 2? x) 
Vash V(A—y,?)(1—y,”) 7 ~~ (4d) ( (1—x?x)(1— 222)’ 
aa *,Ay(1—n2d2a®) 
Vale Vey) (LP) = Gad —wa) Ia)? 


oder mit Beriicksichtigung von (52): 


Hy? Ava 


WY2 = — aa) G— Fay? 
" x rr LW; Pr 1—a) (1— #2? 
(60) V(i—y,”) (l—y,?) = aay aaa, , 
5-5 1— x? 22a? 
V(l—e “w)(- —by,) = “G— a) (1— ta) * 


Aus den beiden ersten der Gleichungen (60) folgt aber: 





2 (l- x2)? (1—1?ar)® + (1—n?)? (1—22)® w®@— (1a) (1x22)? 2 (1?) (122) (11?) (1-2?) 
(1—x? x)? (1—a2 x)? Smee Bik i ot ‘ 


folglich : 
(Yy¥y,ty)=0, dh y,=—y,. 
Setzen wir daher 
Y=9, wR=—Y, 
so wird zunachst aus Gleichung (50): 


a — ’ 
ihe Va-— rt =o Cr, 


wo fy ar is > i ee 


wihrend die algebraischen Beziehungen (60) die Form annehmen; 


(61) 
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et Hla ’ 
¥ =+ G@ 2.82) i—ie) ? 














‘ »_ G—a) (i—x*2?2) 
(62) i—-f= Gina—ee’ 
Vi—eyyi—Py) = —4ete 


(i—x®ax) (1—a2ax) 
. Es bleibt jetzt nur noch die Relation zwischen den Integralen 
U,,U, und w,’, uv,’ festzustellen. Aus Gleichung (59) folgt mit Beriick- 
sichtigung der Gleichungen 


u wu, ’ Me. | 
1% =4(r, ‘+oy)—=4 (5 + sx) und v, =v, =<s;: 


(63) a? Se 
% = so% + “gp > 


oder wenn man die — selbst einsetzt: 


* de _ Ky dy _ Kurt 2K mp 
VR(@) ag Ww y?) (1—ey?) ener 





Andrerseits findet man aber durch unmittelbares Sditiins der alge- 
braischen Substitutionen (62): 





* du xdx 
——=—_ A, 
\icatmas ts [Tatas 4 Pe 
(65) . . 
a) a nae 
Va-¥) Py’) — Hh Ni idiartias, VR(a) ’ 
(wenn wir in am Ausdriicken fiir die Moduln (53) 


jedesmal das obere Zeichen wihlen) , 
oder auch: 








x dx iene STH fy + fr =, 
. VR@) riz Lae oe —Py?) 
(66) m . 
“ade _ _ (+h 








“ Se 
VR(x) ~ 2(¢—4) Sree (i—ey) J Va 1—Py?) 


so dass sich die Relationen atihin: 





; Ky, + 2K a qth. . 
2C 2L 2 ? 
Ky, as Ky, + 2 Ke _ _ (¢-+1,)* 





3C 2L 


2(e,—4,)? 









alen 
ick- 


(53) 





und hieraus: 
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Ky __ Eu+2Ko 


Ku Ky +2Ky ste 
Ich will schliesslich noch die Resultate, welche Jacobi im 8' 
Bande des Crelle’schen Journals gegeben hat, zur Vergleichung hier 
mittheilen. Sie lauten: 


(67) 








ata dx ates +e i” 
f Votomiacaapaarig ~ 2 FO.9)+ Fe, 9}, 
0 

; Ve dx HUY 7 
\reemmnrsers ~ FO) — Few, 
0 


(wo F(b,g), F(c,@) das elliptische Integral 1'*" Gat- 
tung in der Legendre’schen Form bedeuten), 


(1-+-x) (1+) a ° 


sin = ina) fiz)? | 
coat = mai (t—ate) |, _ _VatVi_ yy _1-Vei_ 
V(i--x) (12) Vit-+x) (1-2) 


(1+) (12x) ? 





; (1—Vxi x)* Vi —Vi P 14+-Vui ‘ 
1 — 0? sin? g = —~—_____—___ , 4 So. Tae rn 
9 xe) Q-+ae) ? | Vata’ ° Vara) Fd) 
(14+Vui 2) 


1— Cain’ = (a) Gia)? | 
Diese Gleichungen sind aber offenbar mit den unsrigen: (66), (62), 
(53), identisch, wenn wir statt der Jacobi’schen Bezeichnungen: 


Vu, Va, b, VU, ¢, € 


tA, $8, 6, &, t, 6 


der Reihe nach 
und ausserdem 


sing = y 
setzen. 


Beuthen O/8., 28. August 1875. 











Ueber den Zusammenhang der Flachen. 


Von Fenrx Kier in Miinchen. 


Die nachstehenden Zeilen haben zunichst den Zweck, einen Fehler 
za berichtigen, der sich in einem friiheren Aufsatze von mir findet 
(Bemerkungen iiber den Zusammenhang der Flichen, diese Annalen 

_ VII, p. 549—557) und der dadurch entstanden ist, dass zwei an sich 
richtige Definitionen stillschweigend als gleichbedeutend behandelt sind, 
wihrend sie in der That einander widersprechen. Inzwischen sind die 
Erérterungen, die ich an die Darlegung dieser Unrichtigkeit kniipfe, 
wie ich glaube, von allgemeinerem Interesse fiir die Lehre vom Fii- 
chenzusammenhang iiberhaupt. 

Um beliebig sich durch das Unendliche erstreckende Flichen, die 
im projectiven Raume (R,, Raum mit unendlicher ferner Ebene) vor- 
handen sind, den Zusammenhangsuntersuchungen zu unterwerfen, gebe 
ich in der genannten Arbeit (p. 551, 553) das allgemeine Mittel an: 
den genannten Raum als einen Doppelraum zu betrachten und durch 
eine einzweideutige Transformation mit dem Raume R,, der im Un- 
endlichen nur einen Punkt enthilt, in Verbindung zu setzen. Kiner 
Flaiche in R, (deren Bild in R, nicht zerfillt) soll diejenige Zusam- 
menhangszah! beigelegt werden, die ihr Bild in R, besitzt. 

Diese an sich gestattete und vielleicht fiir weitere Untersuchungen 
(iiber dreifach ausgedehnte Gebiete) zweckmiissige Feststellung steht 
im Widerspruche mit einer anderen, in der genannten Arbeit fiir den 
speciellen Fall des einschaligen Hyperboloids an zwei Stellen (p. 552, 
555) angewandten Methode, die auch in dem folgenden Aufsatze: 
Ueber eine neue Art der Riemann’schen Flichen (ebendas. Bd. VII, 
p. 558—566) festgehalten wurde und in der That festgehalten werden 
musste*). 

Um dies deutlich zu sehen, betrachte man die p. 553 eingefiihrte 
Abbildung genauer. Vermoége derselben entsprechen jedem Punkte p, 


*) Vergl.: Weitere Mittheilungen iiber eine neue Art von Riemann’schen 
Flichen (Erlanger Berichte, Mai 1874), sowie einen demniichst in diesen Annalen 
erscheinenden Aufsatz. 
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Ueber den Zusammenhang der Flichen. ATT 


des R, zwei Punkte p, des R,*). Beschreibt p, eine Curve, so jeder 
der Punkte p,. Und dabei findet der charakteristische Unterschied 
statt (man vergl. dazu die ebendort p. 553 besprochene einzweideutige 
Beziehung zwischen zwei Ebenen): 

Ist die Curve, welche p, durchliuft, geschlossen, so muss man wn- 
terscheiden, ob sie paar oder unpaar ist. Im ersteren Falle durchliuft 
jeder der beiden Punkte p, eine geschlossene Curve und die Curve p, 
ist auf jede der beiden Curven p, eindeutig umkehrbar bezogen. Im 
zweiten Falle aber durchlaufen die beiden Punkte p, jeder die Hilfte 
einer und derselben geschlossenen Curve und die Curve p, ist auf diese 
eine Curve p, einzweideutig bezogen. 

‘Bewegt sich jetzt p, auf einer geschlossenen Fliche, so ist nach- 
zusehen , ob diese Fiche iiberhaupt unpaare Curven enthilt oder nicht ~ 
(vergl. diese Annalen Bd. VI, p. 577). 

Im letzteren Falle sind die Flichen, die von den beiden Punkten 
p, beschrieben werden, getrennt und jede derselben ist mit der Fliche 
der p, in eine umkehrbar eindeutige Beziehung gesetzt. Durchlauft 
z. B. p, eine Kugel, so beschreibt auch jeder der beiden Punkte p, 
fiir sich eine Kugel. 

Im ersteren Falle dagegen bilden die Flaichentheile, welche die 
beiden Punkte p, beschreiben, erst zusammen eine geschlossene Fliche 
und auf sie ist dann die Fiche p, einzweideutig bezogen. Durch- 
liuft z. B. p, eine Ebene, so durchlaufen die Punkte p, zusammen 
eine Kugelfliche (jeder fiir sich die Hialfte); jedem Punkte der Ebene 
entsprechen zwei Punkte der Kugel. Durchlauft p, ein einschaliges 
Hyperboloid, so erzeugen die p, gemeinschaftlich eine Ringfliche, und 
jedem Punkte des Hyperboloids entsprechen zwei Punkte des Ringes. 

Die Meinung war nun die, dass dementsprechend der Ebene p, 
der Zusammenhang der Kugel p, beigelegt werden sollte und dem Hy- 
perboloid p, der Zusammenhang des Ringes p,, d. h. nach der von 
Schlafli vorgeschlagenen Art der Zahlung (vergl. meine Arbeit p. 550, 
Note) der Ebene der Zusammenhang Null, dem Hyperboloide der Zu- 
sammenhang Zwei. 

Diese Zahlen werden den genannten Flichen in der That in mei- 
ner Arheit beigelegt, aber diese Uebereinstimmung ist, soweit sie das 
Hyperboloid betrifft, nur eine zufallige. Wiahrend nimlich die Ebene 
und iiberhaupt alle unpaaren Flichen, wie es nach der seitherigen 
Festsetzung sein muss, auch weiterhin in meiner Arbeit als Doppel- 
fliichen betrachtet werden, ist das einschalige Hyperboloid an den 





*) In den Formeln: 


a = - vical etc 
"LA (at y?+et) 


bedeuten 2’, y’, 2 die Coordinaten von p,, w, y, 2 die von py. 
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citirten Stellen (p. 552, 555) als einfache Fliiche behandelt. Auf p. 552 
wird das einschalige Hyperboloid allerdings auch in eine Ringfliche 
iibergefiihrt, aber nicht durch ein ein-zweideutiges, sondern durch ein 
ein-eindeutiges Verfahren. Zu/fdllig ist dabei, dass fiir das Hyper- 
boloid dieselbe Zusammenhangszahl (Zwei) resultirt, wie nach der 
obigen Festsetzung. Hiitte man z. B. das Hyperboloid mit einer 
Punktirung versehen, so wiirde nach dem auf p. 552 benutzten Pro- 
cesse eine einfache punktirte Ringfliiche, nach der allgemeinen Regel 
aber eine zweimal punktirte Ringfliche entstanden sein, und dem- 
entsprechend hitte man dem punktirten Hyperboloide das eine Mal 
den Zusammenhang Drei, das andere Mal den Zusammenhang Vier 
beilegen miissen. 

Es scheint mir nun am richtigsten, fiir den Fall es sich bloss um 
die Untersuchung des Zusammenhangs von Flichen, und iiberhaupt 
von zweifach ausgedehnten Gebieten handelt, festzusetzen: dass nicht 
die ein-zweideutige Transformation, dass vielmehr die p. 552, 555 ein- 
geschlagene Methode bei Bestimmung des Zusammenhangs (zuniichst des 
einschaligen Hyperboloids) als richtig gelten soll. 

Diese Festsetzung, die denn auch fiir die Beurtheilung des Zu- 
sammenhangs meiner neuen Riemann’schen Flichen maassgebend 
sein wird, ordnet sich in eine allgemeine Auffassung vom Wesen des 
Zusammenhangbegriffes ein, die so, wie in der Folge geschehen soll, 
wohl noch nicht ausgesprochen wurde, so dass ihre Formulirung als 
Mitzweck der gegenwiirtigen Mittheilung gelten darf. 

Die Eigenschaften, die einem geometrischen Gebilde oder iiber- 
haupt einer Mannigfaltigkeit bei beliebigen Verzerrungen erhalten blei- 
ben, kann man in absolute und relative sondern. 

Absolut nenne ich diejenigen Eigenschaften, welche der betr. 
Mannigfaltigkeit unabhingig von dem umfassenden Raume zukommen, 
in welchem gelegen man sie voraussetzen mag. 

Relative Kigenschaften hingen von dem umgebenden Raume ab; 
sie sind invariant bei Verzerrungen der Mannigfaltigkeit , die innerhalb 
des betr. Raumes stattfinden, nicht aber bei beliebigen Verzerrungen. 

Eine absolute Eigenschaft einer Curve ist z. B. durch ihre Ver- 
iistelung gegeben. Dagegen wird eine relative Eigenschaft einer ge- 








































\ 


schlossenen Curve, — wenn sie in der Ebene liegend vorausgesetzt 
wird, — durch die Gesammtkriimmung der Curve vorgestellt, — wenn 


sie dem dreifach ausgedehnten RKaume angehoren soll, durch die Zall 
der Windungen der Curve um sich selbst (Knotenzahl). Fir eine ge- 
schlossene Fliche, die dem dreifach ausgedehnten Punktraume auge- 
hort, besteht ein relatives Charakteristikum ebenfalls in der Gesammt- 
kriimmung; derartige Attribute sind es, von denen P. 552, 553 meiner 
alten Arbeit beiliiufig gesprochen wird. 








~ nmap & ee _ = 


— 


_lUrf hl 





ht 
les 


u- 
nd 
les 
sll, 
als 


Be- 
tzt 
nn 
abl 
5e 
Be- 
mt- 


ner 








Ueber den Zusammenhang der Fliichen. 479 © 


Die gemeinte Auffassung des Zusammenhangbegriffes zielt nun 
darauf ab, den Zusammenhang der Flichen so zu definiren, dass er 
als ein absolutes Charakteristikum zweifach ausgedehnter Mannigfaltig- 
keiten gelten kann*). Der grosste Theil der bei der gewdhnlichen De- 
finition des Zusammenhangs benutzten, der Geometrie entlehnten Aus- 
driicke: Randcurve, Querschnitt ete. hat von vornherein absolute Be- 
deutung. Es ist das nur bei einer Hiilfsvorstellung nicht der Fall, die 
ausdriicklich den die M, umgebenden Punktraum voraussetzt. Man 
hat, wie ich auch bei der friiheren Gelegenheit zur Sprache brachte, 
bei der Definition des Zusammenhangs einen Unterschied zu machen 
zwischen einfachen Flachen und (eigentlichen) Doppelflichen. Der 
Unterschied ergiebt sich durch Betrachtung der F'ldichen- Normale. Er- 
richtet man gegen ein Element der Miche in bestimmtem Sinne eine 
Normale und lisst die Normale mit ihrem Fusspunkte iiber die Fiche 
hinwandern, so heisst die Fliiche eine Doppelfliche, sobald es méglich 
ist, zum Ausgangspunkte mit umgekehrtem Sinne der Normalrichtung 
zuriickzukehren. 

Diese Festsetzung lisst sich nun aber durch leichte Umstellung 
so verwandeln, dass eine absolute Bedeutung resultirt. Statt gegen 
das Flichenelement eine Normale in dem einen oder anderen Sinne 
zu errichten, zeichne man in dem F'liichenclemente eine in sich zuriick- 
laufende Curve (Indicatrix) und belege sie mit dem einen oder anderen 
Sinne. — Eine Fliiche heisse dann und nur dann eine Doppelfliiche (eine 
M, eine Doppelmannigfaltigkeit), wenn es miglich ist, diese Indicatriz 
so tiber die Fliiche hin bis zu ihrer urspriinglichen Stelle zuriick zu ver- 
schieben, dass der Sinn der Indicatrix umgekehrt scheint. 

Nach dieser Regel ist die unbegrenzte projective Ebene und iiber- 
haupt jede unpaare Fliche eine Doppelfliche, das einschalige Hyper- 
boloid aber eine einfache. Querschnitte, die man auf diesen Flichen 
ziehen mag, sind entsprechend zu beurtheilen. Es ist nur ein Mittel 
der Bequemlichkeit, wenn man, wie auf p. 552, nicht das Hyperboloid 
selbst der directen Untersuchung unterwirft, sondern dasselbe vorab 
durch einen umkehrbar eindeutigen und desshalb immer gestatteten 
Process in eine Ringfliiche verwandelt. — 

Die eben vorgetragene Indicatrixmethode dringt sich bei den 
neuen Riemann/’schen Flaichen, von denen ich in der zweiten da- 
maligen Arbeit handelte, von selbst auf, sofern man die Entstehung 
dieser Flichen mit v. Staudt’s Repriisentation der Imaginiren zu- 
sammenbringt. Die Punkte, welche unsere Riemann’sche Fliche bil- 
den, repriisentiren je eine imaginire Linie, und sind also bei v. Staudt 


*) Es ist damn zusammen mit der Zahl der Randcurven zugleich das aus- 
reichende Charakteristikum. 
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die Trager einer, mit bestimmtem Sinmne zu nehmenden Strahleninvo- 
lution. Indem wir um den Punkt einen kleinen Kegelschnitt als In- 
dicatrix herumlegen und diesem einen Sinn ertheilen, geben wir der 
v. Staudt’schen Vorstellung in leicht verstiindlicher Weise Ausdruck*), 
Wir kénnen uns dementsprechend die bez, Riemann’schen Flichen 
mit Indicatricen tiberdeckt denken, deren Sinn nicht nur, sondern 
deren Gestalt auch den von Staudt’schen Forderungen entspricht. 
Eine besondere Beriicksichtigung etwaiger Doppelflichen erweist sich 
dabei freilich als iiberfliissig, sofern wir diejenigen Partieen unserer 
Fliche, die mit iibrigens congruenten, nur in verschiedenem Sinne zu 
nehmenden Indicatricen iiberdeckt sind, schon von vornherein durch 
die Definition unserer F lichen als verschiedene Blitter unterschieden 
haben **). ; 

Um die Bedeutung der Indicatrixtheorie und der absoluten Auf- 
fassung des Zusammenhangbegriffes vollends hervortreten zu lassen, 
mag hier zum Schlusse noch der Zusammenhang zweier zweifach aus- 
gedehnter Mannigfaltigkeiten, die keine Flachen sind, bestimmt werden, 
nimlich der Liniencongruenzen erster Ordnung und Classe mit zwei 
reellen oder zwei imagindren Leitlinien. (Fallen die Leitlinien zusam- 
men, so hat die Congruenz einen singuliren Strahl, und es kann von 
Abziihlung des Zusammenhanges ohne vorherige neue Festsetzungen 
keine Rede sein.) 

Es bietet sich zu dieser Bestimmung zuniichst eine analytische 
Methode. Fiihrt man statt der Liniencoordinaten p;, sechs reelle 
lineare Functionen x; ein, so kann man bekanntlich erreichen, dass 
die zwischen den p;, bestehende Identitit in folgende iibergeht***): 

a, > a4” + x; Phe! a, — &,? — 27 =0. 
Eine lineare Congruenz mit imaginiren Leitlinien ist dann, bei- 
spielsweise, durch 
2,0, x, =—0, 
eine solche mit reellen Leitlinien durch 
z,=0, o,=—0 
dargestellt. Anders ausgedriickt: Die Congruenz mit imaginiren Leit- 
linien ist eindeutig (und ohne Auftreten von Fundamentalelementen) 
abgebildet auf diejenige M,, welche aus dem projectiven R,: 
: Bg t By i Hy 3 Be 
*) Der Kegelschnitt soll so gewihlt sein, dass fiir ihn die in der Involution 
zusammengehérigen Strahlen conjugirte Linien sind, insbesondere also, wenn man 
will, bei Centren, die im Endlichen liegen, conjugirte Durchmesser. 

**) Eine analoge Bemerkung findet bei den gew. Riemann’schen Flichen 
ihre Stelle. 

***) Math. Annalen Bd. II, p. 204. 
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Ueber den Zusammenhang der Fliichen, 


durch die Gleichung 


a3" — fF -—s = x2 a 


ausgeschieden wird; die Congruenz mit reellen Leitlinien entsprechend 
auf diejenige M, des R,: . 
Hoi Hy iH, 2 Uy 

die durch 

- £2 + 2,7 — 2? — x = 0 
repriisentirt wird. Aber dieselben Gleichungen bedeuten, bei anderer 
Interpretation der Verhiltnissgréssen x, reelle Fliichen zweiten Grades, 
die bez. nichtgeradlinig und geradlinig sind, d. h. also z. B. eine Kugel 
und ein einschaliges Hyperboloid. 

Somit kommt: 

Beide Liniencongruenzen sind einfache Mamnnigfaltigkeiten. Die 
Congruenz mit imagindren Leitlinien hat den Zusammenhang Null, die 
Congruenz mit reellen Leitlinien hat den Zusammenhang Zwei. 

Versuchen wir jetzt, uns unmittelbar geometrisch zunichst von 
dem ersten Theile der vorstehenden Behauptung Rechenschaft zu geben. 

Fiir eine Linie der Congruenz die Indicatrix construiren heisst, 
unter den unmittelbar benachbarten Linien einfach unendlich viele zu 
einer in sich zuriicklaufenden (geschlossenen) Linienfliiche zusammen- 
fassen. Die Erzeugenden dieser Fliiche sind dann, damit die Indica- 
trix ihren Sinn erhalte, in bestimmter Reihenfolge zu nehmen. 

Diese Forderung lisst sich nun fiir die beiden zu betrachtenden 
Fille in geliiufigere Vorstellungen umsetzen, die dann in beiden Fallen 
leicht iibersehen lassen, dass man es in der That mit einfachen Man- 
nigfaltigkeiten zu thun hat*). 

Nehmen wir zuniichst die Congruenz mit imaginiiren Leitlinien. 
Um die Ideen zu fixiren, denken wir uns in einer Ebene senkrecht 
gegen den zu betrachtenden Strahl um diesen Strahl einen kleinen 
Kreis gezogen und wiihlen als Indicatrix die Linienfliche, die von den 
Congruenzstrahlen erzeugt wird, welche von den Punkten des Kreises 
ausgehen. Dieselben bilden ein enges, um den Strahl herumgelegtes 
einschaliges Hyperboloid, oder wenigstens eine ihnlich gestaltete Fliche. 

Statt nun diese Congruenzlinien in bestimmter Reihenfolge zu durch- 
laufen, ertheilen wir dem Hyperboloide in dem einen oder anderen 
Sinne eine Drehung um seine Axe. Denkt man sich dann die Erzeu- 
genden als Tangenten von Schraubenlinien, die sich um die Axe herum- 
winden, so ist mit der Drehung eine Verschiebung der Axe in sich 
verbunden. Statt also unserer Indicatrix einen Sinn zu ertheilen, 


*) Ein Beispiel fiir eine Doppelmannigfaltigkeit vom Zusammenhange Null 
giebt etwa das Secantensystem einer Raumcurve dritter Ordnung, wie man am 
raschesten auch wieder analytisch erschliesst. 
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kinnen wir einfach auch dem als Punktreihe betrachteten Congruenz- 
strahle einen Sinn beilegen. 

Genau dasselbe Mittel benutzt v. Staudt, um die beiden von 
allen Linien der Congruenz geschnittenen imaginiren Leitlinien zu 
unterscheiden. v. Staudt’s Entwickelungen zugegeben, ist also deut- 
lich, dass ein Congruenzstrahl, mit einem bestimmten Verschiebungs- 
sinne behaftet, dann beliebig durch die Congruenz hin bewegt, zu 
seiner Anfangslage nur wieder mit seinem urspriinglichen Sinne zu- 
riickkehren kann: die Congruenz erster Ordnung und Classe mit ima- 
gintiren Leitlinien ist also eine einfache Mannigfaltigkeit. 

Entsprechende Ueberlegungen, bei der Congruenz mit reellen Leit- 
linien angestellt, ergeben dieses Resultat: 

Jeder Strahl wird durch die beiden Directricen D, und D, in 
zwei Segmente zerlegt, und der wechselnde Sinn, welcher der Linien- 
indicatrix beigelegt werden kann, kommt darauf hinaus, auf jedem 
dieser Segmente iibereinstimmend einen Sinn von D, zu D, oder von 
D, za D, anzunehmen. Dass dieser Sinn, einmal festgestellt, sich bei 
stetiger Verschiebung der Geraden innerhalb der Congruenz nicht 
iindern kann, ist deutlich, und also haben wir wiederum eine ecinfache 
Mannigfaltigkeit vor uns. 

Die wirkliche Bestimmung des Zusammenhangs der beiderlei Con- 
gruenzen ergiebt sich nach dieser Voruntersuchung am anschaulichsten 
durch den Vergleich mit der unbegrenzten Ebene. Sind die Leitlinien 
der Congruenz imaginiir, so entspricht jedem Punkte der Ebene aus- 
nahmslos ein (hindurchgehender) Strahl und auch umgekehrt jedem 
Strahle ein Punkt, bis auf den einen Strahl, der ganz in der Eben® 
enthalten ist. Sind die Leitlinien reell, so modificiren sich diese Ver- 
hiltnisse insofern, als dann auch noch zwei Punkte der Ebene auf- 
treten (die Schnittpunkte der Ebene mit den beiden Leitlinien), denen 
unendlich viele Linien der Congruenz entsprechen. Aus diesem Ver- 
halten bestimmt sich die Zusammenhangszahl der beiderlei Congruen- 
zen bez. zu Null und Zwei, genau so, wie p. 555 der vorigen Arbeit 
aus dem entsprechenden Verhalten der Kugel und des einschaligen 
Hyperboloids bei ihrer Abbildung auf die Ebene der Zusammenhang 
dieser beiden Flichen bestimmt wurde. Zugleich giebt die Abbildung 
auf die Ebene ein geometrisches Mittel, um die umkehrbar eindeutige 
Beziehung zwischen der Congruenz mit imaginiren Leitlinien und der 
Kugel, resp. zwischen der Congruenz mit reellen Leitlinien und dem 
einschaligen Hyperboloide herzustellen, eine Beziehung, die oben auf 
analytischem Wege gewonnen wurde. 


Miinchen, November 1875. 
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Die Curve vierpunktiger Bertihrung auf einer algebraischen 
Flache. 


Von A. Voss in Darmstadt. 


In einer friiheren Arbeit*) habe ich die Ordnung der Curve vier- 
punktiger Beriihrung auf einer durch den Schnitt dreier allgemeiner 
Complexe bestimmten windschiefen Fliiche angegeben. Es ist indessen 
leicht, das Problem der Bestimmung der Ordnung der genannten Curve 
in seiner allgemeinsten Gestalt auf einem mehr geometrischen Wege 
m erledigen. Die Methode, welche ich dazu eingeschlagen habe, ist, 
wie ich spiter bemerkt habe, bereits auch von Herrn Sturm*) ge- 
legentlich desselben Problems benutzt worden, doch diirften die fol- 
genden Betrachtungen trotzdem einiges Neue enthalten. 

Kine Fliche »' Ordnung F,, besitze eine Riickkehr- resp. Doppel- 
curve von den Ordnungen rv, d. Langs der durch eine willkiirliche 
Ebene FE bestimmten Schnittcurve C, werde die umschriebene Fliche 
der Haupttangenten construirt. Die letzteren bilden eine windschiefe 
Fliiche, welche die Curve C, zur Selbstberiihrungscurve hat, deren 
beide Miintel die Fliiche F, dreipunktig beriihren. Bezeichnet man mit 
i die Zahl der Wendepunkte der C,, so ist: 


(1) i = 3n (n—2) —6d —8Br. 

Die Ordnung der windschiefen Fiche ist: 

(2) N=i+2n. 

Sie schneidet daher FJ’, in einer Curve X, deren Ordnung: 
n(2n-+-7) — 6n. 


Die Schnittpunkte von =X und E bestehen aus den folgenden 
Punkten: 


*) Math. Annalen Bd, VIII, p. 90. 
**) Crelle’s Journal Bd. 72, p. 350, 





A. Voss. 


a) den (n—3)i Punkten, in denen die Wendetangenten der (, 
begegnen, 

b) aus den vierfach zu rechnenden Doppel- und den dreifach zu 
rechnenden Riickkehrpunkten der C,, 

ce) aus den S Punkten, in denen die Curve vierpunktiger Beriih- 
rung der Ebene EF begegnet. 

Man hat demnach: 


S = n(2n+7) — 6n — i(n—3) — 4d — 3r, 
S = n(lln—24) — 22d — 27r. 


Von Herrn Cayley ist dieselbe Zahl durch Induction gefunden 
worden *), 


Fiir eine windschiefe Fiche sind die obigen Betrachtungen nicht 
mehr giiltig. Herr Salmon macht die Bemerkung**), dass die Glei- 
chung, welche nach Clebsch und Salmon die Curve vierpunktiger 
Beriihrung aus einer windschiefen Fliche ausschneidet, nach Cayley 
mit der Differentialgleichung der windschiefen Filichen iiquivalent sei. 
Dies kann nur so verstanden werden, dass in diesem Falle die ge- 
nannte Gleichung den Factor F’, enthilt, ausserdem einen anderen, 
der die eigentliche Curve vierpunktiger Beriihrung bestimmt und eine 
gewisse Anzahl mal durch die Doppelcurve geht, zugleich aber auf 
jeder Erzeugenden eine Reihe weiterer Punkte ausschneidet, welche 
der Frage fremd sind. Die Curve vierpunktiger Beriihrung verliert 
daher bei den windschiefen Flichen den Charakter eines vollstindigen 
Schnittes. Eine analytische Untersuchung dieser Verhiiltnisse, der- 
-jenigen aihnlich, wie sie Cayley bis zu einem gewissen Grade fiir die 
Hesse’sche Flache einer Developpabelen durchgefiihrt hat, ist mit 
grosser Weitliufigkeit verbunden. 


Eine windschiefe Flache n‘ Ordnung habe 6 singuliire Erzeugende 
und eine Doppeleurve von der Ordnung d. Alsdann ist: 


(3) 26 + 8d = 4n(n—2)***), : 


*) Philosophical Transactions of the RK. S. of London 1869. 

**) Geometrie des Raumes, deutsche Ausgabe p. 572. Die beziigliche Arbeit 
von Herrn Cayley war mir leider nicht zugiinglich. 

**t) Géttinger Nachrichten Juli 1873. Hat die Fliche r Riickkehrerzeugende, 
so lautet die analoge, auf dem Verhalten der Hesse’schen Determinante be- 

hende Gleichung: 

is . 26+ 8d + 12r = 4n(n—2). 
Sie fiihrt unmittelbar zu einer merkwiirdigen Formel fiir 6, welche Herr Sturm 
(Math, Annalen Bd. VI, p. 255) gegeben hat und von der weiterhin im Texte 
Gebrauch gemacht ist. 
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Die Curve vierpunktiger Beriihrung. 485 


Die langs eines ebenen Schnittes C, von den Haupttangenten ge- 
bildete windschiefe Flache ist von der Ordnung n+ i. Sie enthilt, 
wie man leicht findet, eine Doppelcurve von der Ordnung: 


D =m d+ =) + w—8)5 + 24 


=nitdt e. 

Aus ihrem Range n(n—1) — 2d + 2i ergiebt sich daher die Zahl 
ihrer singuliiren Erzeugenden gleich 6 + 2i. Die Fliche der Haupt- 
tangenten hat daher die singuliren Erzeugenden der F’, selbst zu sin- 
guliren, die ¢ Wendetangenten sind doppelte singuliire Erzeugende 
derselben. 


Die beiden windschiefen Flichen schneiden sich mithin in einer 
weiteren Curve £, deren Ordnung: 


n(n+i) —3n — 26, 
Daraus ergiebt sich wie vorhin als Ordnung der Curve vierpunk- 
tiger Beriihrung: 


S=n(n+i) —3n —i(n—3) — 2d— 2e6, 
oder 


(4) S = n(6n— 13) — 12d. 
Setzt man 


mpieuw@ 
ome (n is 2) om, 


so erhiilt man die elegante Formel: 
(5) S=5n+ 12(p—1). 


Fiir p = 0 habe ich den nimlichen Werth bereits auf einem ganz 
anderen Wege abgeleitet*). Fiir die windschiefe Fliiche, welche Schnitt 
dreier allgemeiner Complexe von den Geraden A, uw, v ist, hat man: 


n=2dur, 
p=Apv(ut+v+iA—4) +1, 
S=2auv(6(u+v+4)— 19), 


wie daselbst bereits gefunden wurde. 


mithin 


Es ist endlich leicht, noch denjenigen Fall in Betracht zu ziehen, 
wo die Fliche eine d-fache Leitlinie, sowie 7 Riickkehrerzeugende 


*) Math. Annalen a. a. O. p..107. 
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(Doppelerzeugende sind einfach in die Doppelcurve einzurechnen) be- 
sitzt. Man erhalt dann: 


S=5n-+ 12(p—1) —d8—3r, 


fiir den Fall zweier d-, d’-facher Leitlinien dagegen, da d+ 0’ =n: 


S=4n-+ 12(p—1) —38r. 


Die Bedeutung dieser letzteren Zahl habe ich ausfiihrlicher in der 
genannten Arbeit besprochen *). 


Darmstadt, im Juni 1875. 


*) Math. Annalen a. a. O. p. 94, 115. 
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Ueber die Entwicklung der hyperelliptischen Integrale erster 
und zweiter Gattung in Reihen. 
Von 


L. Kénrassercer in Dresden. 
Herr Hermite hat vor Kurzem den Satz bekannt gemacht*), 
dass in der Reductionsformel des elliptischen Integrales 


(kt at)" dz 


= PY(i—2*) (1—F 2) — 
Vii—x®) (1—ka2) PY(1—#)(1— Fa") fra rises) 


. ada 
ss J Viai-ae) (FP 2*) 
0 


die Coefficienten des ersten und zweiten Integrales durch die Glei- 
chungen bestimmt sind 
"4 > 
A= f,, B=a,, 





wenn 
° dz Te i a 
te _ 1—a2) 1—k? x arnt 
Va—a) (1—Ia) V(1—a*) ( al >" - ? 
a? d x“ en ¢ 
- 1—2) (1—/h2x? nant 
fk fey = Vl—a4) a) D) baa 
ist. 


Die Richtigkeit dieses Satzes ist ohne weitere Rechnung durch 
den blossen Anblick der Coefficienten A und B einzusehen, wenn man 
dieselben in der von Herrn Weierstrass fiir elliptische Integrale 
aufgestellten Form, wie ich sie auch in meine ,,Vorlesungen tiber die 
Theorie der elliptischen Functionen“ aufgenommen habe, zu Grunde 


*) Sur le développement en série des intégrales elliptiques de premiére et 
de seconde espéce. Extrait d'une lettre de Mt. Hermite a M". Brioschi, An- 
nali di Matematica pura ed applicata, Serie II’, Tomo II*, Fase, Il. 
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legt und, indem man die Entwicklung um den unendlich entfernten 
Punkt in die Entwicklung um den Nullpunkt iibertragt, die Beziehung 
beriicksichtigt : 


. dx °  Batde 1 an 
S aaen ~) ey ~ ae 

Um zu zeigen, dass dieser Weg auch der wirklich naturgemiisse 
zur Auffindung der obigen Relation ist, will ich ein ihnliches Resultat 
fiir die hyperelliptischen Integrale herleiten, nachdem ich zuvor die 
Reductionsformeln fiir die allgemeinen hyperelliptischen Integrale auf- 
gestellt und einige Betrachtungen iiber das Verschwinden der Integrale 
der einzelnen Gattungen darah gekniipft habe. 

Sei 
R(z2) = A(z — @%) (@—a) - + + + (@— erp 41) 


und F(z, YR(z)) eine rationale Function von z und // R(z), so wird sich 


[*@ V Ree) Jas = [0 8 + ool) VR) a, 


(2) + Welz WE (2) 


worin @,(2), p.(z), ¥, (2), ¥(2) ganze Functionen von z sind, wenn 
in der Function unter dem Integral Zihler und Nenner mit dem con- 
jugirten Werthe des Nenners multiplicirt wird, in die Form bringen 
lassen : 


TRO + ROVRO]de = [Fe@ae + (2, 


in welcher F(z), F,(¢), F(z) rationale Functionen von z bedeuten. 
‘Da nun 


/ F(2)dz 


als Integral einer rationalen Function von z eine algebraisch-logarith- 
mische Function ist, so handelt es sich somit nur noch um ein Inte- 
gral von der Form: 
* F(2)dz 
VR(z) 
auf dessen Reduction wir nunmehr eingehen. 
Nach dem Cauchy’schen Satze ist, wenn F(z) fiir die Werthe 


” 


? 21) 2g, *** Sn 
unendlich wird, 


(1) F=f rr hae Je dt+. 
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Reihenentwicklung der hyperelliptischen Integrale. 489 


worin die Integrale so zu durchlaufen sind, dass die eingeschlossenen 
Flichen zur Linken liegen, und das letzte Integral lings einem den 
Nullpunkt als Mittelpunkt umschliessenden Kreis mit sehr grossem Ra- 
dius genommen werden kann; es wird sich somit, da die geschlossenen 
Integrale um die Punkte z. genommen, wie bekannt, die Coefficienten 
von (¢—Z.)~' in der Entwicklung von 

F(t) 

e—t 





nach steigenden Potenzen von (¢—z.) darstellen und ebenso das um 
den unendlich entfernten Punkt genommene Integral den Coefficienten 
von ¢-' in der Entwicklung derselben Function nach fallenden Poten- 
zen von ¢, wenn wir ausserdem diese Coefficienten durch 


[zs | ‘anil Ej 
z—t (t—tq)—4 z—t #1 


bezeichnen und die Gleichung (1) mit /R(z) dividiren, der Ausdruck 
— 


__F@ a Fi —[ Fe) = 
© rm = “ee yma) + Ais Fe Vm). y-1 Le-) VRE) Sea 


») 











dessen einzelne Theile nunmehr weiter zu behandeln sein werden. 


Nun ist aber eine unmittelbar ersichtliche Identitat, die man durch 
Ausfiihrung der Differentiation verificirt, 


df VR df VR(z) 4-0) (RF ®H4+R®)+(RH—-R), 
ale Te ale aE (¢- #2 VR) VR 


welche, wie man durch einfache Ausrechnung erkennt, wenn 


R(2) = Ag+! 4°By 22? + Bye ++ + Bayp_12 + Bap, 








F,(t)= Spa ert ay PB, tr bie B, sit 


- 2p—r— ids — 
1 r— 3B 3242? a r ; 





oder auch 


(=1)°F,() = 2258 gh Qp— Net ROP+9(0) 


_ 2—* a= (2p — 2),-1¢"-! R&P(t) 


4p 2 
2p—3. ay as 
+ i=3 @ “gyi (2p —3)2¢ 2 R@r—v(f) 4... 
2p—r 1 


oof (— 1)" res oe (Qp—r-+1)! (2p—r),t Rer—r+ (ft) 


ice was 1 op—r-+1 
(I gpaecps apa BPO) 
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gesetzt wird, worin a, den k'" Binomialcoefficienten von a und R®(f) 
die 7° Ableitung von R(t) bedeutet, in 


d VR} d VR(2) Fy(t)s*?—? | F,(t)s*?—? 
3) a i ; \-a[ al + — + 





t) VR(z) (t—z) VR(t) fi (2)VRit) Lic VR) 
obs Fap-20? | Papi 
VR(2e)VR) | VR@ VRE) 


iibergeht, wobei zu bemerken, dass der Index der F-Function den 
Grad dieser ganzen Function in ¢ bezeichnet. 


Integrirt man diese Gleichung nach ¢ zwischen den Grenzen 2, 
und ¢, so erhilt man: 
_VR@ VEG.) 


(2—t) ww (e—2,) VR) 


Fy(t)dt , #?-* (F,(t)dt J 
(VEG fas VE (t) )+5 iG, VR) + TG VRit) + 


% 





*Fep—1(t)at 


es [ Fay a(t J 4 Papi (Oat 
VR.) VR) VR.) VRE) ’ 





und daher, wenn man mit /R(f) dividirt, mit F(¢) multiplicirt, auf 
beiden Seiten nach steigenden Potenzen von ¢—z, entwickelt und die 
Coefficienten von (f—z.)~! einander gleichsetzt: 


Fit) VR(Ee, ) F(t) 
4 = 
( ) <3 VO -_ * 1 1 & —i bas VR (2) Fx ae a. 


2-1 Fe) [Pans ert FW [Fwat os 
TRG) yaw. VR® s TVR Lyn, VR) leg 


1 FQ). [ Frpiddat Fit) J we 
+rxclyan (0. VR +s hav aa rai, i= aN le 


wenn wir uns der bekannten Bezeichnung iio 








Wir gehen wieder zu der Gleichung (3) zuriick und integriren 
nach ¢ fiir den Anfangswerth ¢ = oo, so ist klar, dass man 


VRit) a {' VRw 2-1 (Heat 
(5) - =—- ! 


_— a en 
(s—t)VRiz) 44, (¢—2)VRE | + VR), VRit) si 


+75 _{ 70" 
VR(z) VRit) 


erhalt, wenn man nachweisen kann, dass die Integrationsconstante 





Nul 
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(8) Null wird; da aber auf der linken Seite in der Umgebung des unend- 
lich entfernten Punktes 


len ist, so wird die Entwicklung der linken Seite nach fallenden Potenzen 
von ¢ 
a S. ae Sore ; ' 
c-\VE@ Yaw ' + fallende gebrochene Potenzen von ¢; 
auf der rechten Seite dagegen wird 

a “ +t 

TE aA te 8 +3 Mo ‘a Ate "8 

Rit) A 2p +3 


+b,t- , ++ 





1 

; = 2 wee 

It Tse =: ft + 2t- + 

a. also 

’ 2p+3 2p+5 


mA *§ * tee *? +.:-. 


1 
auf (t—2) VR 
die und daher 


P ‘ _ 29+! _ 2p-+8 
f dt a eee 2 Ce ansiva 





(t—z)VRit) 2p+1 


ferner, da 
F(t) = (p — r — 4) At + fallende Potenzen von /, 


nie | 
=(p—r—}j)A *t ? + fallende gebrochene Potenzen 
von f, 


F,(t) 
VR(t) 
a und 
(t—sq)” F,(t)dt > Sint, 
—_ =—At ? + fallende gebrochene Potenzen von ¢, 
: VRit) 
a so dass die Entwicklung der rechten und linken Seite der obigen 
Gleichung in der Umgebung des Punktes ¢ = co nur gebrochene Po- 
tenzen von ¢ enthilt. Da die Constante der Integration, wenn von ¢ 
bis a (in der Umgebung von ¢ = co gelegen) integrirt wiirde, endlich 
wire, so miissen sich, wenn a@ = oo wird, auf beiden Seiten die Un- 
endlichkeiten fortheben, und es kénnte héchstens eine Constante blei- 
ben, was hier nicht méglich ist, da nur gebrochene ¢-Potenzen vor- 
kommen, die fiir ¢= oo entweder unendlich gross werden oder ver- 
ante schwinden; es ist somit die Integrationsconstante Null, und die Glei- 
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chung (5) richtig, wenn auf der rechten Seite die Integrale mit der 
untern Grenze unendlich nur anzeigen sollen, dass die Functionen 
unter dem Integral in der Umgebung von z = oo zu entwickeln sind, 
und aus (5) ergiebt sich wieder aihnlich wie oben: 


Fit) 2P-lr Fit) "F, (t)dt 
6 Sa PR ee Tee 
©) = |; VR() Lr, VR |t ba 


vee a yee - Fyy_ -1 (t)dt 
VR) VR). VRG@) a 


d F(t) - at 
+ ay VRO [vee (t-#) raw |, 
Es folgt somit aus (4) und (6) durch Einsetzen in (2), wenn 


GM ]-< 
Rit nok 
Z ) (*— —tq)! 

(t) "= (tat = Fit) *F, (iat 4) 
Lye, VR} stant Lye, VR) ™ 


worin jak t, oo p—1, 


Fit) ( FOdt ) _ pm Fi) [Fat] _ wo 
ya VR) ty = lvEw, VR(t) i’ 


wenn r=p,p+1,--- 2p —1, ferner: 


Fo) (at FO (at 
(ran) warm], “4 )s it a] - fo(#); 
endlich 
LO +10 +----4+40 —1,0% =, 
kO+ kf. +k, —hO = ko, 
fe) + hl +--+ +h) —-hO=f© 
gesetzt und mit dz multiplicirt wird, die nachstehende Reduction des 
allgemeinen hyperelliptischen Differentials : 











F(z) dz CVR(E,) dz C Cr. V RE \dz 
0) See ee eee Sh... 
@) VR) (2-2) VR) > v7 (e—2 ») VR) 
1 gP-laz [)) g2P - <i UiP—) 2? dz 
+ VR) 7 * VR i ve VR} ) 
K® 2? -ldz KOTD gP—2 dz 4 4 Rer— Dae 
VR) VR() VR) 


+ $ {f@VR@} dz, 








so 


in 


in 
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so dass sich somit 














be F(2)dz 
ee VR() 
in eine endliche Anzahl von Integralen von der Form 
are. Sea 
(2—2,) VR)’ 
in Integrale von der Form 
gP—ldz ee letce 
VR) ’ VR() VR«z) 
in solehe von der Form 
J VRE)’ J VRe) ’ J VRE)’ 
und in eine Function von der. Form 
f(2)V Ree) 
zerlegt, welche, wie aus der Definition von f(z) hervorgeht und nach- . 
her noch genauer ausgefiihrt werden soll, das Product einer rationalen 
Function von z in Y R(z) ist. 

Das Charakteristische dieser drei Integralclassen ist unmittelbar 
aus ihrer Form zu erkennen; es ist bekannt, dass die letzte Integral- 
classe nur Integrale erster Gattung enthiilt fi tir ein Integral der zwei- 
ten Classe, dessen Form 

"Ptdz 
), e Vi R( z) 
ist, folgt unmittelbar, dass dasselbe fiir jeden im Endlichen gelegenen 
Punkt endlich ist, dass aber wegen 
1 A 4 _ 2p+1 +1 _ 2p+3 % 
— = 2 2 DZ 2 tee eee 
VR) 
oder 
des gpte aj a — 3 
——- =A 74 ie * i vale 
VR(z)' -s + 


oder endlich 


geteds A+ 043 1 4 
7. <4t* he ee 
dieses Integral fiir ¢ = oo von der a+ 4" Ordnung unendlich wird; 
da nun ¢ = oo ein Verzweigungspunkt der zu V R() gehorigen Rie - 
mann’schen Fiche ist, so wird dieses Integral in diesem Punkte, 
wenn z? von der ersten Ordnung unendlich gesetzt wird, von der 
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2a + 1" Ordnung unendlich oder es stellt ein Integral vor, welches 
nur fiir ¢=— oo und zwar so unendlich wird, dass 2a + 1 Punkte, 
fiir welche es von der ersten Ordnung unendlich ist, dort zusammen- 
fallen. Die ersten Integrale endlich, welche die Form haben 


tea 2 )V RG) ’ 


werden nur in ¢= 2, und dort logarithmisch unendlich und zwar 
auf beiden Blittern, sind also, indem die beiden Punkte z, und z, 
eines allgemeinen Integrales dritter Gattung hier in tibereinander- 
liegende Punkte verschiedener Blatter fallen, Integrale dritter Gattung; 
nur wenn Zq eine der Loésungen a@,, @, --++ @2»41 des Polynoms 
R(z) ist, wiirde es, wie unmittelbar zu sehen, ein Integral zweiter 
Gattung sein, dann aber, wie- wir spiiter sehen werden, in der Re- 
duction gar nicht vorkommen. 

Wir wollen noch kurz in Betreff-der Coefficienten der oben ge- 
fundenen Reductionsformel einige Betrachtungen anstellen. Was zu- 


erst den Werth von 
as : F(t) | 
VR(t) , 


(t— <q) 


betrifft, so wird, wenn Zq nicht eine der Lisungen von R(t) = 0 ist, 
1 $ 
—————- SE R Sa l t— Za iat 
VRit) (Zu) * + 5,( + 


sein, und da, wenn F(z) in = 2, von der m" Ordnung unendlich 
wird, 
F(t) = ¢_m(t—#a)—™ + C—-m4i(t— 2a) "41 + - 

ist, so werden zur Bestimmung der obigen Grosse C, nur diese beiden 
Reihen zu multipliciren sein, und zwar wird man von der ersten nur 
die ersten mGlieder zu kennen brauchen, um den zugehérigen Werth 
von C, herzuleiten, der im Allgemeinen von Null verschieden sein 
wird. ist dagegen Z = @,, @, +++ &»41, dann wird 


Sw and -4 4 
TR edt 4 (t—2,) 7 +b, (t(—sa)? +--+, 


und daher wird das Product dieser Reihe mit der Reihenentwicklung 
von F(t) nur gebrochene Exponenten enthalten, also C, = 0 sein, 
und sich somit kein dem Discontinuitiitspunkte 2, entsprechendes In- 
tegral dritter Gattung ergeben. 

Der durch die Gleichung: 


oO — [ F(t) | Re F '.(t) dt 
‘ VR(t) VR) j 


(t—£q) 
*@ 
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worn r =p, p+1,--+ 2p — 1 au setzen ist, gegebene Werth von 
ke wird, wenn wir Zq wieder von @,,@, +++ 41 verschieden an 
nehmen, da 





a 7 at ore 
Vo Rea) © + a (¢—#a) + , 
’ t—2, a (t—2,)" r 
F,(t) = F,(¢e) + Fr (a) + +++ ay Fea) » 
also 
F,,(t)dt ee 4 Bn its 
i. hm F,(2a) R(za) “(t—%a) + +++, 
_Fl)_ Rie.) eS ee See 
Tage Bee) bent ta) ey 


daher endlich: 
Fit) HF (tjdt 
VRit) J VR) 


a 


=C_m R(z,)' F,(2e)(t—ze) "t+ steigende ganze 
Potenzen von t—Z, 


ist, im Allgemeinen nur dann verschwinden, wenn m = 1 ist, weil 
dann die Reihenentwicklung bereits mit der nullten Potenz beginnt; 
ist 2¢ == G,, @, +*++ G@gp41, 80 tiberzeugt man sich leicht mit Hiilfe 
der vorher gemachten Entwicklung, dass in diesem Falle k, im All- 
(r) 


a 


eine rationale Function 


vou Za, wie aus-den Reihenentwicklungen unmittelbar hervorgeht. 
Was nun die Grosse 


gemeinen nicht verschwindet; jedenfalls ist i 


aa) -( Fit) (°F, a 
0 3 VRit) ‘ VR\t) - 


angeht, so ist 


, 1 Ate OE bf 2p+3 
VR) ae 
F,(€) = (p—r—fjAt+----, 
F(t) : rn Achy os 
VR) = (p—r—}) 2 fees, 
und daher 
F (t)dt 4 2ratp tl 
: — == - A +4 +e4 02 
f VR) Rei ae ‘ 


ist nun w der Grad des Ziihlers und v der Grad des Nenners der ra- 
tionalen Function F’(¢), so wird 


F(t) = Stet re che 
byt’ (14+d,t—'+----) 


sot" (et +--+), 
0 
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also 
A = s or = + fallende Poienzen von ¢, 
so dass 
wa . i = re A~'t*~"+"—#” 1 failende Potenzen von ¢, 


und es wird somit k® — 0-sein, wenn 


w—v+r--2p< —1 
oder - 


u—v<2p—r—l 
ist, d. h. 
fir r=—p, w--v<cp—l1, 
fir r—p+l1, u—vcp—2, 
fiir r=2p—1, w—v<0 
ist, und daher folgt, weil 


RD a) pe ERD — BD = 


F(z) dz 
VR(z) 


ist, dass 


in seiner in Kinzelintegrale der verschiedenen Gattungen aufgelisten 
Form gar kein Integral erster Gattung hat, wenn F(z) fiir keine 
Wurzel von R(z) unendlich wird, in seinen Discontinuititspunkten 
von der ersten Ordnung unendlich gross und zu gleicher Zeit iicht 
gebrochen ist. 


Fir 7 bleibt genau das fiir sg entwickelte, wie man sich durch 
Wiederholung der vorher gemachten Schliisse iiberzeugen kann, be- 
stehen, nur fiir 

1") fa (° F(t) dt 
’ VR (t) VRit) ay 


worin r= 0,1,2,---- p—1 zu setzen ist, folgt, da, wie friiher, 


°F (t)dt : 
A a = — % A~* ¢*~*+"—2” 4 fallende Potenzen von t, 





dass y = () sein wird, wenn - 


we—v+r—2p<—l, 


oder 
we—v<i2p—r—l 


ist, d. h. 
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fir r=—0, w—v<c2p—l, 
fir r=—1, tit itachi 


ie hinntn t u—vcp 


ist, und es wird somit in der Reductionsformel des hyperelliptischen 
Integrals ein Integral, welches im unendlich entfernten Punkte von 
einer endlichen Ordnung unendlich wird, tiberhaupt nicht vorkommen, 
wenn F(z) fiir keine Lésung von R(z) unendlich wird, fiir seine 
Discontinuititspunkte von der ersten Ordnung unendlich gross und 
der Grad des Zihlers kleiner ist als der um p Einheiten vermehrte 
Grad des Nenners, d. h. wenn der Grad des Zihlers den des Nenners 
nicht mindestens um p Einheiten iibersteigt. 
Betrachten wir endlich noch 


¢) (° dt 
fa (2) = Fs t) ia VR(t) ee 


so wird die Berechnung dieser Function in der folgenden Weise an- 
zustellen sein: 


= R(z«)~ 4 + a, (t—2a) + - 


Ti ty 
eee 1 a ty 1 
t—z +» #s—z2#,—(t—2,  *#-#,  £t—2%, 
a dang s. 
1 t—z, a@ 
a 5, (e—2,) + , 
somit 
dt Pte ré 
Hae me Fe 
J (t—2)VR(t) eT 
da ferner 


PO os Ris.) 4 ah ee 
VR (t) R (Za) ~ C_m(t 2a) a 


ist, so folgt 


_ Fit) dt ab R(t, '* ae 
ie ne 7 @—2, -Cm(t—2q)—™t! + - : 


so dass f,(z) jedenfalls, da alle Entwicklungscoefficienten von Ee : 
wie man unmittelbar sieht, dieselbe Irrationalitit R(z.)—: enthalten, 
eine rationale Function von z und z wird, und verschwindet, wenn 
—m-+-1>0 also F(z) von der ersten Ordnung unendlich wird. 
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Das Letztere tritt wieder, wie man sich auf dem schon angegebenen 


Wege tiberzeugen kann, nicht ein, wenn Z, = 0, %, +++ Ggp+1 ist. 
Die Entwicklung von 
F(t) dt 
zZ = —— ~~ ae 

hte) [ VR) J t-2VRO be 
endlich liefert 

1 Aor sett 

VR® ' 
a a FU ea a ae 
“3 
und daher 
Sgt 8g tt OE ..... 
J (t—2) VR) = 2p+l seit tliis ' 
da aber 
7 2p+1 
ae = z y | a + fallende Potenzen von ¢, 
so folgt 
F(t) dt 2 Gy 4—1 yu—¥—2p—1 

= = — -—* AT t fallende Po- 
VRY (t—2) VR 2p+1 b + tenzen von f, 


und es wird daher f,(2) verschwinden, wenn 
u—v—2p—1 Cunt 
oder 
>> < 2p ? 
also der Grad des Zihlers nicht mindestens den des Nenners um die 
Zahl 2p iibertrifft. 

Nachdem die Reductionsformeln fiir das allgemeine hyperelliptische 
Integral entwickelt worden, gehe ich dazu iiber, fiir die allgemeinen 
hyperelliptischen Integrale die den oben angefiihrten Hermite’schen 
Relationen analogen zu entwickeln. 

Sei das Integral 


zu behandeln, in welchem 
R(z) = Az(z—a,) (@—a@,) +++ - (@ — Gp 41) 
= Agrti4+ Boze + Bert +--+ + + Boyp_12"*), 
ist, und 





*) Es bedarf kaum der Erwiihnung, dass die Annahme, dass eine der 
Lésungen des Polynoms R(z) Null ist, keine Beschriinkung der Allgemeinheit 
involvirt. 
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n>2p—1 
angenommen wird, so wird, da 2" fiir kein endliches ¢ unendlich 
wird, das vorgelegte Integral gar kein Integral dritter Gattung ent- 


halten, und somit nach der Reductionsformel (7) sich in die Form 
bringen lassen: 











2"d 

(8) SV 
att _ afi. . af oe 
wf vig + 8 ae FP Ver 


an —2 
yr | Fas Het f- foe 4... 4 ere. 
Th, VR) + A, VR() + VR(z) 
+ fr(2)VRE) , 
worin fiir r=0,1,2, ---- p—1: 


n F (t)dt 
9 ih = [ Stats cere a | 
(9) ° VR) VRit) thy 


fir r—p,p+1,----2p—1: 


ae F, (jdt 
sie tole OF eo 








und endlich 
t” dt 
(11) fn (2) ——- [ Paes Je 2) VR e 
ist, wenn 
(12) F(t) = 72-3" Att+ 72 ee B,¢—4-22—24! B,f—*+.... 
—r—2 2p —r— 
+ =p—r—* B.. at Po" te 


gesetzt wird. 


Indem wir uns zuerst mit der Grosse tg beschiiftigen, setzen wir 


‘ai + F, (dt 
¢ 1 Poon [; . ® dis Se ] 
(13) a VROJ VRO J 4-1 


oder mit Hiilfe der Substitution 





1 
Sam as 


wenn 
(14) Ry(u)—B,,_,w? + By, gw? +++ Bw + By? + Au 
(15) 9,(u) = “P=7—" B 


2 r—1 





r 2p—r—2 r—1 
u + 7 Bt 5 


. 2p—r Bu+ Senerot A 


32° 
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ist, 


. du 
6 rv) ery oh J Pr) | 
(16) ed ON ban 7 


worn ry =0, 1, 2, ---- p—1 au setzen und x > 2p — 1 zu neh- 
men ist. 








Da p — r — 1 eine positive ganze Zahl ist, so folgt: 
(17) 9,(u) du "ater (<- "lor (udu aia 
é 5 





“w’—? +1 R, (u) VR,(u) 
) 
e-r—1 *u? —*du 4 2-1-2 ‘uP? du 
’ 2 —— Za - = —> 
: ae VR,(u) 2 er VR,(u) 
eX 2p—2r “uP du 
3 y VR,(u) 
2p—2r—-1 4 P.O thel. a : 
7 2 ; VR 


Beachtet man nun, dass, wenn 

oe + a,ut + aut + .+-. 
VR, (u) 

gesetzt wird, vermége des Werthes 


ue —g 


- 2p —2@r— = Qp—2r ag 
‘9, (4) = —* “J Au?" 4 oes al aed eee 





2p—r—1 * 
+ ea. a, 


2 r—l 


in der Umgebung des Nullpunktes 


-r-* 


VER,(u) 2 


also 


9,(u) 2p—2r— yp—r—3 , 
r ww ae + steigende Potenzen von u, 


p—r— 
u 1 (w) 4 p-r-! ‘ 

fi = Ata * + steigende Potenzen von u, 
e/ VR, (u) 
v0 





und daher 


1 i (u) 


p-—r—l ° 
————— = u steigende Potenzen von wu 
VR,(u) VR, (u) + - 
0 


wird, so folgt, dass die Entwicklung dieses Ausdruckes mit einem 
ganzen Polynom von der Form 


wrt te Miu" + Muerte -+ M,_.we-! 


beginnt, dessen Coefficienten aus den Coefficienten des Polynoms 
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R,(u) zusammengesetzt sind, und dass somit nach (16), da n die 


Werthe 
2p, 2p+1, 2p+2, 


annehmen darf, vermége (17) sich die Beziehung ergiebt 
2p , 2p - 2r 1, 
(?= ie Ip ue 14 Pe te Bw + vere a » Bye 


os willie ‘\du 


(18) a oe 
e VR,(u) 


=(uP-r—-t +m, me-" +-:- re M,~ wy R, (0 (w) +> ap4+™ . 


worin das auf der linken Seite der Gleichung befindliche Integral ein 
Integral erster Gattung ist und /R,(w) die zu / R(t) reciproke Irra- 
tionalitét; damit wire die Relation zwischen den Coefficienten / der 
Integrale zweiter Gattung des vorgelegten Integrales und den Ent- 
wicklungscoefficienten eines zur reciproken Irrationalitit gehdrigen 
Integrales erster Gattung gefunden. 

Setzen wir ferner die Grosse k® in die Form 


, a-F (t)dt 
ee ne 

’ VR) VR) J ne 

. U 
worln r =p, p+1,---- 2p —1 ist, so wird wieder mit Hiilfe der 
oben benutzten Substitution und Bezeichnungen 
ae ; 1 @ udu 
20 Oy : - 
™) — Lymer | wvm =e : 
v0 
wenn 
r=p+ea, a=(),1,2,----p—l 

und 
(21) pp4a() a pha ue te A =" By+a—swete—* +... 


—2a pn —2e-=F 
5 Byu+ ~~ 





ist. 

Nun ist aber unmittelbar durch Differentiation zu sehen, dass 
d- Re fl = wt! (p—a—})Bop_1 +? (p — a—1) Bapze 

uU 


du ut (p— a — 9) Boy gfe parted? ("SY B, ye 


4- ur teti (POET) By ga purte(PoS — ieee oe 


+ ui? (=2°) Buu? + eat Au 


ut? VR, (uw) 
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oder nach {21) 














ah | (p— ‘cain —H) Bap eet + ( p—« 1) ) Bap_aee-o- 8+ Po" Bosal? 
es ey VR, (u) 


Prta(M) 
+ wttVRiu) ’ 


woraus durch Integration folgt 








. Prpalujduy 
- Sat - 
0 
sei em ill *— (p—e—1)Byy_yut?—*-#_....— 8 By gw?) ds 
es ae 
VR, (u 
+, 


wobei zu bemerken, dass das rechts stehende Integral ein Integral der 
zweiten Gattung ist. 


Nun ist aber in der Umgebung des Nullpunktes 


FACE =; A-tu-t + steigende Potenzen von u, 





“Pp+al(™) —2a—1 








—_— 7 Au-*—! +- steigende Potenzen von u, 
daher 
Pppa(¥) _ —2a—1 4} a3 ‘ 

IVR) g Aru + steigende Potenzen von u 
und somit 

Prppau)du Atyn*-t . 
f HVE u + steigende Potenzen von wu, 
0 
so dass 





af d ' 
TES f Ste = u-*—1! steigende Potenzen von u 
i 1 
0 


wird. Daraus folgt aber unmittelbar nach Gleichung (20): 


1 Prpa(udu 
VE), wFtVRi(u) 





we FE Nyun s+ Num ett et Ny tpt? 4, motu 


2p+y¥ 


~ 2 > WwW 
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w?) du 














Reihenentwicklung der hyperelliptischen Integrale. 


und daher 
9, (udu —£..~r— i = - 
0 | res —VBOU "Nou? Nyu? Fp Nu] 
0 ee 
+VB,@w) 4 i . 


Benutzt man endlich die Gleichung (22), indem man den dort 
gefundenen Werth der linken Seite dieser Gleichung hier einsetzt, so 


folgt fir r—=p, p+1,-+---2p—1 


(24) B,y— ret *+(r—2p-+1) By,_9w?- Sites: TE Bae 
VR, (u) 


pB,() [Ny + Nw?! 4p Nel] + VR) 2 KO wet’, 


und hierdurch ist das Integral zweiter Gattung ermittelt, dessen Ent- 
wicklungscoefficienten in der Umgebung des Nullpunktes die Coeffi- 
cienten der Reductionsformel des oben vorgelegten Integrales 


geet "dz 
VR) (2) 


liefern. Eine weitere Ausfiihrung dieser Beziehungen brauche ich um 
so weniger zu geben, als es mir nur darauf ankam, die eigentliche 
Quelle jener Relationen anzugeben, welche fir elliptische Functionen 
wegen des unmittelbaren Zusammenhanges des reciproken Polynoms 
mit dem urspriinglichen eine einfachere Gestalt annehmen. 


(24) 





Dresden, den 20. December 1875. 


Zur Theorie des optischen Drehvermégens von Krystallen. 


Von L. Sounoxe in Carlsruhe. 


§ 1. 
Einleitung. 


Welcher Ursache die Drehung der Polarisationsebene' im Quarz 
und anderen Krystallen zuzuschreiben sei, ist noch eine offene Frage. 
Zwar hat Fresnel als nichste Ursache die Zerlegung eines der Axe 
parallel einfallenden Strahls in 2 entgegengesetzt circulare von ver- 
schiedener Geschwindigkeit erkannt; und Airy konnte, hiervon aus- 
gehend, nachweisen, dass alle hergehérigen Erscheinungen des Quarz 
ihre Erklarung finden, wenn man annimmt, ein in beliebiger Richtung 
einfallender Strahl zerlege sich im Quarz im Allgemeinen in 2 elliptisch 
polarisirte Strahlen. Der Unterschied ihrer Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten, sowie das Axenverhiltniss der Schwipgungsellipsen wurden so- 
dann von Jamin*) gemessen. Aber die eigentliche Ursache fiir dieses 
eigenthiimliche Verhalten war hierdurch nicht erkliart. 

Der Lésung dieser Frage hat man sich von anderer Seite auf einem 
merkwiirdigen Wege zu nahern gesucht. Nachdem niamlich Mac Cul- 
lagh durch Probiren gefunden hatte, welche Glieder man zu den ge- 
wohnlichen optischen Elasticitatsgleichungen hinzufiigen miisse, damit 
aus den so vervollstindigten Gleichungen die Drehung der Polarisations- 
ebene folge, gelang es Herrn Car! Neumann fiir diese Zusatzglieder 
eine mechanische Deutung zu finden; er wies nimlich nach**), dass 
sich die Mac Cullagh’schen Gleichungen ergeben, wenn man die 
Annahme macht: ,,die relative Verriickung eines Aethertheilchens gegen 
ein anderes wirke auf letzteres ebenso, wie das Element eines elek- 
trischen Stroms auf einen Magnetpol.“ Auch Clebsch***) ist selbst- 


*) Ann. d. Ch, et d. Ph. Ill™ Série, 1850, t. 30, pag. 55. 
**) Die magnetische Drehung der Pularisationsebene. Halle, Waisenhaus, 
1863, 


***) Theorie der circularpolarisirenden Medien. § 2, In Borchardt’s Journ. 
f, Math. Bd. 57. 
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stindig auf dieselbe Deutung der etwas allgemeineren Zusatzglieder 
gekommen, welche Cauchy angegeben haite. 

Kine andere Ansicht iiber die Ursache des Drehvermégens hat © 
Herr Boltzmann geiussert*). Weil naimlich die Rechnung ergebe, dass 
bei verschwindend kleiner Distanz zweier Aethertheilchen die Drehung 
der Polarisationsebene nicht mdglich sei (ebensowenig wie die Dis- 
persion durch Brechung), so kénne dieselbe ,,bloss daher riithren, dass 
die Wellenlinge nicht mehr. sehr gross gegeniiber den Dimensionen 
der Wirkungssphire eines Molekiils sei.“‘, Obgleich Herr Boltzmann 
die Theorie nicht entwickelt, musste seine Ansicht doch erwahnt werden 
weil sie fiir ihn der Anlass gewesen ist, jenen — freilich doch nur 
als eine empirische Formel aufzufassenden — Ausdruck fiir die Ab- 
hingigkeit der Drehung von der Wellenlinge aufzustellen, durch welchen 
die Beobachtungen besser als durch die friiheren Formeln von Biot 
und Stefan wiedergegeben werden. 

Diese theoretischen Versuche geben keine Rechenschaft tiber den 
Zusammenhang des Drehvermégens mit der Structur der drehenden 
Krystalle, und doch ist dieser Zusammenhang ein so inniger, dass sich 
bei allen krystallisirten drehenden Substanzen die rechtsdrehende Varie- 
tit von der linksdrehenden schon fusserlich durch die Lage gewisser 
Krystallflichen unterscheidet (wenn auch diese Flachen nicht immer 
bei allen Exemplaren ausgebildet sind), 

Ein Versuch, diesen Zusammenhang zu beriicksichtigen, liegt in 
der Briot’schen Theorie vor**). Zwar die einfache, schon von Fresnel 
gehegte Vorstellung, dass die Aethermolekiile im Quarz in Schrauben 
geordnet seien, deren Axen der optischen Axe parallel, zeigt sich nach 
Herrn Briot’s Rechnungen unvermégend zur Erklirung der optischen 
Drehung, indem die einfache Torsion in einer Schraubenlinie keinerlei 
Wirkung auf die der Schraubenaxe parallelen Strahlen ausiibt. Daher 
muss die Dissymmetrie des Aethers in den drehenden Krystallen eine 
complicirtere sein. Weil nun die Rechnung lehrt, dass sich ein zur 
Axe der Aetherschrauben senkrechter Strahl in 2 entgegengesetzt roti- 
rende elliptische Strahlen von verschiedener Geschwindigkeit theilt, so 
macht Herr Briot die Annahme, der Aether im Quarz sei geordnet 
nach Schraubenlinien von durchweg gleichem Drehungssinn, aber ver- 
schiedener Richtung, niamlich so, dass die Schraubenaxen mit den 
Radien der sechsseitigen Basis des Quarzprismas der Reihe nach zu- 
commentallen. Hieraus ergeben sich wirklich Formeln, welche die Er- 


1 Ueber den Zusammenhang der Drehung der Polarisationsebene und der 
Wellenliinge. In Poggendorff’s Annalen. Jubelband. 
**) Ch. Briot: Versuche iiber die math. Theorie des Lichts. Deutsch von 
Klinkerfues. 1867. (Original 1863) Buch IV, Cap. 3. Krystalle mit Circular- 
polarisation. Siehe auch die Vorrede p. XVIII—XXI, 
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scheinungen des Quarz im Wesentlichen darstellen. Trotzdem scheint 
mir die Briot’sche Theorie nicht naturgemiiss; vor allen Dingen fehlt 
“der Nachweis, wie die, durch die Trapezflichen des Quarz sich ver- 
rathende Anordnung der Massentheilchen nach Schrauben, deren Axen 
der Hauptaxe parallel sind, im Aether schraubenférmige Anordnungen 
senkrecht zur Hauptaxe erzeugen kann. Wenn man also die Drehung 
der Polarisationsebene in einen unmittelbareren Zusammenhang mit der 
Structur der Krystalle bringen kénnte, so.wiirde, wie mir scheint, da- 
durch eine naturgemiissere Theorie angebahnt sein. 

Dieser Versuch ist in der vorliegenden Abhandlung gemacht. Ihr 
Gedankengang ist kurz folgender: Die optische Drehung des Quarz 
lisst sich, wie Herr Reusch 1869 gezeigt hat*), durch rein mechanische 
Mittel ziemlich vollkommen nachahmen, indem man nimlich eine gréssere 
Anzahl Blittchen zweiaxigen Glimmers von méglichst gleicher, sehr 
geringer Dicke in der Weise aufeinanderschichtet, dass jedes folgende 
gegen das vorhergehende aus urspriinglich vollig paralleler Lage um 
' 60° (oder 45°), immer in demselben Sinn, gedreht ist. Ein solches 
Priaparat zeigt fast dieselben optischen Erscheinungen wie eine senk- 
recht zur Axe geschnittene Quarzplatte, und zwar wie ein rechts- oder 
linksdrehender Quarz, je nach dem Sinne der wendeltreppférmigen 
Aufschichtung. Auch zeigen sich bei Aufeinanderlegung einer rechts- 
und einer linksdrehenden Glimmercombination (von gleich viel Bliatt- 
chen gleicher Beschaffenheit) die Airy’schen Spiralen vorziiglich deut- 
lich. Nur insofern weicht das Verhalten des Priparats von dem des 
Quarz ab, als sich im Polarisationsapparat, bei Drehung des Priparats 
in seiner eigenen Ebene, gewisse kleine Aenderungen der Farbener- 
scheinung einstellen. In Bezug hierauf vermuthet Herr Reusch, dass 
sich das Verhalten der Glimmercombination dem des ,,Quarz um so 
mehr niihern wird, je diinner die Lamellen und je grésser die Zahl der 
Umgiinge.“ 

Ich entwickle nun im Folgenden die Theorie dieser Glimmercom- 
binationen fiir senkrechten Durchgang der Strahlen, und wende sie 
dann auf den Fall an, dass die mit einer gewissen, von der optischen 
Beschaffenheit der Blattchen abhingenden Zahl multiplicirte Dicke der 
Blattchen klein gegen die Wellenlinge ist. In diesem Falle ergiebt 
sich fiir die Drehung der Polarisationsebene dasselbe Gesetz, welches 
beim Quarz als das, von Boltzmann vervollstindigte, Biot’sche Gesete 
bekannt ist. Fiir die Berechtigung, dem Quarz eine derartige Structur 
zuzuschreiben, verweise ich alsdann noch auf meine allgemeine Theorie 
der Krystallstructur. 


*) Monatsbericht der Kénigl. Akad. der Wiss. zu Berlin, Gesammtsitzung 
vom 8. Juli 1869, p. 530—538. Auch in Poggendorff’s Annalen Bd. 138, p. 628. 
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Abschnitt I. 


Theorie der Glimmercombination von Reusch fir senkrechten 
Durchgang der Strahlen. 


§ 2. 
Vorbereitungen. 


Ein geradlinig polarisirter, senkrecht auf das erste Blittchen der 
Combination fallender Strahl zerlegt sich beim Durchgang durch das 
Blaittchen in 2 aufeinander senkrecht polarisirte Strahlen, welche in 
den folgenden Blattchen entsprechende Zerlegungen erfahren; aus dem 
letzten Blittchen treten schliesslich in ein und derselben geraden Linie 
2 Strahlen aus, die beziiglich im Hauptschnitt des letzten Blattchens 
und senkrecht dazu polarisirt sind. Beide sind im Allgemeinen in 
verschiedener Phase und setzen sich daher zu einem elliptisch polari- 
sirten Strahl zusammen, der alsdann auf den Analysator fiallt. 

Zum Verstiindniss des eigenthiimlichen Verhaltens der Glimmer- 
combination im Polarisationsapparat geniigt es nun schon, eine nur 
aus 3 Blittchen aufgeschichtete Combination zu betrachten. Ich nehme 
jedes Blittchen gegen das vorhergehende unter 120° gedreht an, was 
beziiglich des optischen Verhaltens ganz auf dasselbe hinauskommt, als 
sei die Aufschichtung mit einem Drehungswinkel von 60°, jedoch im 
entgegengesetzten Drehungssinn, ausgefiihrt.. Dann besteht z. B. eine 
24 Blittchen enthaltende Combination, wie sie Herr Steeg in Hom- 
burg herstellt, aus 8 solchen parallel aufeinandergelegten Blittchen- 
triaden, 

Ich verfolge nun den Durchgang durch die einzelnen Blattchen 
einer Triade, betrachte die 2 aus dem letzten Blittchen austretenden 
Strahlen genauer, und untersuche schliesslich den den Analysator ver- 
lassenden Strahl. Hierbei werden folgende iiblichen Annahmen ge- 
macht, die fiir den Vorgang scibst unwesentlich sind, aber sehr zur 
Vereinfachung der Rechnung beitragen. Die Amplitude des einfallenden 
Strahls sei 1; beim Durchgang durch jede Grenzfliche dringt nun bloss 
ein Bruchtheil in das folgende Medium, jedoch wird der aus diesem 
Grunde hinzuzufiigende Factor als fiir unsre Betrachtung einflusslos weg- 
gelassen; ebenso wird von der geringen Absorption in den Krystall- 
blittchen und ihrer eventuellen Verschiedenheit fiir beide Strahlen ab- 
gesehn. Ferner denke man den Ursprung des Strahls unmittelbar am 
ersten Blaittchen, denke die Blittchen liickenlos aneinanderliegend, und 
betrachte die austretenden Strahlen unmittelbar beim Verlassen des 
letzten Blattchens; auch die durch den Analysator bewirkte Zerlegung 
denke man unmittelbar an der Austrittsfliche des letzten Blattchens 
vor sich gehend. — Es bedeute: 
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d die bei allen Blattchen gleiche Blattchendicke; 

T die Oscillationsdauer des angewandten Lichtstrahls; 

h, die zur Zeit ¢ vorhandene Entfernung des Aethertheilchens aus 
der Gleichgewichtslage bei dem im Hauptschnitt (H,) des nie 
Blattchens polarisirten Strahl an seiner Austrittsstelle aus dem 
Blattchen; 

S, dasselbe fiir den senkrecht zum Hauptschnitt (nach S,) polarisir- 
ten Strahl; 

o und ¢ die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der, beziiglich im 
Hauptschnitt und senkrecht dazu polarisirten, Wellenebenen; 

j den Winkel des Hauptschnitts H, des ersten Blittchens mit der 
Polarisationsebene P des einfallenden Strahls ; 

v den Winkel der Hauptschnitte zweier aufeinanderfolgender Blatt- 
chen ferst spiiter — 120° gesetzt]. 

Als Normalfall, in dem die Winkel j und v beide positiv gerech- 
net werden, wihlen wir den, wo die Ebene P sich erst um den <j 

und dann in demselben Sinne weiter um 
mz [' Ss. den << v drehen muss, damit sie erst mit 
pi H, und dann mit H, zusammenfalle. 

Die Figur zeigt den Schnitt der Po- 
larisationsebenen: des Polarisators P, Ana- 
lysators A, und der 4 bei 2 Blittchen auf- 
tretenden Strahlen, mit der Zeichnungs- 
ebene, welche senkrecht zum Strahl ist. 

Unter obigen Voraussetzungen haben 
die 2 aus dem ersten Blittchen tretenden, resp. nach A, und S, po- 
larisirten Strahlen die Gleichungen: 





h, = cos j - sin ~ (3 — =}, 
Ss, = sin j- sin ™ (¢— “). 


Jeder dieser Strahlen liefert beim Eintritt in das zweite Blaittchen 
eine im Hauptschnitt des letzteren (H,) und eine senkrecht dazu (nach 
S,) polarisirte Componente; also haben die beiden das zweite Blatt- 
chen durchsetzenden Strahlen bei ihrem Fintritt die Gleichungen: 

h” =h, cosv—s,snv, 
s” =s, cosv+h,sinv; 
bei ihrem Austritt aber die Gleichungen: 


h= cos v-cosj-sin *% (t—24) —sinv-sinj-sin = (t— (- ++) d), 


8, = Cos v-sinj -sin = (t—*4) + sinv-cosj-sin 3% (t— (+ 1) d): 
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In das dritte Blittchen treten die nach H, und S, polarisirten 
Strahlen: } 
h” =h,cos v — s, sinv, 
s” =s, cosy+h,sinv. 


Aus dem dritten Blittchen endlich treten die Strahlen: 


h,—=cosv- {cos eos; sin * rt 38). -sinvsinj- sin® T 7 (t ( +5 ) a) 
* sin y- {eos vsinj-sin’ 7 (¢— (| 24) d)+sinv oie 7 (t : ( ++) d)}, 
$, —COsv- {cos vsinj- -sin® - m(t 34) 4 siny cosj-sin=™ 7 (t- (4 + 9} 


+sin v; {eos veosj- sin” 7 (t— (2 + ~) d) —sinv sinj- -sin® 7 (t— ( — =+5)@}- 
Man bemerke, dass der Ausdruck fiir h, in jenen fiir s, mai 
(und ebenso allgemein der fiir h,; in jenen fiir s,), wenn man j durch 
j—90° ersetzt und gleichzeitig o und e mit einander vertauscht. 
(Hitte man den Ursprung des Strahls nicht an der Eintrittsfliche 
angenommen, die austretenden Strahlen nicht an der Oberfliche unter- 
sucht und die Zwischenriume der Blattchen nicht als verschwindend, 
sondern mit irgend einem isotropen Stoff erfiillt angenommen — Copal- 
firniss bei dem wirklichen Praparat —, so hatte man fiir h, und s, 
Ausdriicke erhalten, die sich von den obigen nur dadurch unterschei- 


den, dass ¢ — G +- ) an Stelle von ¢ stinde, wo x und z, die 
i 


Lingen der resp. in Luft und im Zwischenmedium zuriickgelegten 
Wege, V und V, die zugehérigen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
bedeuten. Die Einsétzung dieses Ausdrucks fiir ¢ wiirde an den fol- 
genden Entwickelungen nichts iindern.) 


§ 3. 


Umformung der Gleichungen (1). Berechnung der Amplituden der 2 
das dritte Blittchen verlassenden Strahlen. 


Die Strahlengleichungen h, und s, sind auf die Form zu bringen: 


D 
h, = A,- sin 2x (4 — *), 


T a 
t OD, 
8; = A, -sin2a\7;—-;-), 


wo A die Wellenlinge in Luft = V.T7. 

Von den 4, nach Richtung und Schwingungsebene zusammen- 
fallenden Strahlen, aus denen h, (und ebenso s,) besteht, sind 2 in 
gleicher Phase, setzen sich also unmittelbar durch Addition ihrer Am- 
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plituden zusammen. Somit bleiben nur noch 3 Strahlen zusammenzu- 
setzen, und zwar sowohl bei h, als bei s,. Es_ist nimlich: 


cos* » cos j sin - om (t— =). 

h, = 2 — sin v sin (v+) FRG ++) d), 
— sin » cos v sin j sin” t (t—(- + >) d); 
oe (oe 


weer 3d 
fy. . = = 
cos*y-sin j sin = (é > 


s, =*2 + sin v-cos(vy+j)-sin hd (‘— (++) d) ; 
i+ sin v- cos v-cosj-sin bed (*— (++) d) . 








Nun setzen sich » nach Richtung und Schwingungsebene zusammen- 


fallende Strahlen mit den Gleichungen: 
Yn = a, + Sin 2a(7— “a 

nach dem Fresnel’schen Parallelogramm zu 1 Strahl: 
h= A-sin 2a( 5 = *) 


zusammen, wo A und D durch die Gleichungen gegeben sind: 

FY 2 FY 2 

(3) A? a=: ed a, * sin 2x) + (> A, + COS = 2a) ‘ 
é 

(4) tg? on = 


Also ergiebt sich mit Anwendung von Gleichung (3): 
—|a-sin?x 4» sin”. at -- t)d—c. sin ; + — 4] 


+a. cos > 84 __ 1 cos*™ =e *)d—e- cos” +d 
ee ter 4. *)d+e’ ate ep yal 


2 2 2 1 P 
+|q’-cos*%. T° Say cus 7+ - ‘)d+e. “cos ° ig nd 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 


(5) a@=cos’v-cosj; b =siny-sin(v+j); ¢—=siny cosy sinj; 


(5) a’ = cos*y-sinj; b’=sinv-cos(y+j); c= sinv cosy cos). 
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Man findet leicht: 


A,? =a? +b? +c — 2b(a—e) cos fe (4— +)d—2accos2- a — +) d. 


Hieraus folgt, wenn man zugleich zur Abkiirzung: 


a (i 1 
(6) T(o—<) a= 
setzt, durch leichte Umformung: 
A,? = (a—b—c)?.+ 4b(a—c) sin? § + 4 ac sin? 2€- 


Einsetzung der Werthe fiir a, b, ¢ giebt den schliesslichen Ausdruck 
fiir A,?. Aus ihm erhalt man, zufolge der bei Gleichung (1) gemachten 
Bemerkung, den Ausdruck fiir A,*, wenn man j durch j — 90 ersetzt, 
und o und e miteinander vertauscht. Also: 


A,? = cos? (2v-+-j) + sin2v-sin (2 v-+ 2))-sin?& 
7 + cos? v-sin2 y-sin2j-sin?2€ , 
(7) AZ = sin? (2v-++j) —sin2v-sin(2v-4+2)) -sin?é 


— cos*v - sin2yv-sin2)-sin?2&. 


Man bemerkt, dass: 
(8) A? + AZ =1. 


Diese Relation, welche: die Gleichheit der Intensitiit dicht vor. und hinter 
der Glimmertriade aussprieht, ist eine selbstverstindliche Folge unserer 
Annahmen, nach denen von allen Intensititsverlusten abgesehen werden 
sollte. In Wahrheit wird die Summe der Intensitiiten beider austreten- 
den Strahlen kleiner sein als die Intensitét des eintretenden; jedoch 
kann sie stets = 1 gesetzt werden, weil das ja nur auf ein Messen 
der Intensitit nach anderer Masseinheit hinauskommt. 


Setzen wir jetzt, dem wirklichen Glimmerpriparat entsprechend, 
v = 120°, so finden wir fiir die Amplituden der 2 aus der Triade aus- 
tretenden, senkrecht zu einander polarisirten Strahlen die Gleichungen: . 


| Ay? = i (cosj —/Y 3-sinj)? +5 (sin2j-++- / 3° €0s2j)-sin?& 


V3 


— oe sin 2)-sin?2é, 


Q) 3 


A? = ; (sinj +3: cosj)? — S (sin 2j + 7/3 - cos2j)-sin?é 








+ sin2j-sin?2&. 
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: § 4. den 
Berechnung des Phasenunterschiedes der 2 das dritte Blittchen 
verlassenden Strahlen. 
Die Phasen der beiden austretenden Strahlen sind nach Gleichung 
(4) bestimmt durch die Gleichungen: 
Pang Ci baale (4 a —eoinlh (14 a 

—2ua= . te - 

‘ a- cos <. b-cosem (? 4 ~)d—e-e0 (4 : +2)a’ 

> at oin 2m 34 yy gin2t (2 4 1) a4 esi a4 *)a 

tg—22=— —j—, ---- - 

; a’-cos 2 84 4 yy. cos’ (? aa ‘)ate: eos 2™ (14 *)a c Sa 
deren rechte Seiten resp. mit > und . bezeichnet werden sollen. we 
Hier haben a, b, c, a’, b', ¢ die in (5) und (5’) angegebene Bedeu- 

D,—D 
tung. Fiir den Phasenunterschied — “ y 2a ergiebt sich nun die 
Gleichung: 
. Z Z 
Rs Dthes Y NN’ ZN'—NZ 
g a z 7 = -Z ae ] 
8 i a. Zz +NN 
N N Je 
Bei der Berechnung des Zihlers ZN’ — NZ’ fasse man immer die- da 
jenigen 2 Glieder zusammen, welche — eins aus ZN’, das andre aus un 
NZ’ herriihrend — mit demselben Product von zweien der Buchstaben- nu 
gréssen a, b, c, a, 0’, ¢, multiplicirt sind. Entsprechend verfahre wi 
man bei der Bildung des Nenners ZZ’ + NN’. Benutzt man dann (1 
zugleich den Buchstaben §, Gleichung (6), so wird: 
D,—D 
(9) tg ——*- 22 
aa’. sin6é+ (ab'—a’b) sina E+ (ac’— a’c—bb'+ cc’) sin2é 
~ @a’-c0s6&+-(ab’— a’b)cosi E+ (ac’— a’ ec — bb —ce) cos2é —(be'+0'e) ’ (1 
wo der Zihler und Nenner der rechten Seite zur Abkiirzung mit 3 wi 
und M bezeichnet werden sollen. 
Behufs der Berechnung des Zihlers 3 bedenke man, dass be 
sin 6 § = sin 2 € - (3—4 sin? 2 &). 
Dann erhalt man: 
(10) 3 =sin2é-(H—4 K sin’ §), 
wo , 
= 3aa + 2(ab'—a'b) + ac’ —a'e— bb + ec," 
K = ab’ — ab + 4aa’: cos? &, 
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Diese beiden Gréssen sind nun zu berechnen; zunichst H. Aus 
den Definitionsgleichungen (5) und (5’) folgt: 
costy-sin 2j , 
Soe en ae 
bb’ = 4 sin(2v+2))- (1 —cos* vr); 
cc’ = } sin*y - cos*y - sin2); 


aa= 


ab’ — ab = cos*y - sinv - cos(v-+-2)); 
ac’ — a’c = cos*y - sinv - cos 2). 
Mit Hiilfe dieser Werthe kann man successive bilden: 
3aa+cc = } sin2j-cos?v-(1+2cos*v); 
3aa’+cc+ac— ac = }sin2j-cos*v-+cos*v-sin(vy+2)); 
3aa’+cc+ac—a'ce+ ab —a'b = } sin2j-cos?y-+ cos? v-sin(2v-+ 2j); 
3aa+cc+ac—ac+ab—ab—bb' = 
= cos? v- {ener peer ten + sin(2v+2 i) — }sin (24-25); 
H = sin(2v+ 2)) - (2cos?v — $). 
Ohne Schwierigkeit ergiebt sich: 
K = cos*v - {sinv - cos(v +-2j) + 2 cos*y - sin 2j - cos?é}. 


Diese Werthe von H und K wiren in Gleichung (10) einzusetzen. 
Jetzt soll aber sogleich der specielle Werth v= 120° eingefiihrt werden; 
.- dann wird H=(. Man erkennt also, dass die Tangente des Phasen- 
8 unterschiedes beider Strahlen in Bezug auf sin § von der dritten Ord- 
- nung ist, und zwar nur fiir unseren Fall vy = 120° (und fiir v = 60°, 
was aber im Wesentlichen auf dasselbe hinauskommt). Es wird: 


(11) 3 = 4sin*&- cosé - {7/3 - cos2j + sin2j - (14+ 2sin2é)}. 
Zur Berechnung des Nenners XN (Gleichung (9)) bedenke man, dass: 
cos6§ = 1 — 2sin? —& — 4 cos2&- sin? 2. 
Dann erhalt man: 
(12) N= P—2Q-sin?——2R sin’ 2E, 
3 wo gesetzt ist: 
P=(d+U'4¢)-(a—b—o), 
Q = aa —cc+ac—a'c— bb, 
R= ab’— ab+ 2aa’- cos2&. 
Durch Einfiihrung der Werthe fir a, b, --+- ergiebt sich: 
P = } sin (4v+2)); 
Q = 4 cos 2v- sin(2v+2)); 
R = cos*v - [siny + cos (v-+2)) + cos? - sin2) - cos2§]}. 


Mathematische Annalen, IX, 33 
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Diese Werthe wiren in Gleichung (12) einzusetzen. Wir fiihren 
aber sofort den speciellen Werth v = 120° ein, und erhalten: 


(13) N = f {/3 - cos2j cos*é - (1+ 2sin?é) 

— sin2j - (1-+-sin?&) -(1—4sin’§ - cos?)} ‘ 
Benutzt man die Werthe von 3 und X aus Gleichung (11) und (13) 
in der Gleichung (9), so erhiilt man fiir den Phasenunterschied der 2 
aus der 'I'riade austretenden, senkrecht aufeinander polarisirten Strahlen 
die Gleichung: 

D, —D 

(IT) igus 2x 


2sin® — cos § - (V3- cos 2j-+sin 2j- (142 sin®g) } : 
~ {VB- cos2j - cos? é - (1-+- 2sin? £) — sin 2j-(1-++ sin? &)-(1— 4 sin? & cos? £) } 


§ 5. 
Wann sich beide Strahlen zu 1 Circularstrahl zusammensetzen? 


Die Formeln (I) und (II) erméglichen es, den elliptischen Strahl, 
zu dem sich h, und s, im Allgemeinen zusammensetzen, genauer zu 
untersuchen. — Sollen beide einen Circularstrah! liefern, so ist die Er- 
fiillung folgender 2 Bedingungen erforderlich: 

1) Die Differenz des Ursprungs D, —D,- muss (2m+1)-3  betragen 
(m = ganze Zahl). 
2) Die Amplituden miissen gleich sein. 


D,—D 
In Foge der érsten Bedingung muss tg - -— 2a—=00, also der 


Nenner des sub (II) stehenden Ausdrucks = 0 sein. Hieraus folgt: 


—— V3 - cos®é - (1-+ 2sin®é) 
(14) tg 2) = —pamts) (1 —taim® cos) 





In Folge der zweiten Bedingung muss nach Gleichung (8) A,?*=} 
sein. Hieraus folgt nach Gleichung (I): 
i—3 sin? 


(14’) tg 2j= 3. cos? é - (1-+2sin?é) 


Weil beide Bedingungen zugleich bestehn, so mtissen die 2 gefundenen 
Werthe von tg 2j einander gleich sein. Die hieraus entspringende 


Gleichung ergiebt: 
3 
sin? § = V/ 7 . 


Resultat: Nur wenn die Dicke der Blattchen und die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten der Wellenebenen in ihnen solche Werthe haben, 


-» @/fl 1\ os ° ‘ . 
dass sin’ 5 (— _ \d = j/} ist, ist die Zusammensetzung beider aus 
T \o e ? S 
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der Triade tretenden Strahlen zu 1 Circularstrahl iiberhaupt méglich. 
Sie tritt aber nur dann wirklich ein, wenn die Polarisationsebene des 
einfallenden Strahls mit dem Hauptschnitt des ersten Blittchens den 
aus Gleichung (14) oder (14) folgenden <x j bildet. 

Weil, wie wir sehn werden, bei den wirklich hergestellten Glimmer- 
combinationen. sin? einen viel kleineren Werth hat (etwas kleiner 
als 0,09 statt des obigen 0,794), so tritt hier niemals ein Circular- 
strahl aus. 


§ 6. 


Wann sich beide Strahlen zu einem geradlinig polarisirten 
zusammensetzen ? 


Soll die Schwingungsellipse in eine gerade Linie iibergehn, so muss 
, -_ . a 
die Differenz des Ursprungs beider Componenten m-—= betragen (m = 


),—D 
: y 2x=0, also nach Gleichung (II): 


(15) sin*§ - cosé - [/3- cos2j + sin2j - (14+ 2sin?&)] = 0. 


Diese Gleichung ist auf drei Arten erfiillbar, niimlich dadurch, dass 
der erste oder zweite oder dritte Factor verschwindet. 

a) Es sei sin § 0. Wenn die Blittchen so beschaffen sind, dass 
diese Bedingung erfiillt ist, so ist der austretende Strahl unter allen 
Umstiinden geradlinig polarisirt. Wichtiger als das strenge Erfiilltsein 
dieser Bedingung ist fiir unsere Untersuchung aber der Fall, dass sin & 
nur einen kleinen Werth hat. Dann tritt, weleches auch das Azimuth 
j sein mag, ein elliptisch polarisirter Strahl aus, dessen Schwingungs- 
ellipse sehr gestreckt ist, der sich also nahezu wie ein geradlinig polari- 
sirter Strahl verhilt. 


b) Es sei cos§ =O. Obgleich dieser Werth den Phasenunter- 
schied im Allgemeinen zu 0 macht, so darf man doch ‘nicht schliessen, 
dass dies fiir jedes Azimuth j gilt. Denn fiir 7 =O und fiir 7 = 90° 
verwandelt sich Gleichung (Il) in folgende: 

D,—D, 2-sin’ 
tg tay plat: = “cose: (i "sine —)? 





diese Gleichung lehrt aber, dass fiir cos § = 0 die Differenz des Ur- 
sprungs beider Strahlen (2m --1) 4 betriigt, so dass beide Strahlen 


jetzt sogar so wéit als méglich davon entfernt sind, einen geradlinig 
polarisirten Strahl zu liefern. Bei dem wirklichen Glimmerpriparat 
ist iibrigens cos § etwa = 0,95, so dass dieser Fall praktisch nicht in 
Betracht kommt. 


33* 
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c) Es sei der dritte Factor der Gleichung (15) = 0, so folgt: und 
- V3 dass 
(16) tg 2j = — Ty eante tens 
Hieraus folgt, dass fiir jede Glimmertriade (jedes gegebene &) ein satol 
(durch Gleichung (16) bestimmter) <x j existirt, fiir welchen beide aus- die 
tretenden Strahlen sich zu einem geradlinig schwingenden zusammen- die 
setzen. ; ist he 
Ausser den genannten giebt es noch 2 specielle Fille, in denen oy 
nur 1 geradlinig polarisirter Strahl austritt: ndmlich wenn einer der 7 
beiden, resp. nach H, und 8, polarisirten, Strahlen die Intensitiit 0, der ne nd 
andere also die Intensitiét 1 hat. Die Gleichungen (I) geben: “a 
@ - cos2j + 6- sin2j — + oder —1, Figt 
je nachdem man A,? oder A,? = 1 setzt. Hier bedeutet: such 
am M 
—1—3sin°t; 6 =j/3-cos*f - (1-+4+2sin%é); a 
also 
oe? + o? = 4- (1 —cos*§ - sin*§). . 
Die gefundene Gleichung liefert: » wo 
——— 18 
(17) + sin 2j = +. -{o+o-yoer+oa?—I}. (18) 
pid thai ix gese 
wo links + oder — zu nehmen ist, je nachdem A,? oder A,? = 1 ge- Die 
setzt ward. 
Diese Gleichung bestimmt jene Werthe des Azimuth j, fiir welche 
nur eim gradlinig (und zwar resp. nach H, oder S,) polarisirter Strahl 
austritt. 
Resultat: Sollen die 2 aus der Glimmertriade tretenden Strahlen wo 
sich fiir jedes Azimuth j zu einem moglichst gestreckt elliptisch (oder ganz 
geradlinig) schwingenden Strahl zusammensetzen, so muss sin § mdglichst 
klein (oder genau =) sein. Ausserdem giebt es aber noch einige, 
durch die Gleichungen (16) und (17) bestimmte specielle Werthe des 
Azimuth j, fiir welche aus einer gegebenen Glimmertriade nur 1 gerad- 
linig polarisirter Strahl austritt. 
§ 7. Ric 
Ueber die durch die Glimmertriade bewirkte Drehung der = 
Polarisationsebene. mR [ 
Vermittelst der Gleichungen (I) und (II) liesse sich die Lage der 
Schwingungsellipse des austretenden Strahls ermitteln. ‘Kinfacher unter- + [ 
sucht man diesen Strahl aber dadurch, dass man ihn durch eine 
Analysatorvorrichtung gehn lisst. Indem nun der elliptische Strahl - d. 
in 2 geradlinige Componenten, beziiglich || schwingend der grossen eine 














ee > Ww ' = 
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und der kleinen Ellipsenaxe, zerlegt werden kann, so erkennt man, 
dass der aus dem Analysator kommende Strahl das Maximum der In- 
tensitit dann besitzen wird, wenn die Polarisationsebene des Analy- 
sators zusammenfallt mit der Polarisationsebene derjenigen Componente, 
die || der grossen Ellipsenaxe schwingt. Den Winkel, welchen jetzt 
die Polarisationsebene des Analysators mit der des Polarisators bildet, 
ist man — nach Analogie — berechtigt, als Drehungswinkel der Polari- 
sationsebene des einfallenden Strahls, in Folge des Durchgangs durch 
die Glimmertriade, zu bezeichnen. Behufs seiner Ermittelung berechnen 
wir zuerst die Intensitét J des bei beliebiger Analysatorstellung aus 
letzterem tretenden Strahls, wobei « den = der Polarisationsebenen von 
Polarisator und Analysator bedeutet, natiirlich von P aus (vgl. die 
Figur) in demselben Sinne herum als + gerechnet wie j. Darauf 
suchen wir jenen Werth von a, welcher die Intensitét J zu einem 
Maximum macht. 


Die Gleichung des den Analysator verlassenden Strahls ist: 


y =h,-cosB +s, sinB, 
wo zur Abkiirzung 


(18) j+2v—a=—8 


gesetat ist, und wo h, und s, die in 2) angegebenen Werthe haben. 
Die Gleichung liisst sich auch so schreiben: 


y =m - sin ae {t—~ 2") + 0 - sin (t— =) + 
+p: sin n(t—(= + ') d)+q-sin2*(t—(1+4)d), 


wo gesetzt ist: 
7 
m == cos*y - cos) - cos ; 
n = cos*y - sin) - sin# ; 
p =sinv - {cosy - cosj - sinB — sin(v+-/) cosp}, 
q =sinv - {cos(v+j) - sinB — cosv - sinj - cosB} - 
Dieser Strahl besteht, wie man sieht, aus 4 Strahlen von derselben 


Richtung und Schwingungsebene. Seine Intensitit J, d. h. sein Am- 
plitudenquadrat, findet sich nach Gleichung (3): 


J= [ m sin * sin - 34 st nsin = Sa tp. “et *) d+q: sin” (+2 e) )a}+ 


< aces sd tp cos os ++)d+q- cosa <4) aj, 


d. i. mit Benutzung des Buchstabens € (Gleichung (6)), und nach 
einer Entwickelung wie in § 3.: 
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J— (m-+-n--p-+q)?—4 (mp--ng-+pq) sin? §—-4(mq-+-np) sin?2 §—4 mnsin23§. 


Die Berechnung der aus m n p q zusammengesetzten Ausdriicke 


ergiebt : 
(m+-n-+p+4) = cos? « ; 
4mn =r -sin2B; 
4-(mp-+nq+pq) =g sin2B — hcos2B; 
4-(mq-+np) =k sin2p — 1 cos26, 

wo folgende Bezeichnungen eingefiihrt sind: 

g=cos* y-sin2 y-cos2j—sin?y-sin(2 v + 2j)—sin? v-cos?v-sin2), 

h=sin2 v-sin(2v+-2)) , 
(19) \k—cosv-sin2y-cos(vy+ 2)) , 

| =cos*v-sin2v-sin2), 

r=cos'y-sin2). 

Driickt man jetzt sin?2§ und sin?3€ nur vermittelst Potenzen von 

sin? — aus und fasst alle mit sin 26 multiplicirten Glieder zusammen, 
ebenso alle mit cos 28 multiplicirten, so wird: 
(20) J = cos’a — P-sin’§& - sin26 + Q- sin?é - cos2 f; 
wo gesetzt ist: 
. P=g9+ 4k + 9r — 4(k+6r) sin?§ + 16r sin‘; 
1) Qh 4 41 — 4tein’e. 
Um nun jenen Werth von « zu ermitteln, fiir welchen J ein Maximum 
wird, bildet man &, — wobei zu beachten, dass nach Gleichung (18) 


B=j-+ 2v—a, wihrend P, Q, & frei von «®ind, — und setzt es 
= 0. Daraus folgt die Gleichung: 


2sin® § - {P- cos (4-+ 27) + Qsin(4v-++-23)} 


(22) tg2a— 
1—2sin?é- {P. sin (4v-+2j) — Qeos(4v-+2y)) 





Dies ist die Bedingungsgleichung fiir den Eintritt sowohl des 
Maximums als des Minimums. In der That weiss man von vornherein, 
dass beide bei zwei aufeinander senkrechten Stellungen der Polarisations- 
ebene des Analysators eintreten (bei denen niimlich die eine und die 
andere Axe der Schwingungsellipse in diese Polarisationsebene fiallt). 
Hat also J fiir einen gewissen Winkel a’ sein Maximum, wobei Glei- 
chung (22) durch dieses «@ befriedigt werden muss, so wird dieselbe 
Gleichung, wie man sieht, auch durch a’ + 90° befriedigt. 

Wenn sin § = 0, wie es z. B. bei Anwendung von nicht doppelt: 
brechenden Bliittchen der Fall ist, so darf natiirlich keine Drehung der 
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Polarisationsebene eintreten: dann entspricht also dem Intensitiatsmazi- 
mum der Werth a = 0, dem Minimum der Werth « = 90°. 

Wenn aber sin & klein ist, wodurch auch tg 2@ klein wird (denn 
P und Q sind ihrer Natur nach stets endliche Gréssen), so entspricht 
— wegen der Continuitét — dem Maximum der kleine Werth von a, 
dem Minimum der um 90° grossere. 

In dem Specialfall v = 120° wird: 


‘ I= 8 ginaj +18 3 608.2; ; h= Ve 7 sin2j+ 4 5 cos 2); 
19° 

98; k— —4 sin2j — e089; | M_! sin dj; r= + sin2j; 
folglich : 

™ RAT at 0 ew: sin?é + sin2j - sin‘ ; 
au d 


Q= V8 sin (2) +1209) + —sin2j - sin?&, 


Einsetzung dieser Werthe in Gleichung (22) liefert fiir den Drehungs- 
winkel « der Polarisationsebene nach Durchgang durch die Glimmertriade 
die Gleichung: 


V3- sin? é - {1—- = sin sin 2) - cos(2j-++ 120%) - wih 








1— i sin'— — 2-sin2j- sin (2j-+ 120°) - sin®é 


§ 8. 
Discussion der Forme (III). 


a) Drehungssinn. Fir kleinere Werthe von sin? § ist tg 2a klein 
und positiv, also der Drehungswinkel @ ein zwischen 0 und 90° liegen- 
der positiver Winkel. (Vergl. die Figur auf Seite 508.) Die Drehung 
der Polarisationsebene erfolgt also in demselben Drehungssinn, in wel- 
chem die Blittchen bei der Aufschichtung um 120° gegeneinander ge- 
dreht sind, so dass hiernach rechts- und linksdrehende Glimmertriaden 
unterschieden werden miissen. Dies bestiitigen meine Beobachtungen 
an einer Glimmertriade, die ich an einem anderen Orte ausfiihrlich 
mittheilen werde. 

b) Der Zahlwerth von sin & ist von wesentlichem Einfluss auf die 
Erscheinung. Wire er =0, so wiirde zwar (nach § 6., a) ein voll- 
kommen geradlinig polarisirter Strahl austreten; seine Polarisations- 
ebene wiirde aber, nach Gleichung (III), gar keine Drehung erlitten 
haben. Weil bei dem wirklichen Glimmerpriparat eine Drehung er- 
folgt (und zwar fiir jede Farbe), so kann hier sin § fir keine Farbe 
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= sein. Zur Ermittelung des Zahlwerths, ohne die unbequeme Be- 
stimmung der optischen Constanten des angewandten Glimmers aus- 
fiihren zu miissen, verfuhr ich so: Ich liess Sonnenlicht durch den 
Polarisator, die Glimmertriade und den Analysator gehn, zerlegte es 
dann durch ein Prisma, und beobachtete die Drehung der Polarisations- 
ebene einer bestimmten Farbe (Broch’s Methode); und gwar fiir das 


Azimuth j =0 oder j=90. Der beobachtete Drehungswinkel @ muss , 


die Gleichung (III) erfillen, welche in diesem Falle die Gestalt annimmt: 


V3 -sintg - {1 —— z sint 
(III’) tg 2a = "Ts — ® 


1—Scintg 


Von den aus dieser quadratischen Gleichung folgenden 2 Werthen fiir 
sin? € erweist sich nur einer als brauchbar, indem der andere > 1 ist. 
Fir die Fraunhofer’schen Linien D und F ergab sich sin? € nicht 
sehr verschieden, niamlich nach vorliufigen Versuchen etwas kleiner 
als 0,09. 


c) Einfluss des Azimuths j. Die Grisse der Drehung ist nur wenig 
verschieden fiir Strahlen mit verschiedenem Azimuth j, denn in Gleichung 
(III) sind die Glieder ersten und zweiten Grades beziiglich sin? € giinz- 
lich frei von j; Functionen von j finden sich erst mit der dritten 
Potenz der kleinen Grésse sin? € multiplicirt. Einen viel grésseren Ein- 
fluss hat das Azimuth j auf die Gestalt der Schwingungsellipse des 
aus der Triade tretenden Strahls, d. h. darauf, ob sich letzterer mehr 
oder weniger dem geradlinig polarisirten Zustand nahert. Denn in der 
Bestimmungsgleichung (II) fiir die Phasendifferenz findet sich gar kein 
von j — Glied. Allerdings ist die Phasendifferenz tiberhaupt klein, 


da w= 





2a den Factor sin’ enthilt, und schon sin? — nicht 


gross ist. * Daher kann die Schwingungsellipse einem Kreise nie sehr 
nahe kommen. 

Diese Folgerungen finden sich durch meine Versuche bestitigt. 

ad) Abhdngigkeit der Erscheinung von der Farbe. Wegen der Klein- 
heit von sin? § kann man in erster roher Ndherung in Gleichung (III) 
alle Glieder mit héheren Potenzen fortlassen und sin* € selbst durch 
&* ersetzen; und weil gleichzeitig tg 2a klein sein muss, so kann man 
es ebenfalls durch 2a ersetzen, so dass sich der Drehungswinkel als 


afigenihert proportional mit §* ergiebt. Nun ist aber § =——(— — - . 
was aus Gleichung (6) folgt, wenn dort Zahler und Sina mit V 
(Fortpflanzungsgeschwindigkeit in Luft) multiplicirt, und V- 7 durch 
4 (Wellenlange in Luft) ersetzt wird. Nimmt man nun in erster 


Niherung den Zihler des Werths von & als constant fiir die ver- 
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schiedenen Farben an, so ist § umgekehrt proportional mit der Wellen- 
linge, also der Drehungswinkel (in roher Naherung) umgekehrt propor- 
tional dem Quadrat der Wellenlinge. Dies bestiatigen meine Messungen 
vollstandig. 

Gleichung (I1) lehrt, dass die Phasendifferenz, und somit die Ge- 
; stalt der Schwingungsellipse, ebenfalls wesentlich von der Wellenlinge 
My abhiingt. Uebereinstimmend hiermit lehren die Beobachtungen, dass 
: bei festgehaltenem Azimuth j die Anniherung der verschiedenfarbigen 
Strahlen an den Zustand der geradlinigen Polarisation eine durchaus 
verschiedene ist, 







































§ 9. 

r Glimmercombinationen aus mehr als 3 Blattchen. 
i a) Die Combination bestehe aus 3n Blittchen (n= ganze Zahl), 
t gegen einander um 120° gedreht, so dass sie als aus » Triaden auf- 
, geschichtet angesehn werden kann. Weil die durch eine Triade be- 

wirkte Drehung mit Anniherung als unabhiingig vom Azimuth j an- 
J gesehn werden .kann (§ 8., c), so kann die Drehung nach dem Durch- 
g gange des Strahls durch » congruente Triaden nicht sehr verschieden 
Y sein von dem n-fachen Betrage der durch die erste Triade erzeugten 
n Drehung. Dies lehrt wirklich die Beohachtung an einer von Herrn 
- Steeg hergestellten Combination von ‘3 Triaden, im Vergleich mit 
8 einer einzelnen, aus mdglichst eben svichen Blattchen construirten, 
re Triade. — Die Beobachtungen an der Combination aus 24 Blattchen 
r - wzéigen ferner, dass auch hier der Drehungswinkel mit Nitherung um- 
n gekehrt proportional dem Quadrat der Wellenlinge ist, und ausserdem, 
ly dass er einigermassen vom Azimuth des einfallenden Strahls abhingt. 
t — Besonders deutlich stellt sich ferner heraus, dass die verschiedenen 

Farben sehr verschieden elliptisch polarisirt sind, indem (bei den meisten 
“3 Azimuthen) jedesmal eine Farbe dem Zustande der geradlinigen Polari- 
sation am nichsten kommt, wahrend ihre Nachbarfarben nach beiden 


Seiten des Spektrums hin sich mehr und mehr von diesem Zustande 
a- entfernen. 


1) b) Die Combination bestehe aus 3n-+ 1 oder 3n-+ 2 Blittchen, 


h gegen einander um 120° gedreht. Ihr Verhalten kann sich nicht 
” wesentlich von dem einer aus » Triaden gebildeten Combination unter- 
ls scheiden. Das folgt aus der Untersuchung der Drehungen, welche 
); der Durchgang durch ein Blittchen, sowie durch 2 unter 120° gedrehte 
V Blittchen, bewirkt. : 

ch | Man findet fiir die Intensitit des durch 1 Blittchen und dann durch 
- . den Analysator gegangenen Strahls den Werth: 


J, = cos?a — sin2) - sin(2j —2«) - sin?&. 
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Hieraus folgt fiir den Drehungswinkel « die Gleichung: 





sin 4) - sin? — 
(23) tg 2a = 1 — 2sin?2j-sin?= ~ 


Die Intensitat eines durch 2 (unter v® gedrehte) Blittchen und 
dann durch den Analysator gegangenen Strahls erhilt man durch 
analoge Betrachtungen wie im § 7.: 

J, = cos*a — P’- sin26’- sinté + Q- cos26’- sin*& , 
wo gesetzt ist: 
P’ = sin2v - cos2j + 4sin2j - cos*v - cos*& ; 
Q =sin2v-sin2); P=jtwv—ea, 

Hieraus folgt fiir die durch diesen Durchgang erzeugte Drehung « 
die Gleichung: 
ee ee ee Fr ett 4-- ees) 
“1—2sin?é- {P’: sin (2»-+4+2j) — Q: cos(27+-2j)+ 
welche bei v = 120° in folgende iibergeht : 

oe: {- V3+2- ay: heated adie 


(25) tg 2e¢ = —______ + 
i- sin? {> + 2-sin2j- sin (25 — 120°). cost} 





Beilaiufig sei bemerkt, dass diese Gleichung den Haupttheil der Theorie 
fiir diejenigen Erscheinungen enthilt, welche die von Reusch a. a. O. 
sogenannte ,,Stufe“ darbietet. 


Die Gleichungen (23) und (25) zeigen 1) dass die Drehung, welche 
der Durchgang durch 1 oder 2 Blittchen bewirkt, sehr stark vom Azi- 
muth j abhingt, und 2) dass sie etwa proportional mit sin? & ist, so- 
mit klein ist, wenn diese Grésse klein ist. — Hat also der Strahl eine 
groéssere Anzahl von Triaden durchlaufen, und geht dann noch durch 
1 oder 2 Blittchen, so erfihrt seine Polarisationsebene bei letzterem 
Durchgange noch eine weitere Drehung; die Grésse derselben ist zwar 
durch das Azimuth j, mit dem der Strahl den letzteren Durchgang 
beginnt, bedingt, sie ist jedoch jedenfalls klein, wenn sin? — kein ist, 
und kommt somit gegen diejenige Drehung wenig in Betracht, die schon 
vorher durch die simmtlichen Triaden bewirkt war. 
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II. Abschnitt. 


Die Drehung der Polarisationsebene im Quarz und in anderen 
< Krystallen. 
§ 10. 
Uebergang von der Glimmercombination zum Quarz. 


Bei der Anwendung der Gleichungen (IT) und (III) des vorigen 
Abschnitts auf die wirklich hergestellte Glimmertriade hat sich ge- 
zeigt, dass sowohl der Drehungswinkel der Polarisationsebene, als 
auch namentlich das Axenverhiltniss der Schwingungsellipse nicht ganz 
unabhiingig vom Azimuth j sind, weil sin € einen zwar nicht grossen, 
aber doch keineswegs zu vernachlissigenden Werth hat. 

Nehmen wir jetzt an, sin — sei so klein, dass seine sechste Potenz 
bereits vernachlassigt werden kann, so wird die Schwingungsellipse 
sehr gestreckt sein, weil die Phasendifferenz der zur elliptischen 
Schwingung sich zusammensetzenden Strahlen den Factor sin*é ent- 
hilt (vgl. Gl. 11). Die Drehung der Polarisationsebene aber wird jetzt 
ganz unabhingig vom Azimuth j, weil die Gleichung (III) unter obiger 
Voraussetzung in folgende iibergeht: 


(26) tg 2a = /3-sin?é- {1 — 4sin?} . 


Gehen wir noch weiter, und nehmen sin & so klein an, dass be- 
reitsseine dritte Potenz als verschwindend zuerachten ist, so wird sich die 


‘Schwingungsellipse des austretenden Strahls nicht mehr merklich von 


einer geraden Linie uffterscheiden (vgl. Gl. Il); Gleichung III aber, 
welche die Drehung der Polarisationsebene bestimmt, geht jetzt in 
folgende tiber: S; 

tg 2a = Y3 - sin?é, 
oder mit Einsetzung des Werthes fiir § nach Gleichung (6) und § 8. d: 


(27) tg 2a = //3 - sin? = ) 





indem fiir > und z resp. %) und », geschrieben ist. 


Die Bedingung, dass sin £ fusserst klein ist, wiirde erfiillt sein, 


+. Dis a (%—m,)d .. 
wenn die Blittchen so beschaffen wiiren, dass ———— dusserst wenig 
von einer ganzen Zahl verschieden wire. — Dieselbe Bedingung ist 


aber auch dann erfillt, wenn entweder die Blittchendicke (d), oder 
der Unterschied der beiden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten in den 
(mo—n,)d oie 

= — iusserst 


Diese letztere Annahme soll fortan beibehalten 





Blattchen, oder beide zugleich so klein sind, dass 


kleiner Bruch wird. 
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werden. Jetzt kann man wegen der Kleinheit von € und der daraus 
folgenden Kleinheit von @ (siehe die Bemerkung zu Gleichung (22) 
am Ende von § 7.) fiir sin und tg die Bogen selbst setzen, so dass 
Gleichung (27) iibergeht in: 

V3 -22-d?- (Mo —m,)* 

2-22 aie 

oder wenn fiir den Bogen a der zugehérige Winkel w, in Graden 
gemessen, eingefiihrt wird: 





90 - V3 +x + d® (n>—n,)* 
(28) o=> 72 . 

Soviel betriigt die Drehung beim Durchgang durch | Triade. 
Jetzt sei eine grosse Anzahl (p) von congruenten Triaden aufeinander- 
geschichtet: Dann betriigt die durch alle zusammen bewirkte Drehung, 
welche  heisse, p mal soviel, denn die Einzeldrehung ist nach 
Gleichung (28) unabhangig vom Azimuth j. Also ist: 
p-90-V3 - xd®?(ny—n,)* 

z : 
Die Dicke der einzelnen Triade heisse 4; sie ist im Allgemeinen durch- 
aus nicht gleich der dreifachen Blattchendicke, weil ja die Blattchen 
nicht unmittelbar aufeinander zu liegen brauchen (vgl. den Schluss 
von § 2.). Dann ist die Gesammtdicke der p Triaden, d. h. die Dicke 


der ganzen Blaittchencombination D=—p-d. Setzt man also > fiir 








p ein, und nennt die, bei unveriindertem Zustande der Blittchencom- 
bination constante, von der Farbe unabhingige. Grosse: 


90 S. " eg ae K, 
so erhilt man fiir die Drehung der Polarisationsebenc in der Bléttchen 
combination von der Dicke D den Werth: 

K- D (m—n,)? 

(VI) = — 7 i 

Man erkennt, dass die Drehung proportional ist mit der Dicke der 
Bliittchencombination. Setzt man ferner in erster Naherung n, — n, 
als constant fiir alle Farben voraus, — was darauf hinauskommt, nur 
die Doppeldrehung zu beriicksichtigen, die mit der Brecking ver- 
bundene Farbenzerstreuung aber zu vernachlissigen — so zeigt sich 
die Drehung umgekehrt proportional dem Quadrat der Wellenlinge. 
Diese beiden Resultate stimmen nun vollstindig mit den von Biot 
fiir die Drehung im Quarz aufgestellten Gesetzen iiberein, deren 
zweites tiberdies bekanntlich durchaus nicht streng richtig ist, wie es 
ja auch hier nur als angenihert richtig auftritt. Somit findet sich die 
von Reusch a, a. O. ausgesprochene Vermuthung, dass sich das Ver- 
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halten der Glimmercombination demjenigen des Quarz wohl um so 
mehr nihern werde, je diinner die Lamellen sind, hiermit auf das 
Vollstindigste bestiitigt. 

Auf Grund des gewonnenen Resultats scheint die Hypothese nicht 
ungerechtfertigt, den Quarz als aus lauter congruenten, um 120° gegen- 
einander gedrehten, nach Art der optisch zweiuxigen Krystalle doppel- 
brechenden Bliittchen aufgebaut anzusehen, ganz entsprechend der 
Glimmercombination von Reusch. Kennte man nun noch das Gesetz, 
nach welchem bei den einzelnen hypothetischen Blattchen des Quarz 
die Grésse n,—m, von der Wellenlinge abhingt, so lieferte Glei- 
chung (IV) nicht nur den angeniherten, sondern den genauen Zu- 
sammenhang zwischen der Drehung und der Wellenlinge. In Er- 
mangelung jener Kenntniss bleibt nichts iibrig, als eine mdglichst 
plausible Annahme zu machen, die jetzt begriindet werden soll. — 
Von Mascart liegen Messungen iiber die den einzelnen Fraunhofer- 
schen Linien zugehérigen Werthe der Brechungsquotienten n, und n, 
fiir Strahlen senkrecht zur Axe des Quarz vor*). Aus ihnen ist die 
dritte Spalte der folgenden Tabelle abgeleitet. Die Wellenlingen 4 
sind ebenfalls nach Mascart angegeben, jedoch nur soweit, als sie 
in der Rechnung von Einfluss sind. Sie beziehen sich auf Luft (wie 
stets A in dieser ganzen Abhandlung). 





Fraunhofer’sche | Wellenlingen 2 | Ny— 
Linien | in Millimetern | beobachtet | berechnet | Differenz 

A [20 (is ee 
a 0,00901 
B 0,000687  0,00903 | 0,00901 | + 0,00002 
C 656 | 907 904 | + 3 
D 589 915 912 | + 3 
E 527 918 923 | — 5 
b 517 924 925 | — 1 

7 486 931 932 | -- 1 
gq | 431 | 943 949 | — 6 
H 397 | 954 963 | — 9 
L | 382 | 955 970 | — 15 
M 373 | 971 975 | — 4 
N | 358 981 984 | — 3 
O j44 991 994 | — 3 
P | 336 980 | 0,01000 | — 20 








*) Die Zahlen sind aus Kettelers Abh. ,,Ueber d. Einfluss d. ponderablen 
Molek. auf d. Dispersion‘. Poggend. Ann. d, Phys, Bd. 140, Seite 50 entnommen. 
Der Werth von n, — m ist nicht merklich verschieden, mag man unter den 
m die Brechungsquotienten aus dem leeren Raum oder aus Luft in Quarz verstehn, 
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Wie man sieht, ist es fiir diese Richtung wirklich in erster 
Niherung erlaubt, »,— », constant (= 0,00942) zu setzen. In 
zweiter Niherung liisst sich die Gesammtheit der fiir n, — n, gefun- 
denen Zahlen durch eine zweigliedrige Interpolationsformel von der 
Gestalt: 


wiedergeben, wo die Constanten a und £ etwa die Zahlwerthe 0,00870 

d ve 
dern durch Probiren gefunden.) Die aus dieser Formel berechneten 
Werthe stehn in der vorletzten Spalte der Tabelle, die Differenz der 
beobachteten und berechneten Werthe in der letzten. — 

Jetzt machen wir die einfache Annahme, dass fiir die bei uns in 
Betracht kommenden Strahlen, welche die hypothetischen Blittchen senk- 
recht durchdringen , die den verschiedenen Farben entsprechenden Werthe 
von ”,— , durch eine Interpolationsformel von derselben Gestalt: 





haben. (Diese Zahlen sind nicht streng abgeleitet, son- 


Ne — NM = a+ +. 
darstellbar sind. Dann nimmt Gleichung (1V) die Gestalt an: 
a _ 2ab be 
(29) go=KD-. at v+ ae 


Diese Formel stimmt nun in eistiiiain Weise mit der besten bis- 
her fiir die Drehung im Quarz aufgestellten empirischen Formel iiber- 
ein, welche fiir eine Quarzplatte von 1" Dicke lautet (vgl. Boltz- 
mann a. a. Q.): 


‘ B Cc D 

(30) ota + 74 -- 

Von dieser Formel benutzt aber Boltzmann bei der wirklichen 
Zahlenrechnung nur die zwei ersten Glieder, in denen B= ia , 


0,14983 
10? 
dem Correctionsgliede - < besser zu iibersehn, schreiben wir die Boltz- 


C= 


ist. Um — Gréssenverhiltniss des Hauptgliedes > = zu 


mann’sche Formel so: 
(31) 7,07018 0,02119 \ , 


eae eae (it 10°- a2 





Machen wir nun betreffis n, — m, noch die weitere Annahme, die 
zwar einfach, aber freilich im Uebrigen nicht weiter begriindet ist, — 
dass die Constanten a und b sogar dasselbe Gréssenverhiltniss haben, 
wie die entsprechenden Constanten a und £ bei Strahlen senkrecht 
zur Axe, d. h. setzen wir: 
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a=w-a; b=u-B, 


wo w eine constante Zahl ist, so folgt aus Gleichung (29): 
. 2. 2 

pm FO? fiat 24-3}, 
oder mit Einsetzung der obigen angeniherten Zahlwerthe fiir « und p: 
(82) gam SOO 1 ee + eet: 
Man erkennt, dass in dieser Gleichung das erste Correctionsglied nicht 
nur von derselben Gréssenordnung ist, wie in der Boltzmann’schen 
Formel (31), sondern dass es sogar keinen allzuverschiedenen Zahl- 
werth besitzt, was um so mehr iiberraschen muss, als unsere beiden 
Annahmen iiber die fiir »,— , zu wihlende Function fast nur ihrer 
Einfachheit wegen gemacht wurden. — Das letzte Glied der Formel 
(32) ist schon ganz unmerklich; denn setzt man fiir 4 den mittleren 
Werth 0,0005, so findet man den Werth dieses dritten Gliedes in der 
Klammer = 0,000018, dessen Vernachlissigung gegen 1, den Be- 
obachtungen gegeniiber, vollstiindig gerechtfertigt ist. 

Hiermit ist gezeigt, dass aus der iiber die Structur des Quarz ge- 
machten Hypothese die Drehung der Polarisationsebene mit Nothwen- 
digkeit folgt, und dass sich auch das genaue Gesetz fiir diese Drehung 
ohne Schwierigkeiten ableiten lisst. 


$ 11. 
Ueber die Structur der optisch drehenden Krystalle im Allgemeinen. 


Sieht man sich nach anderweitigen Thatsachen um, welche ge- 
eignet sind, obige Hypothese von der Quarzstructur zu stiitzen, so 
weist vor Allem das Auftreten der Trapezflichen, welche den Quarz 
schon iiusserlich als von rechts oder links gedrehter Beschaffenheit er- 
kennen lassen, auch auf einen inneren schraubenfoérmigen Bau hin. 
Die wahre Berechtigung erwiichst jener Hypothese aber erst aus der 
neuverdings von mir entwickelten allgemeinen Theorie der Krystall- 
structur*), deren Grundgedanke nebst einigen hergehérigen Einzel- 
heiten hier noch angedeutet werden soll. 

Als Grundhypothese dient der Satz: In jedem Krystall sind die 
Molekiile so geordnet, dass ihre Schwerpunkte ein regelmissiges Punkt- 
system bilden. Hier fordert der Begriff des regelmiissigen Punkt- 


*) Die unbegrenzten regelmiissigen Punktsysteme als Grundlage einer Theorie 
der Krystallstructur. Carlsruhe. Braun’sche Hofbuchh, 1876. — Im Auszuge 
Poggend. Annalen. Erg. Bd, VII. 
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systems noch eine Erklirung. Mit Riicksicht auf die gegen den Mo- 
lekularabstand ungemein grossen Dimensionen jedes sichtbaren Kry- 
stalls denke man sich das Punktsystem als von grenzenloser Aus- 
dehnung; regelmiissig ist es nun dann, wenn um jeden Funkt des 
Systems alle anderen ebenso liegen, wie um jeden anderen, so dass 
keiner irgend eine Besonderheit vor den anderen voraus hat. Unter- 
sucht man nun rein geometrisch, was fiir verschiedene Arten von 
regelmiissigen unendlichen Punktsystemen es iiberhaupt nur geben 
kann, so findet man 54 wesentlich verschiedene Systeme mit zahl- 
reichen Varietiten. Diese siimmtlichen Systeme lassen sich nach dem 
Charakter der ihnen innewohnenden Symmetrie in 8 Gruppen zusammen- 
fassen, welche den bekannten Krystallsystemen vollstiindig entsprechen. 
Hierbei ist das rhomboédrische Krystallsystem als ein eigenes neben 
das hexagonale gestellt, und die Halbfliichner des reguliren Systems, 
(welche in der Bravais’schen Theorie der Krystallstructur nur vermége 
einer Hiilfshypothese Platz finden), treten als gleichberechtigtes eigenes 
Krystallsystem neben den Vollflichnern auf. Auch alle iibrigen geo- 
metrischen und physikalischen Eigenschaften der Krystalle finden ihre 
Analogie in den geometrischen Eigenschaften jener Punktsysteme. 

Nun finden sich unter den regelmissigen Punktsystemen nicht 
wenige mit einer schraubenformigen Anordnung der Punkte. Legt 
man durch einen Punkt eines solchen Systems senkrecht zur Schrauben- 
axe eine Ebene, so ist sie in ihrer unendlichen Ausdehnung mit un- 
endlich vielen Punkten besetzt; sie heisse eine ,,Molekularebene“. In 
den einfachsten Fiillen besteht dann das ganze schraubenférmige 
Punktsystem aus lauter iiquidistanten, zur Schraubenaxe senkrechten, 
congruent besetzten Molekularebenen, deren jede folgende gegen die 

. vorhergehende immer um denselben Winkel (von 120° oder 60° oder 
90°) in demselben Sinn gedreht ist. Solche Systeme bieten also die 
tiberraschendste Analogie zu der Glimmercombination mit unendlich 
diinnen Blittchen dar. Sie unterstiitzen obige Hypothese von der 
Quarzstructur in hohem Grade. 

In complicirteren Fillen treten an die Stelle jeder solchen Mole- 
kularebene zwei derselben, congruent und parallel besetzt, jedoch so, 
dass im Allgemeinen die Punkte der einen nicht vertical tiber denen 
der anderen liegen. Dann ist jedes solche Ebenenpaar gegen das 
vorhergehende um stets denselben Winkel gedreht. Umstehende Figur 
stellt z. B. einen Theil der Projection des dreiziihligen Doppelschrauben- 
systems auf eine Molekularebene vor. Darin bedeuten die Endpunkte 
der mit ,,1“ bezeichneten kurzen Seiten der Sechsecke die Projectionen 
der Punkte eines solchen Ebenenpaars, die Endpunkte der mit ,,2“ 
und der mit ,,3“ bezeichneten kurzen Seiten die Projectionen der 
Punkte des niichsten und des drittfolgenden Ebenenpaars, welche 
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gegen das erste um 120° und nochmals 120° um eine zur Zeichnungs- 
ebene senkrechte, durch den Mittelpunkt eines Sechsecks gelegte Axe 
gedreht sind. Jedes Sechseck ist also die Projection der Punkte einer 
dreizihligen, mit Punktpaaren besetzten, unendlichen ee -- 
Weil jedes einzelne Ebenenpaar den geo- 

metrischen Charakter des monoklinen 

Krystallsystems besitzt, so ist es voll- ie R is 
stindig geeignet, die Stelle des einzel- 

nen doppelbrechenden  BBliittchens der 

Reusch’schen Glimmercombination zu ‘ Ys & yas 
vertreten. Indess soll nicht behauptet ‘ oe 
werden, dass gerade dieses Punktsystem 


der Structur des Quarz zu Grunde liegen 7% 
miisse. pas 


Es ist wichtig hervorzuheben, dass nur in zweien von den ge- 
nannten 8 Gruppen keine schraubenférmigen Punktsysteme auftreten, 
niimlich in den dem triklinen und monoklinen Krystallsysteme entsprechen- 
den. Im reguidren Krystallsystem fehlen sie nicht; dies ist z. B. fiir 
das Verstiindniss des Drehvermédgens des chlorsauren Natrons von 
Wichtigkeit. 

Wenn in vorstehender Abhandlung der Versuch gemacht ist, das 
optische Drehvermégen von Krystallen aus ihrer Structur abzuleiten, 
so ist dieser Versuch doch weit entfernt, eine fertige Theorie jener 
Erscheinung zu sein. Eine solche wird vielmehr von den Aether- 
Bewegungsgleichungen auszugehen haben, welche mit Riicksicht auf 
die schraubenférmige Anordnung der Kérpermolekile zu bilden sind; 
und zwar werden — auf Grund des Briot’schen Beweises, dass eine 
einfach schraubenférmige Anordnung der Aethertheilchen zur Er- 
klirung der Erscheinung unvermégend sei, — vermuthlich die com- 
plicirteren unter den regelmiissigen schraubenférmigen Punktsystemen 
zu Grunde gelegt werden miissen. — 






















Carlsruhe, den 20. Novembet 1875. 


Mathematische Annalen. IX, 


Ein allgemeiner Ausdruck fiir die ihrem absoluten Betrage 
nach kleinste Wurzel der Gleichung n" Grades. 


Von Jutius Kénte in Budapest. 
Die vorliegende Arbeit beschiiftigt sich mit dem Beweise des 
folgenden Satzes: Sei f(x) = 0 eine beliebige algebraische Gleichung, 
(mit reellen Coefficienten), wnd 


1 
Fey Pot ne 2? bree 


die entsprechende recurrirende Reihe, deren Coefficienten mit denen der 
Gleichung zugleich bekannt sind. Bezeichnet man sodann die Anzahl 
der Zeichenwechsel in den Coefficienten dieser Reihe bis zum n Gliede 
mit w,, so ist die ihrem absoluten Betrage nach kleinste Wurzel dieser 
Gleichung: 


x =r, (cos m, + ¢ sin @,) 


durch folgende Werthe gegeben. Fs ist: 


a, an Wy 
4 > n Jra=2 ? 


Der Ausdruck des Satzes erleidet nur dann eine geringe Modifica- 
tion, wenn es Wurzeln von gleichem absoluten Betrag giebt, die 
weder gleich noch conjugirt sind. Der Beweis beruht dem Wesen 
nach auf einem Hilfssatz (1.), der den Werth eines Winkels @ aus 
den Vorzeichen der Reihe: 


1, cosm, cos2g, cos3qm,-----: . 


durch den obigen Grenzausdruck bestimmt. Nach einer genauen Un- 
tersuchung des Werthes, dem sich jener Ausdruck fiir unendliche n 
wirklich nibert (2.) und einigen fiir das folgende nothwendigen Ver- 
allgemeinerungen (3.), gehe ich dazu iiber, aus den bekannten Re- 
lationen zwischen den Coefficienten y und den Wurzeln der Gleichung 
jene Bestimmung der ihrem absoluten Betrage nach kleinsten Wurzel 
wirklich abzuleiten (4.). Eine kurze Betrachtung geniigt dann, um 
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die Bedeutung des erwiihnten Ausnahmsfalles klar zu stellen, der sich 
iibrigens durch die Unbestimmtheit des Ausdrucks fiir @ immer selbst 
anzeigt. ; : 


_ 


1 


Es soll zuniichst gezeigt werden, wie der Werth eines Winkels 
g sich vollstiindig bestimmen lisst, wenn die Vorzeichen der Glieder 
in der unendlichen Reihe: 


1, cosm, cos2pm, cos 3p,-:------ 


bekannt sind. 

Da, abgesehen von Vielfachen von 2a der obigen Reihe jeden- 
falls die beiden Werthe m und 22 — @ entsprechen, diirfen wir vor- 
aussetzen, dass der zu bestimmende Werth von g zwischen den Grenzen 
0 und = liegt. Seien nun: 


1, cosm,-+-:: » cos (A, — 1) _ positiv, 
*cosA,p,--+-> , cos (A, — 1)p_ negativ, 
° cosA,pm,--+:- » cos (Ag — 1) _ positiv, 


und im Allgemeinen: 
COS Am—1M,-*°-* » cos(4, —1)g, 
von gleichem Vorzeichen mit (—1)"—1. Ks sind in diesen Ausdriicken : 
yg Ges Meas = * 


positive ganze Zahlen, die fortwihrend wachsen und m bedeutet die 
Anzahl der Zeichenwechsel, welche in der unendlichen Reihe bis zum 
Gliede cos 4,,g: d. i. bis zum 4,, + 1" Gliede vorkommen*). 

Man kann nun fiir m folgende Reihe von Grenzbedingungen ent- 
wickeln. Es ist zunichst: 


0<p<z. 
Ist nun cos p positiv, so wird auch: ; 
0<9<F 
sein; ist auch cos 2q@ positiv, so wird, da nach dem Vorhergehenden: 
29 <2 
ist, auch 
0<249< 5 


sein. In dieser Weise fortschliessend, erhalt man endlich: 


*) Die Zeichenwechsel ebenso gezihlt, wie diess in der Theorie der Glei- 
chungen z. B. bei der Descartes’schen Zeichenregel der Fall ist. 
84* 
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(1) 0<(4—l)o< FZ, 


nun ist cos 4, negativ, m selbst aber zwischen ( und a enthalten, 
also: 


3 
(2) > <AG< = . 
Aus diesen letzten Relationen érhalt man unmittelbar: 
1 Q 1 ; 
@) a <= < a= 


Fiir (4,+1)g hat man vor allem aus: g < a 
2 <@the<%, 
und da cos (4,-++1)@ negativ ist: 
= < (tly < *%; 


ferner wird, wenn auch cos (4,-+2)q@ negativ ist, da jedenfalls: 


(4, +2) < °* ? 
auch 


=< (4+2)9 < 
sein, und so erhilt man endlich: 


3m 


(4) ~<&—le< >: 
Dann ist wieder: 


- <igp<, 


und mit Beriicksichtigung dessen, dass cos A, positiv ist: 


(5) ; SS <chp<, 

woraus sich fiir ¥ die folgenden Bedingungen ergeben; 
: Q 3 

(6) 72, <3 < (=m 


Durch Fortsetzung dieser Schlussreihe kann man fiir + eine Reihe von 


einschliessenden Werthen finden, deren Bildungsgesetz sehr einfach 
ist, und von m auf m-1 schliessend, leicht allgemein verificirt 
werden kann. Dieses System von Ungleichungen ist das folgende: 


1 

2(4,— 2) ? 
3 

2(4g—1) ? 


1 
2a, < < 


| 


as as 


< < 


nw 


2 
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5 Q 5 
(7) Qs <7 Ss 2(4,—1) - 


2m—1 
< 54 
2(4,, ~-1)? 
2m-+1 
ana 1% < 2(am41—1) 











Wenn nun die angenommene Zeichenreihe, d. i. die Reihe der 
Zahlen 4 einem Werthe von g wirklich entsprechen, miissen diese 
Bedingungen simmtlich mit einander vertraiglich sein und man iiber- 
zeugt sich leicht, dass die aufeinanderfolgenden Ungleichungen 


den Werth von 2 in immer engere Grenzen einschliessen. Man kann 


z. B. die vorletzte des Systems in folgender Weise schreiben: 


a A 
We ao a ea te ces 
m ae 
“+ 4 


Da nun m die Anzahl der Zeichenwechsel bis zum 4,, + 1' 
Gliede (cos 4,,g) ist, so hat man jedenfalls: 


mM << dm 5 


also ist > fiir jedes m kleiner als-1. Da nun 4,,, die Anzahl der 


Glieder beliebig gross gemacht werden kann, so niihert sich die obere 


und untere Grenze von 2 beliebig dem Werthe von - fiir eine un- 


endlich wachsende Gliederzahl. Dieser Quotient kann. auch noch in 
andrer Weise geschrieben werden ; setzt man nimlich die Gliederzahl: 
dm + 1m und m, die Anzahl der Zeichenwechsel in den ersten 


n Gliedern. gleich w,, so wird derselbe — und man hat: 
; ? = lim (—* 
(8) 2 = tim("*), 


2. 


Als nothwendige Erginzung des Vorhergehenden muss noch ge- 
zeigt werden, dass (natiirlich immer unter der Voraussetzung, dass 
die gegebenen Verhiltnisse wirklich einem Werthe des g entsprechen) 
w 
—,- sich bei wachsendem n in der That einem bestimmten Grenzewerthe 


nihert. 
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Diess ist zunichst seht leicht zu zeigen, wenn © einen rationalen 


2 
Werth: + besitzt. Dann ist 


= + a, 
und jedenfalls schon 
2by = 2az, 
also: 
cos (2b-+-r)p = cosrg. 


Zwei Glieder, deren Stellenzeiger um 20) verschieden sind, haben 
in diesem Falle nicht nur gleiches Vorzeichen, sondern véllig tiber- 
einstimmende Werthe. Die Reihe der Vorzeichen hat also, wie man 
sich ausdriicken kann, eine endliche Periode; sie treten lingstens nach 
dem 25b'" in derselben Reihenfolge wieder auf. Seien nun bis zum 
2b" Gliede k Zeichenwechsel vorhanden, von diesem zum 4b'" k’, 
(wo sich k von k’ um 1 unterscheiden kann, wenn vom 2b' auf das 
2b-+ 1 Glied ein Zeichenwechsel stattfindet). Dann ist auch im 
Allgemeinen die Zahl der Zeichenwechsel vom 27 b'" bis zum 2 (r-+-1)b'" 
gleich k’. Gehen wir nun bis zu einem beliebigen n'*" Gliede. Dann ist: 


n=2bs+ 6, 
wo 6 < 2b; und die Anzahl der Zeichenwechsel bis zu diesem: 
W,=sk+a, 
wo wieder « héchstens gleich & ist. Also hat man: 
es > 
n 2bs+6 ’ 


was bei unendlich wachsenden m oder s in ~ tibergeht. Man sieht 
leicht, dass: 


w. 


k= 2a 
ist; also nahert sich = in der That dem festen Werthe + : 


Um nun von rationalen Werthen des 2. zu irrationalen iiberzu- 
gehen, beweisen wir zuerst den folgenden Satz: 

Wenn @ irgend einen Werth zwischen 0 und x besitzt, und 8 ein 
positiver Werth von der Beschaffenheit, dass auch op + 0 zwischen 
diesen Grenzen liegt, so ist die Zahl der Zeichenwechsel bis zu einem 
beliebigen Gliede in der Reihe: 

1, cos (p48), cos2(p+40), cos 3(p+8),----, 
nie kleiner als die Zahl der Zeichenwechsel bis zum entsprechenden 
Gliede in der Reithe: 


1, cosm, cos2m, cos3q, -- 
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Gehen wir z. B. bis zu einem Gliede cos rg, so liegt rg zwischen 





. : 4 
zwei ungeraden Vielfachen von -> , 


Serie <r@Q < == ; 
und die Zahl der siseeisinas bis cos rm ist dannk-+ 1. Man kann 
nimlich die Werthe: 
0, QP, 29, 39,. . 

nach den Intervallen 0 bis > ; ; bis +z, u. s.f. eintheilen, und 
man sieht dann unmittelbar, dass ein Zeichenwechsel nur dann ein- 
tritt, wenn man von einem Intervall in das niachste gelangt. Da 
aber der Werth von @ kleiner als z ist, liegt in jedem solchen In- 
tervall wenigstens ein Vielfaches von y, woraus man ersieht, das die 
Zahl der Zeichenwechsel in der That gleich k + 1 ist. 

Ebenso sei nun: 


(2k Us < r(p+0) < (2k’ Ts s 





Dann ist die Zahl es Zeichenwechse!} fiir ‘i nach Vielfachen von 
gy + 6 fortschreitende Reihe bis zum Gliede.cos r(p-+) gleich Kk’ + 1 


und: aus 
r(p+9) > ry 
folgt, wie es der oben ausgesprochene Satz verlangt: 


Ist nun *. ein irrationaler Werth, so kann man bekanntlich zwei 


rationale Zahlen bestimmen, die jenen in beliebig enge Grenzen ein- 
schliessen, z. B.: 


a’ 7) a 
<3 <*F 
oder auch 
< < 


wenn 


gesetzt wird. Betrachten wir nun die drei Reihen: 
1, cosg’, cos2qg’, cos3q’,---- 
1, cosm, cos2m, cos3p,-:--: 
1, cos’, cos2g”, cos3g”,--- 
und bezeichnen die Anzahl der Zeichenwechsel bis zum m'" Gliede in 
denselben mit w,’, w, und w,”, dann ist nach obigem Satze: 


Wn, < Wn < Wn’, 
also auch: 
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fiir jedes ». Geht man nun zur Grenze itiber, so wird: 





und man erhilt: 


Da nun . und or einander beliebig nahe gebracht werden kén- 


nen, so muss also —~ sich auch dann einem bestimmten Grenzwerth 


nihern, wenn 5 einen irrationalen Werth besitzt. 


3. 


Die im Vorhergehenden ausgefiihrte Bestimmung von m aus den 
Vorzeichen der Reihe: 


1, cosm, cos2g, cos3g,---- 


lisst sich noch in der Weise verallgemeinern, dass es geniigt, wenn 
die Vorzeichen erst von einem bestimmten endlichen Gliede richtig an- 
gegeben sind. Hat man bis zu diesem statt der k wirklich vorkom- 
menden Zeichenwechsel z. B. kh gezihlt, so erhailt man statt des 
wirklichen Werthes von w, den folgenden: w,-+k—k’. Da aber 
k — K eine endliche Grdésse ist, so nahert sich 


Ww, w, +k—-k 
my und — — 





derselben Grenze. . 

Eine weitere Verallgemeinerung des bisherigen Resultats besteht 
darin, dass der Werth von @ sich ebenso aus der allgemeineren Reihe 
cosa, cos(a+q), cos(a+2), cos (a+3q), ---- 

ergiebt, wo a einen beliebigen endlichen Werth besitzt. 
Wir schliessen ihnlich wie friiher, dass die Werthe «, a+ ,-:-- 


bis zu einem beliebigen « + rq sich in die Intervalle 0 bis ~ . = 
bis = yrcee = a bis SETS eintheilen, von denen wegen « 


jedoch nun einige der ersten wegfallen kénnen. Dann ist die Anzahl 
der Zeichenwechsel in obiger Reihe von k héchstens um eine be- 
stimmte endliche Grésse verschieden. Wenn man nun ebenso die 
Werthe 0, g, 2g,---- rm in Intervalle vertheilt, so liegt ro 
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Qk +1 q 2h +3 


zwischen 





2 —w un 5) 


stimmte endliche, von « abhiingige Zahl; insbesondere wenn a < 7, 
gleich 0 oder 1. 
Man erhilt also auch aus dieser Reihe 


lim ( = >: 


4. 


Wir gehen nun zur Betrachtung der allgemeinen Gleichung m‘” 
Grades iiber: 


f(x) = a,x” + a,2"—! te or + Amn —12 aL ta = 0, 


Man hat dann in bekannter Weise: 





ax, und es ist k — k’ ebenfalls eine be- 





Wn 
n 


1 9 
Fay ot MEH 2% + gH? Pos 


eine recurrirende Reihe, deren Coefficienten durch folgende Gleichungen 
bestimmt sind; 
any = 1 ? 


An—17 9 oo AnY; =a. 0 ; 
A, Vi + Ay Pina + Oy pig4e + -+++ + anVi-m =O, 


Die Zahlen y kénnen mit Hilfe dieser Gleichungen der Reihe 
nach berechnet werden und sind demnach als bekannt zu betrachten. 
Dieselben lassen sich aber bekanntlich auch durch die Wurzeln: der 
vorgelegten Gleichung ausdriicken, und zwar ist, wenn man diese mit: 


F yy Bay eo ey Om 
bezeichnet: 
Vn api A,a," A,a," + ‘ein: + A,,%," 

wo die Coefficienten A von dem Werthe der Wurzeln, nicht aber von 
n abhiingen, also fiir alle y dieselben bleiben. Setzen wir nun: 

a; = 1; (cos a + 7 sin @;), 

A; = M;(cos n; — i sin 9;) 
und beachten, dass, wenn die Coefficienten der Gleichung als reell vor- 
ausgesetzt werden, auch die y reelle Werthe erhalten miissen, also in 


ihrem Ausdrucke der mit 7 multiplicirte Theil verschwinden muss, so 
erhilt man weiter: 


(1) y, = Mr," cos (yn, +no,) + Myr," cos (y,+na,) +---- 
+ M,,7,,” 008 (1, 2®,,) - 
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In diesem Ausdrucke wollen wir die Glieder so geordnet denken, 
dass die absoluten Betriige der Wurzeln: 


V1 Vo, eee, Tm 


eine steigende Reihe bilden. Ausserdem miégen die etwaigen gleichen 
oder conjugirten Wurzeln entsprechenden Glieder als vereinigt ge- 
dacht werden; da diesen auch gleiche oder conjugirte Werthe von A 
entsprechen, andert sich hierdurch M nun um einen Zahlenfactor. 

Die weitere Untersuchung geschehe nun unter der Voraussetzung, 
dass nach Vereinigung der gleichen oder conjugirten Wurzeln ent- 
sprechenden Glieder die r simmtlich untereinander verschieden sind, 
d. h. dass es ausser den erwihnten keine Wurzeln von gleichem abso- 
luten Betrage giebt. 

Dann wird von einem bestimmten Gliede an die Zahl der Zeichen- 
wechsel in den Reihen: 


Yoo Vi» Vo» Van * °° * 
und 


(3) cos y,, cos (y,+@,), cos (y,+2@,), cos (y,+3a,), ---- 
vollstindig sbereinstimmen. 


Schreibt man y, in folgender Form: 
; 443 ‘ : 
(4) y= Myr" (cos(,+-n0,)-+ 4 (*) cos(m,+-ne,) +--+. 
M, n 
om e) COS (%m +no,)) ; 


+ Hi, 
so kann der erste Factor M,r,", seiner Bedeutung nach eine positive 
Grésse, die das Zeichen von y, nicht ‘ndert, véllig unbeachtet 
bleiben. 

Da ferner r, < 7, <<-+++ << %m, kann man einen Exponenten n 
immer so bestimmen, dass die Glieder des eingeklammerten Factors 
in (4) vom zweiten ab, also auch deren Summe kleiner werde als 
eine beliebig gegebene Grosse ¢; wenn also cos (y,-+"@,) vom Zeichen 
abgesehen, grésser ist als ¢, hat von einem bestimmten Exponenten 
nm ab y, mit dieser Grosse gleiches Zeichen. 

Es ist nun nur noch der Fall zu untersuchen, wo cos (yn, -+”@,) 
kleiner wird, als eine beliebig klein angenommene Grosse ¢. Diess 
kann aber nur dann der Fall sein, wenn », + no, sich um weniger 


als d von einem ungeraden Vielfachen des = ,  B, (2k+ 1)= unter- 


scheidet, wo 0 eine Grésse ist, die mit ¢ zugleich verschwindet. Da 
aber @, einen zwischen 0 und z befindlichen endlichen Werth be- 
deutet, so muss, wenn 0 geniigend klein gewahlt wird, »,+”—1lao, 
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in dem Intervalle zwischen (2k —1)5 und (2k+1)=, hingegen 
1, +--+ 10, zwischen (2k+1)= und (2k+3)— liegen; es haben 
also cos (4, -+-n—1@,) und cos(n, +--+ 1 @,) entgegengesetztes Zeichen. 
Nun kénnen aber weder cos(y,-+-n—1@,), noch cos(y,+n+1a@,) 
dem eben behandelten Ausnahmsfalle angehéren, da beide bestimmte 
endliche Werthe besitzen. Das Zeichen von cos , + ”@, hat in 
Folge dessen auf die Anzahl der Zeichenwechsel gar keinen Einfluss. 
Die benachbarten Glieder haben entgegengesetztes Zeichen: es kénnen 
also in: 
Yn—1t) Yn» Yat 
nur die folgenden 4 Combinationen vorkommen: 


Ts +, — oder —, so + 


deren jede einen Zeichenwechsel giebt. 

Fasst man das Bisherige zusammen, so zeigt sich, dass die Reihen 
(2) und (3) in der That von einem endlichen Gliede dieselbe Anzahl 
von Zeichenwechsel darbieten, also die bekannte Reihe der y zur Be- 
stimmung von @, gebraucht werden kann. 

Bezeichnet man nun die Anzahl der Zeichenwechsel in dieser 
Reihe mit w,, so wird in der That: 


o _ ( %n 
PY 4 n n= 


Der Werth von + list sich als Grenze gleichfalls leicht aus dem 
unter (4) gegebenen Ausdruck von y, darstellen. Da M, so wie der 
in der Parenthese stehende Factor endliche Werthe besitzen, so er- 
halt man*): 

mod /7, = 7," (1+4,) (14+) , 
wo 6, und @, positive oder negative Gréssen sind, die bei unéndlich 
wachsenden » verschwinden, Also ist: 


1 
A“ ? 
(j/ Yn ici 
wo das Zeichen mod nur so viel bedeutet, dass y, von seinen etwaigen 
negativen Zeichen zu befreien ist. 


vr, = mod 


*) Es sind dabei jene sozusagen singuliiren Werthe des auszuschliessen, 
fiir die der Factor in der Parenthese beliebig klein wird. Da diess dann fiir ° 
n+ 1 nicht der Fall ist, kann man jene Werthe von » als ausgeschlossen betrachten, 


fiir welche ”*+1 vom Zeichen abgesehen, grésser wird als eine beliebig ange- 





n 
nommene Zahl. 
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5. 


Um endlich noch den Ausnahmsfall zu erledigen, wo auch solche 
Worzeln von gleichem absoluten Betrage vorkommen, die weder gleich 
noch conjugirt sind, geniigt die Substitution: 

y=axr—d, 
wo @ eine beliebig kleine reelle Grésse bedeutet. 

Die in Betracht zu ziehenden Wurzeln liegen bei- der gewébn- 
lichen geometrischen Darstellung der complexen Zahlen auf einem 
Kreise um den Punkt z = 0, wihrend die niichste Wurzel auf einem 
Kreise liegt, dessen Radius um ein endliches grésser ist. Verschiebt 
man den Mittelpunkt durch obige Substitution um d nach rechts, so 
liegen von den friiher gleich entfernten Punkten nur mehr die con- 
jugirten in gleicher Entfernung. Nimmt man also den Kreis durch 
die zwei niichsten conjugirten Wurzelpunkte, so enthialt derselbe, 
wenn nur 6 geniigend klein gewahlt ist, keine andern, und die trans- 
formirte Gleichung ist also immer zur Bestimmung der Wurzeln 
geeignet. 

Man ersieht hieraus auch, warum fiir 6 = 0 eine Unbestimmtheit 
eintreten muss. Bildet man nimlich die Gleichung und_lisst 0 be- 
liebig, so ist der entwickelte Ausdruck der Wurzeln eine discontinuir- 
liche Function von d, die fiir endliche Intervalle, ohne ihren Werth zu 
iindern, denselben Werth der Wurzel giebt, fiir 6d — 0 jedoch sprung- 
weise in einen zweiten iibergeht. 








tude 
tate 
to 
and 
be 3 
dire 
scre 


fore 


can 


sho: 


Wer 
stud 


Boo. 
kleii 
142, 














The Theory of Screws: 
A study in the Dynamics of a Rigid Body. 


By 


Rosert Staweit Batx*). 





I. 
Twists and Wrenches. 


A screw is & straight line in space with which a definite linear magni- 
tude, termed the pitch, is associated. 

A body is said to receive a twist about a screw when it is ro- 
tated about the screw, while it is at the same time translated parallel 
to the screw, through a distance equal to the product of the pitch 
and the circular measure of the angle of rotation; hence 

The canonical form to which the displacement of a rigid body can 
be reduced is a twist about a screw. (Chasles.) 

We use the phrase, wrench on a screw, meaning thereby, a force 
directed along the screw and a couple in a plane perpendicular to the 
screw, the moment of the couple being equal to the product of the 
force and the pitch of the screw. Hence, we may state, that 

The canonical form to which all the forces acting on a rigid body 
can be reduced is a wrench on a screw. (Poinsot.) 


Il. 
The Cylindroid. 


If « and B be two screws of pitches pz and p,; and if d be the 
shortest distance between a and # and O the angle between a and £, 


*) Der Hr. Verfasser hat uns den nachstehenden Auszug aus einem griésseren 
Werke giitigst iiberlassen wollen. Der volle Titel ist: The Theory of Screws, a 
study in the Dynamics of a rigid body. By Robert Stawell Ball, L. L. D., 
F. R. S., Andrews’ Professor of Astronomy in the University of Dublin and 
Royal Astronomer of Ireland. — Dublin, Hodges, Forster and Co., Grafton Street. 
Booksellers to the University. 1876. — Vergl. auch Lindemann: Ueber unendlich 
kleine Bewegungen und iiber Kraftsysteme etc. Diese Annalen Bd. VII, p. 136, 
142, 144, . Die Red. 
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then the work done by a wrench of intensity 6” on the screw 6 when 
a body receives a twist of amplitude « about the screw « is: 


a’ B" f(p, + Pz) cos O —dsin O}. 


The theory of screws has many points of connexion with recent 
geometrical speculations on the linear complex, by the late Dr. Pliicker 
and Dr. Felix Klein. Thus the latter has shown (Mathematische 
Annalen, Band II., p. 368), that if pz and pg be each the ,,Haupt- 
parameter“ of a linear complex, and if 

(Pa + px) cos O—dsin O=0, 


where d and O relate to the principal axes of the complexes, that then 
the two complexes possess a special relation and are said to be in 
»involution“. 

The quantit 

7 . (Pa + ps) cos O — dsin O 

is termed the virtual coefficient of the two screws @ and £. 

One property of the virtual coefficient is of the utmost importance. 
If the two screws @ and # be interchanged, the virtual coefficient 
remains unaltered. The identity of the laws of composition of twists 
and wrenches arises from this property, as does also the Theory of 
Reciprocal Screws. 

The surface of which the equation is (Pliicker) 


2 (a?+-y*) — (pa—pa) ty = 0 
is called the cylindroid. The pitch of the generator which makes an 
angle @ with the axis of x is 
Pa cos? + pg sin? s. 

The pitch of each screw on a cylindroid is proportional to the 
inverse square of the parallel diameter of the pitch conic. 

If a body receive small twists about three screws on a cylindroid, 
and if the amplitude of each twist be proportional to the sine of the 
angle between the two non-corresponding screws, then the body after 
the last twist will occupy the same position which it did before the first. 

If a body be acted upon by wrenches about three screws on a 
cylindroid, and if the intensity of each wrench be proportional to the 
sine of the angle between the two non-corresponding screws, then the 
three wrenches equilibrate. 


Ill. 
Reciprocal screws. 


If a body only free to twist about a screw « be in equilibrium, 
though acted upon by a wrench on the screw f, then conversely a 
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body only free to twist about the screw £ will be in equilibrium, though 
acted upon by a wrench on the screw «. When this condition is 
satisfied, a and B are said to be reciprocal screws. 

If a screw 7 be reciprocal to two given screws # and g, then 4 
is reciprocal to every screw on the cylindroid (@, q). 

A screw reciprocal to a cylindroid must intersect the cylindroid 
in two screws of equal pitch and be perpendicular to the third screw 
on the surface which it meets. 

From any point P perpendiculars can be let fall upon the ge- 
nerators of the cylindroid, and if to these perpendiculars pitches are 
assigned which are equal and opposite in sign to the pitches of the 
two remaining screws on the cylindroid intersected by the perpen- 
dicular, then all these perpendiculars will form a cone of reciprocal 
screws. This cone is of the second order. 

The locus of a screw reciprocal to four given screws is a cylindroid. 

One screw can be found which is reciprocal to five given screws. 

One screw can always be found on a cylindroid reciprocal to a 
given screw. 


IV. 
Screw coordinates. 


To determine the intensities of the seven wrenches on seven given 
screws, such that when these wrenches are applied to a rigid body, either 
entirely free or constrained in any way, they shall equilibrate. 

The solution of this problem is identical with that which may 
be enunciated as follows: — 

To determine the amplitudes of the seven twists about seven given 
screws, such that, if these twists be applied to a rigid body in succession, - 
the body after the last twist shall occupy the same position which it had 
before the first. 

We are thus enabled to decompose a twist (or wrench) into six 
twists or wrenches upon six screws of reference. It is convenient to 
select six screws of reference of which each pair are reciprocal (Klein). 

We may now speak of the co-ordinates of a wrench, meaning 
thereby the intensities of its six components on the co-reciprocals. 
So also we may speak of the co-ordinates of a twist, meaning thereby 
the amplitudes of its six components about the six co-reciprocals. 

The co-ordinates of a wrench of intensity @” on the screw @ are 
denoted by 9,", &c. g,”. The co-ordinates of a twist of amplitude Q’ 
about g are denoted by 9,, &c. 9,.. 

A wrench on the screw a, of which the intensity is one unit, has 
for its components, on six co-reciprocal screws, wrenches of which 
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the intensities may be said to constitute the co-ordinates of the screw a. 
These co-ordinates may be denoted by «,, &c., a. 
If p,,--+, p, be the pitches of the six co-reciprocal screws of 
reference then the virtual coefficient of the screws « and £ is 
2 Zp, a,B,. 
The pitch of the screw « is 
= p, a’. 


V. 
General considerations on Equilibrium. 


To specify with precision the nature of the freedom enjoyed by 
a rigid body, it is necessary to ascertain all the screws about which 
the constraints will permit the body to be twisted. When the attempt 
has been made for every screw in space, the results will give us all 
the information conceivable with reference to the freedom of the body, 
and also with reference to the contraints by which the movement may 
be hampered. 

Suppose that » screws A,, &c., A, have been found by these 
trials, about each of which the body can receive a twist. It is evident, 
without further trial, that twisting about an infinite number of other 
screws must also be possible (n > 1): for suppose the body receive 
any » twists about A,, &c., A, the position attained could have been 
reached by a twist about some single screw A. It follows that the 
body must be free to twist about A. Now since the amplitudes of 
the » twists may have any magnitude (each not exceeding an infinitely 
small quantity), A is merely one of an infinite number of screws, about 
which twisting must be possible. All these screws, together with <A,, 
&e., A,, we call a screw complex of the n“ order and first degree*). 

The number of parameters, necessary to specify a screw complex 
of the n™ order and first degree is 

n(6—n). 

All the screws which are reciprocal to a screw complex of the 
n® order and first degree constitute a screw complex of the (6 — n)” 
order and first degree. 

The number of parameters required to define a screw complex of 
the » order and first degree is the same as the number of parameters 


*) ,,Complex of the n order’ ist zu verstehen als ,,Complex von » Dimen- 
sionen“, Die Benennung umfasst also fiir m= 3, 2, 1, 0, was, unter Beschriin- 
kung auf gerade Linien, Linien-Complex, Congruenz, Linienfliche, Liniengruppe 
benannt wird. Die Red, 
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required to define a screw complex of the (6 — mn)” order and first 
degree. 

The most general screw complex of the fifth order and first degree 
consists simply of all the screws in space which are reciprocal to an 
arbitrary screw. 

The most general screw complex of the fourth order and first 
degree consists simply of all the screws in space which are reciprocal 
to an arbitrary cylindroid. 

if the screw complex P expresses the freedom of a rigid body, 
then the body will remain in equilibrium though acted upon by a ° 
wrench on any screw of the reciprocal screw complex Q. This is, 
perhaps, the most general theorem which can be enunciated with res- 
pect to the equilibrium of a rigid body. 

In the same manner it may be shown that a body which is free 
to twist about all the screws of Q will not be disturbed by a wrench 
about any screw of P. Thus, of two reciprocal complexes, each ex- 
presses the locus of a wrench which is unable to disturb a body free 
to twist about any screw of the other. 

It also follows that the reactions of the constraints by which the 
movements of a body are confined to twists about the screws of a com- 
plex P can only be wrenches on the reciprocal screw complex Q, for 
the reactions of the constraints are only manifested by the success 
with which they resist the efforts of certain wrenches to disturb the 
equilibrium of the. body. 





VI. 
Principal screws of Inertia. 


If a quiescent rigid body have freedom of the n” order, then n 
screws can always be found (but not more than n), such that if the body 
receive an impulsive wrench on any one of these screws, the body will 
commence to twist about the same screw. 


These » screws are of great significance in the present method 
of studying Dynamics, and they may be termed the principal screws 
of inertia. 

We have now to define the group of six co-reciprocal screws which 
are peculiarly adapted to serve as the screws of reference in Kinetic 
investigations. Let O be the centre of inertia of the rigid body, and 
let OA, OB, OC be the three pincipal axes through O, while a, b, ¢ 
are the corresponding radii of gyration. Then two screws along OA, 
viz.: @,, @,, With pitches + a, — a; two screws along OB, viz.: @,, 
@,, with pitches + b, — b, and two along OC, viz.: @3, @,, with 
pitches + ce, —c, are the co-reciprocal group which we shall employ. 

Mathematische Annalen. IX. 3b 
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For convenience in writing the formule, we shall often use p,, &c. pg, 
to denote the pitches as before. 


The six screws thus defined are termed the absolute principal screws 
of inertia of a free rigid body. 

If a free quiescent rigid body receive an impulsive wrench on a 
screw 4, the body will immediately commence to twist about an in- 
stantaneous screw @. The co-ordinates of « being given, it is required 
to determine the co-ordinates of 7. 


If the co-ordinates of the instantaneous screw be proportional to a,, 
de. a,, then the co-ordinates of the corresponding impulsive screw are 
proportional to p,a,, &c. pay. 

If the body had freedom of the fifth order, then an impulsive 
wrench on any screw on a certain cylindroid will make the body com- 
mence to twist about a given screw. 

If a body had freedom of the third order, then the ,,locus“ of 
an impulsive wrench which would make the body twist about a given 
screw consists of all the screws in space which are reciprocal tu a 
certain cylindroid. 


If « and B be two instantaneous screws, and if y and & be the 
corresponding impulsive screws, then when «@ is reciprocal to § we 
must have # reciprocal to 7. «@ and # are then said to form a pair 
of conjugate screws of inertia. 

From the screw-complex of the n order P, m screws can be se- 
lected so that every pair of them are conjugate screws of inertia. 


The twisting motion of a rigid body with freedom of the n order 
may be completely specified by the twist velocities of the components 
of the twisting motion on any m» screws of the complex defining the 
freedom. If the screws of reference be a set of conjugate screws of 
inertia, the expression for the kinetic energy of the body consists of 
m square terms. 


If a group of instantaneous screws belong to a complex of the 
n* order, then the corresponding group of impulsive screws also be- 
long to a complex of the n” order. 


If a free or constrained rigid body receives an impulsive wrench, 
the body will commence to move with a larger kinetic energy when 
it is permitted to select its own instantaneous screw from the screw 
complex P defining the freedom, than it would have acquired, had it 
been arbitrarily restricted to any other screw of the complex. (Euler.) 

A wrench which acts upon a constrained rigid body may always 


be replaced by a wrench on a screw belonging to the screw complex, 
which defines the freedom of the body. 








place 
the : 
defix 


of e 
co-r 
prod 
the 

refer 
the 

coeft 


twis' 
the | 
the ; 


term 
pote: 


twist 
comr 
harn 
orde: 


influ 
screy 
defin 
posit 
also 

the | 
harm 
to tl 
leng' 









The Theory of Screws. 


Vil. 
Potential Energy of a displacement. 










































The function V, which expresses the potential energy of a small dis- 
placement from a position of equilibrium, is a homogeneous function of 
the second degree of the n co-ordinates, by which the displacement is 


defined. 
If a free or constrained rigid body be displaced from a position 
of equilibrium by twists of small amplitudes, @,',----, #,’, about 


co-reciprocal screws of reference, and if V denote the work done in 
producing this movement, then the reduced wrench, which acts upon 
the body in its new position, has for components on the screws of 
reference, wrenches of which the intensities are found by dividing twice 
the pitch of the corresponding reference screw into the differential 
coefficient of V, with, respect to the corresponding amplitude. 

Suppose that a twist about a screw # evokes a wrench on a screw 
y, While a twist about a screw g evokes a wrench on a screw &. If 
® be reciprocal to §, then must @ be reciprocal to 4. 

m screws can be found such that when the body is displaced by a 
twist about any one of these screws, a reduced wrench is evoked about 
the same screw. The screws which possess this property are called 
the principal screws of the potential. 

The expression for the potential will consist of the sum of m square 
terms, whenever it is referred to any set of m conjugate screws of the 
potential. 


VII. 
Harmonic screws. 


If a rigid body be displaced from a position of equilibrium by a 
twist about a screw #, and if the evoked wrench tend to make the body 
commence to twist about the same screw 9, then ® may be called an 
harmonic screw, and the number of harmonic screws is the same as the 
order of the screw complex which defines the freedom of the rigid body. 

If a rigid body occupy a position of stable equilibrium under the 
influence of a system of forces, as restricted in § 6., then » harmonic 
screws can be selected from the screw complex of the n” order, which 
defines the freedom of the body, and if the body be displaced from its 
position of equilibrium by a twist about a harmonic screw, and if it 
, also receive a small initial twist velocity about the ‘same screw, then 
| the body will continue for ever to perform twist oscillations about that 
; harmonic screw, and the amplitude of the twist will be always equal 
, to the arc of a certain circular pendulum, which has an appropriate 
length, and was appropriately started. 

35 * 
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IX. 
Freedom of the first order. 


Every straight line in space, when it receives an appropriate pitch, 
consitutes a screw of a given screw complex of the fifth order. 

If all the screws of a screw complex be modified by the addition 
of the same linear magnitude (positive or negative) to the pitch of 
every screw, then the collection of screws thus modified still form a 
screw complex of the same order. 

If a body which has freedom of the first order be in equilibrium, 
then the necessary and sufficient condition is, that the forces which 
act upon the body shall constitute a wrench on a screw of the screw 
complex of the fifth order, which is reciprecal to the screw which de- 
fines the freedom. We thus see that every straight line in space may 
be the residence of a screw, a wrench on which is consistent with the 
equilibrium of the body. 

There are n screws belonging to each screw complex of the n order 
on which the time of vibration is a maximam or minimum, and these 
m screw are also the harmonic screws. 

Taking the screw complex of the sixth order, which of course 
includes every screw in space, we see that if the body be permitted 
to twist about one of the six harmonic screws the time of vibration 
will be a maximum or minimum, as compared with the time of vibration 
on any adjacent screw. 


» 8 
Preedom of the second order. 


If Us =0 denote a screw complex of the fifth order and second 
degree, then to every screw » corresponds with respect to the screw com- 
plex, a polar screw, whose co-ordinates are proportional to — 

1 au, 1 aU, 

Pp adn’ ing Po ang’ 
the relation between 4 and its polar being completely independent of 
the group of co-reciprocals screws, which have been chosen as the screws 
of reference. 

The anharmonic ratio of four screws on the impulsive cylindroid 
is equal to the anharmonic ratio of the four corresponding screws ou 
the instantaneous’ cylindroid. 

If impulsive wrenches on any four cocylindroidal screws act upon a 
partially free rigid body, the four corresponding initial reactions of the 
constraints also constitute wrenches about four cocylindroidal screws; and, 
further, the anharmonic ratios of the two groups of four screws are equal. 
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There are two screws on the cylindroid expressing the freedom which 
possess the property that an impulsive wrench on one of these screws 
will cause the body to commence to twist about the same screw. 

If from the centre of the cylindroid radii vectores be drawn parallel 
to the screws of the cylindroid and proportional to the twist velocities 
with which the body should twist about the corresponding screws so 
that its kinetic energy shall be constant then the extremities of the 
radii vectores trace out an ellipse which is called the ellipse of inertia. 

An impulsive wrench on a screw 7 acts upon a quiescent rigid 
body which has “freedom of the second order. It is required to deter- 
mine the screw #, on the cylindroid expressing the freedom about 
which the body will commence to twist. 

The ellipse of inertia enables us to solve this problem with great 
facility. Determine that one screw g on the cylindroid which is reci- 
procal to 7. Draw a diameter D of the ellipse of inertia parallel to 
gm. Then the required screw # is simply that screw on the cylindroid 
which is parallel to the diameter conjugate to D in the ellipse of 
inertia. 

The converse problem, viz., to determine the screw y an impul- 
sive wrench on which would make the body commence to twist about 
® is indeterminate, Any screw in space which is reciprocal to » 
would fulfil the required condition. 

We can interpret physically the common conjugate diameters of the 
pitch conicg and the ellipse of inertia. The two screws on the cylin- 
droid parallel to these diameters are conjugate screws of inertia, and 
they are also reciprocal; they are, therefore, the principal screws of 
inertia. 

If from the centre of the cylindroid radii vectores be drawn parallel 
to the screws of the cylindroid and proportional to the amplitudes of the 
twists which the body should receive about the corresponding screws 
from a position of stable equilibrium so that its potential energy shall 
be constant then these radii vectores trace out an Ellipse which is called 
the Ellipse of the Potential. 

The common conjugate diameters of the pitch conic, and the ellipse 
of the potential, are parallel to the two screws on the cylindroid, 
which we have designated the principal screws of the potential. 

When a body is displaced from its position of equilibrium by a 
small wrench upon a principal screw of the potential, then the body 
moves to the new position which is required in its altered circumstances 
by a small twist about the same screw. 

The common conjugate diameters of the ellipse of inertia, and the 
ellipse of the potential, are parallel to the two harmonic screws on 
the cylindroid. 
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XI. 
Freedom of the third order. 


All the screws of given pitch + belonging to a given screw 
complex S of the third order lie upon a hyperboloid of which they 
form one system of generators, while the other system of generators with 
the pitch — k belong to the reciprocal screw complex. 

The three principal axes of the pitch quadric, when furnished with 
suitable pitches pa, pa, Py, constitute screws belonging to the screw com- 
plex of the third order, and the equation of the pitch-quadric has the 
form — (Plicker) 

Pad? + psy’ + Pyt” + PaPpPy = 9. 

Each serew of S has a pitch which is proportional to the inverse square 
of the parallel diameter of the pitch quadric. 

Any three co-reciprocal screws of S are parallel to a triad of con- 
jugate diameters of its pitch quadric. 

Three screws belonging to the screw complex and also three screws 
belonging to the reciprocal screw complex, can be drawn through any 
point. All the screws of the complex parallel to a plane must lie upon 
a cylindroid. 

Take any four screws a, B, y, 3 of the screw complex of the 
third order. Then the cylindroid (a, 6) has a screw in common with 
the cylindroid (y, 9). 

That a rigid body with freedom of the third order®may - in 
equilibrium under the action of gravity, we have the necessary and 
sufficient condition, which is thus stated: — 

The vertical through the centre of inertia must be one of the 
reciprocal system of generators on the pitch quadric. 

We see that the centre of inertia must, therefore, lie upon a screw 
of zero pitch which belongs to the screw complex; whence we have 
the following theorem: — The constraints which are necessary for the 
equilibrium of a body which has freedom of the third order under the 
action of gravity, would permit rotation of the body round one definite 
line through the centre of inertia. 

The momental ellipsoid, which is of such significance in the 
theory of the rotation of a rigid body about a fixed point, is presented 
in the Theory of Screws as a particular case of another ellipsoid 
called the ellipsoid of inertia, which is of great importance in connexion 
with the general screw complex of the third order. 

The kinetic energy of a rigid body, when twisting with a given 
twist velocity about any screw of a complex of the third order, is pro- 
portional to the inverse square of the parallel diameter of this ellipsoid; 
and a set of three conjugate diameters of the ellipsoid are parallel 
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to a set of three conjugate screws of inertia which belong to the screw 
complex. 

We might also enunciate the property in the following manner: 
— Any diameter. of the ellipsoid of inertia is proportional to the twist 
velocity with which the body should twist about the parallel screw of 
the screw complex, so that its kinetic energy shall be one unit. 

It will simplify matters to consider that the ellipsoid of inertia 
is concentric with the pitch quadric. It will then be possible to find 
a triad of common conjugate diameters*to the two ellipsoids. We can 
then determine three screws of the complex parallel to these diameters 
and these three screws will be co-reciprocal, and also conjugate screws 
of inertia. They will, therefore, form what we have termed the prin- 
cipal screws of inertia. When the screw complex reduces to a pencil 
of screws of zero pitch passing through a point, then the principal 
screws of inertia reduce to the well-known principal axes. 

The work done in giving the body a twist of given amplitude 
from a position of equilibrium about any screw of a complex of the 
third order, is proportional to the inverse square of the parallel dia- 
meter of a certain ellipsoid which we may call the ellipsoid of the 
potential, and three conjugate diameters of this ellipsoid are parallel 
to three conjugate screws of the potential in the screw complex. 

When a rigid body has freedom of the third order, it must 
have three harmonic screws, or screws which are conjugate screws of 
inertia, as well as conjugate screws of the potential. We are now 
enabled to construct these screws with facility, for they must be those 
screws of the screw complex which are parallel to the triad of common 
conjugate diameters of the ellipsoid of inertia, and the ellipsoid of the 
potential. 

If the body be once set twisting about one of the harmonic screws, 
it will continue to twist thereon for ever, and in general its motion 
will be compounded of twisting motions upon the three harmonic screws. 

If the displacement of the body from its position of equilibrium 
has been effected by a small twist about a screw on the cylindroid, 
which contains two of the harmonic screws, then the twist can be 
decomposed into components on the harmonic screws, and the instanta- 
neous screw about which the body is twisting at any epoch will oscillate 
backwards and forwards upon the cylindroid, from which it will never 
depart. : 

If the periods of the twist oscillations on two of the harmonic 
screws coincided, then every screw on the cylindroid which contains 
those harmonic screws would also be a harmonic screw. 

A rigid body which is free to rotate about a fixed point is at 
rest under the action of gravity. If a plane S be drawn through the 
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point of suspension O, conjigate to the vertical diameter OJ of the 
momental ellipsoid, then the common conjugate diameters of the two 
ellipses in which S cuts the momental ellipsoid, and a circular cy- 
linder whose axis is OJ, are the two harmonic axes. If the body be 
displaced by a small rotation about one of these axes, the body will 
continue for ever to oscillate to and fro upon this axis, just as if the 
body had been actually constrained to move about this axis. 


XII. 
Freedom of the fourth order. 


The sum of the reciprocals of the pitches of n co- reciprocal screws, 
selected from a screw complex of the n” order, is a constant for each 
serew complex. 

A quiescent rigid body is free to twist about all the screw of a 
screw complex A. If the body receive an impulsive wrench on a screw 
n belonging to A, then the body will commence to twist about the screw 
®, of which » is the polar with respect to a complex of the second order. 

This complex is defined by the property, that the kinetic energy 
of the body when twisting about dny screw which belongs to it is zero, 


XIII. 
Freedom of the fifth order. 


When six screws, A,, &c., A,, are reciprocal to a single screw T, 
a certain relation must subsist between the pitches and the coefficients 
of A,, &e., Ay. The function which, when equated to zero, gives the 
condition required, may be called the sexiant of the six screws. 

The property possessed by six screws when their sexiant vanishes 
may be enunciated in different ways, which are precisely equivalent. 

a) The six screws are all reciprocal to one screw. 

b) The six screws are members of a screw complex of the fifth 
order and first degree. ’ 

c) Wrenches of appropriate intensities on the six screws equilibrate, 
when applied to a free rigid body. 

d) Properly selected twist velocities about the six screws neutralize, 
when applied to a rigid body. 

e) A body might receive six small twists about the six screws, so 
that after the last twist the body would occupy the same position which 
it had before the first. 

Any wrench (or twist or twist velocity) can be rosolved into six 
wrenches (or twists or twist velocities) about six screws when the 
sexiant of the six screws does not vanish. 
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Reference being made to the absolute principal screws of inertia we 
have for the determination of the five principal screws of inertia the 
. equation 
Pile Pods? 5 Pats? 5 Pada? Psst Pod? 
Py—& + Po2—z + Ps— 2 + Ma—z + Ps—& + Pe— % 
This equation is of the fifth degree. If a’ denote one of roots of the 
equation, then the corresponding principal screw of inertia has co-or- 
dinates proportional to 
_ i. See. 2 Ay i ee 
P—2? pew? pew? py— a? pi—a’? p—a 








XIV. 
Freedom of the sixth order. 


When seven instantaneous screws are known, and the corresponding 
seven impulsive screws, we are enabled by geometry to deduce the 
instantaneous screw corresponding to any eighth impulsive screw, and 
vice versa. 

_If a rigid body be in a position of stable equilibrium under the 
influence of a sytem of forces which have a potential, and if the twists 
about seven given screws evoke wrenches about seven other given 
screws, then, without knowing any further about the forces, we shall 
be able to determine the screw on which a wrench is evoked by a 
twist about any eighth screw. 


November 1875. 


The Observatory Dunsink. 









Ueber die Discriminante der Modulargleichungen der 
elliptischen Functionen (Fortsetzung)*). 


Von M. Krause in Heidelberg. 


In einer friihéren Arbeit sind die nothwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen aufgestellt worden, denen die Coefficienten einer 
Gleichung: 

Pr2+t+2Q0r+R=0 

geniigen miissen, damit fiir die, einer Lésung t derselben entsprechende 
Function g(r) zwei Wurzeln der Modulargleichung, die einer rationalen 
Transformation n'** Grades gehdrt, einander gleich werden, vorausge- 
setzt, dass m eine unpaare Zahl ohne quadratischen Theiler ist. Dabei 
war der Fall ausgeschlossen worden, dass P, Q, R einen gemeinsamen 
Theiler haben, der zu gleicher Zeit Theiler von m ist (p. 548). Diese 
Beschrinkung soll jetzt aufgehoben werden. 


Wir schliessen uns in unseren Bezeichnungen an die friihere Ar- 
beit an und legen von nun an Gleichungen zu Grunde, deren Coefficienten 
einerseits den p. 547 aufgestellten nothwendigen Bedingungen geniigen, 
anderseits aber noch mit » einen gréssten gemeinsamen Theiler haben. 
Es soll gezeigt werden, dass auch dann die nothwendigen Bedingungen 
zu gleicher Zeit die hinreichenden sind. 

Sei der gemeinsame Theiler zunichst eine Primzahl a,. 

Setzen wir 

P=a,P'; Q=4,Q'; R=’, 
so sind zwei Hauptfalle zu unterscheiden. 
Erster Hauptfall: P’ ist relativ prim zu a,. Die Gleichung: 


P’2+4+2Q'r+ Rk’ =0 


gehort zu einer Transformation =. =n» Grades. Da ihre Coefficienten 


nicht mehr sammtlich einen und denselben Theiler mit »’ gemeinsam 


*) Siehe Band VIII, p. 539 dieses Journals. 
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haben, so ist sie eine Gleichung der urspriinglich betrachteten Art fir 
den Transformationsgrad 1’. 


Somit werden sich bei analoger Bezeichnung der Buchstaben ein- 

deutig bestimmte Werthe von 
0°85 wy’ B's ay by a’, 
ergeben. Gehen wir zu der Gleichung: 
Pr? +2Qr+ R=0 

zurtick, so ist klar, dass die ihr entsprechenden Werthe von 6 resp. 
uw von den Werthen von 6’ resp. u’ héchstens um den Factor a, ver- 
schieden sein kénnen, wenn sie ihnen nicht gleich sind. Da nun ud 
in P aufgehen muss, so sind nach den gemachten Voraussetzungen tiber- 
haupt nur noch drei Fille méglich: 







1) d= 8; w= ws; also 6, = a,0,; 4, = au, ; 
2) d= 0; u=—ap,u; also 6, =a,8,; 4 — %3 
3) d=a,0; u= ws; also d,— 38,5 u, = apt’. 


Wir betrachten den ersten Fall zuerst. 
Die Bestimmungsgleichungen fiir a,b, werden wie friiher: 
nua—= (Q6+4 P16E,) +40, 
nob, = — (Qu+ P16§,) + au, 
oder, indem wir durch a, dividiren und die oben gemachten Annah- 
men beriicksichtigen: 
Nuag= (Q'0 + P'16—,)+ a0, 
n'd'b, = — (Q’w + P’ 168) + aw. 


Mithin ergeben sich fiir §, und & die Congruenzen: 









P, 16¢, = —@=% mod 4;, 


uU 






P, 16 &, = =¥s @ mod tt’ 
wobei 






’ Pp’ 
Pi ae Fe 






ist. 


Nehmen wir hinzu, dass tiberdies £, und £, so bestimmt werden 
miissen, dass det 7hler yon b, in: 





fas, — R+ 16 [b, w, &; — a9 9, Eo] + 16° P; Es Eo 
a, Oy Uy 





durch den gréssten gemeinsamen Theiler von 0,u, und P,, also erst 
recht durch den von 0,'u,. und P,' theilbar sein muss, so folgt: 
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&=&+ k, 0,’ 
. = 6, + hu’, 
a, = a, + P,’ 16k,, 
b, = b,’ + P,' 16k,, 
wobei &,'&,'a,'b,’ die obigen eindeutig bestimmten Gréssen bedeuten und 
k,k, simmtliche Werthe von 0 bis a, — 1 annehmen kénnen, fiir welche: 
R — 16 [b, u, &, — a,d,§] — 16° P, &, —&, = 0 mod p? 


wird, oder was diesem iquivalent ist, fiir welche b, sich aus 


und daher: 


ay b, — a, by = 1 
als ganze Zahl bestimmen lisst. 


Setzen wir in die letzte Gleichung fiir a, und b, die gefundenen 
Ausdriicke ein und beriicksichtigen, dass P, =a,, P,) =a, d. h. 
a, = a, a, ist, so wird dieselbe 


(ay + a, 16K,) (b,’ + a," 16k.) — apa,'b, = 1, 


oder, da: 
a, b,, — a,b, = 1 
ist: 
a,’ 16k, 16k, + a, 16k, + b, = 0 mod a,, 
oder: 


16k, [a,’ 16k, +a,"] + b,' 16%, + b,’ = 0 mod ay. 


Fiir ein beliebiges k, < a, -wird diese Congruenz dann und nur 
dann geniigende Liésungen von k, ergeben, wenn fiir dasselbe entweder 
a, 16k, + a, nicht durch a, theilbar ist, oder wenn, falls es durch 
a, theilbar ist, zu gleicher Zeit die Congruenz besteht: 


b,’ 16k, + b, = 0 mod ay. 


Der letzte Fall kann aber nie eintreten. In der That wire gleich- 
zeitig : 
a, 16k, + a, =O moda,, 
und: 
b, 16k, + b) = 0 moda, , 
so folgt hieraus: 
a,b,’ — a,b =O0 moda, , 
was nicht geht. 
Da nun die Anzahl derjenigen Werthe von k, < a,, fiir welche 
a, 16k, + a, durch a, theilbar ist, die Einheit ist, 80 folgt, dass es 
ap — 1 Werthe von k, <a, giebt, denen ganzzahlige Werthe von 
k, < ap -entsprechen. Die Zahl der jedesmal entsprechenden Werthe 
von k, ist die Einheit, da die Congruenz vom ersten Grade ist. Da 
ebenso gezeigt werden kann, dass (a, — 1) Werthen von k, < ap je 
ein ganzzahliger Werth von k, < a, entspricht, so folgt, dass wir im 
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Ganzen a,— 1 von einander verschiedene Paare k,k, erhalten, fir 
welche b, aus: 

ab, — a,b, = 1 
als ganze Zahl bestimmt werden kann. 


Jedem Paare k,k, entspricht ein Paar sugebiriger Werthe von 
£,&. Sind die Paare der k,k, von einander verschieden, so sind es 
die der &,&, auch, so dass we im ersten Falle a, — 1 verschiedene 
Werthesysteme 00,£,; wu, &, erhalten, fiir welche 6, mit ihm a,b,a,b, 
zu ganzen Zahlen werden. 


Zweitens war gesetzt worden: 
d=0;-u=—a,u, also 0, —a,0,)3 u, =u,’ 
Dann folgen fiir a, und b, die Gleichungen: 


Napva,= (V0 + P'16§)+a'0, 


n Ob, =— (Ya w+ P' 16§,) + a aw, 
mithin fiir §, und &, die Congruenzen: 
Py 16§, = —2—* mod apd’, 
, (—Q'+@)a , 
P, 165, = ——,-——* mod u’. 


Wendet man jetzt Schliisse genau derselben Art ‘an, wie die in der 
ersten Arbeit gemachten, so zeigt es sich, dass nur ein Werthepaar &, &,, 
und mit ihm nur ein Werthesystem 60,&,; wu,§&, existirt, welches 
a,b a,b, zu ganzen Zahlen macht. 


Dasselbe Resultat ergiebt sich, wenn wir drittens: 

d6=a,0'; u=—w’, also 0, = 9,5 uy, —apu, 
setzen. 

Die beiden letzten Werthesysteme sind dabei sowohl von denen des 
ersten Falles als auch von einander verschieden. Das erstere ist un- 
mittelbar klar, das letztere kénnte nur dann zweifelhaft sein, wenn 
o =w’ ist. Alsdann nimlich wird das zum zweiten Falle gehérende 
System: 0’(ap)9,')&,; (ap0’)0,'& das zum dritten Falle gehdrende: 
(ap9’)0,'x,; 0’ (a,d,')xz, und es wiirden diese beiden Systeme wirklich 
einander gleich werden, wenn £, = 2; § = 2, sein kénnte. Letzteres 
ist aber nicht méglich. In der That, es geniigt §, der Congruenz: 


P,' 16§, = =< mod a,9,’, 
x, der Congruenz: 
P, 162, = = mod a,0,’, 


mithin miisste sein: 
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a = 0 mod a,0,' 
oder 

a’ = 0 modn, 
was nicht geht. 

Somit finden wir, dass im ersten Hauptfalle (a,-+-1) von einander 
verschiedene Systeme 00,£,; wu, existiren, denen ganzzahlige Werthe 
von a,b,a,6, entsprechen. 

Zweiter Hauptfall: P’ enthalt den Factor a, in einer beliebig hohen 
Potenz: dann folgt aus: 


(Q + a) (Q — a) = PR— 2’, 
dass (@ + a) sowohl, wie (Q— a) durch die erste und nur durch die 
erste Potenz von a, theilbar ist. 
Die ersten Schliisse bleiben genau dieselben, wie im ersten Haupt- 


falle, nur haben wir dieses mal vier von einander verschiedene Fille 
zu unterscheiden 


1) d= 8; u= w, also 0, —a,0,; u, —apu,’, 
2) d= GF; w—a,w, also 6, —a,0,; u— 4, , 
3) d=a,0; u= wy, alsod, = 4,3 wu, —apu,’, 
4) d=a,0; u=a,u, alsod, = 0/3; w= Uu,. 


Durch Schliisse, die den friiheren ganz analog sind, findet man, 
dass im ersten Falle a, von einander verschiedene Werthepaare &, &,, 
mithin ebenso viel von einander verschiedene Werthesysteme 60, &,; 
uu,§ existiren, fiir welche a,b,a,b, zu ganzen Zahlen werden. Der 
zweite und dritte Fall giebt, vermége der gemachten Bemerkung iiber 
Q@ + a und @ —a kein Werthepaar £,&,, der vierte endlich ein ein- 
ziges Werthesystem 00,&,; wu,&,, das von denen des ersten Falles 
verschieden ist, welches allen Bedingungen geniigt. 

Somit existiren auch im zweiten Hauptfalle (a,-+-1) von einander 
verschiedene Werthesysteme 30,£,; uwu,&, denen ganzzahlige Werthe 
von a,b,a,b, entsprechen, sodass das Resultat allgemein giiltig ist, 
vorausgesetzt, das a, eine Primzahl ist. 

Es ist klar, wie sich die Sache gestalten wird, falls P, Q, R mit 
m einen zusammengesetzten Theiler gemeinsam haben. Sei derselbe 
gleich 

& = Ay) A,4,+*-, 


WO a,4@,a, - - + ihrerseits Primzahlen sind, so ist die Zahl der von ein- 
ander verschiedenen Werthesysteme 06,&,; wu,&, welche ganzzahlige 
Werthe von a,b,a,b, ergeben, gleich 


(@p +1) (@+1) (e+ 1) +++ 
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Es bliebe fiir die einzelnen Systeme nun noch zu beweisen iibrig, 
dass a )b,a,b, die jedesmal verlangte Form haben. Indessen ist der 
Beweis dem friiheren analogen so durchaus entsprechend, dass er fiig- 
lich unterlassen werden kann. 

Hieraus folgt, dass fiir jedes der Systeme 00,&,; wu,& wird: 


( doy = = (2 Jo (Ft), 


d. h. dass das Sead: ie Modulargleichung 


Be) Oe 


denselben numeristhen Werth annimmt. Die Anzahl der von einander 
verschiedenen Systeme 00, &,; ww, & ist aber (a,-+1)(a,+1)(a,+1)---, 
mithin werden ebensoviele Wurzelpaare der Modulargleichung densel- 
ben Werth annehmen, wobei der Werth, den ein beliebiges der Paare 
annimmt, von dem der anderen verschieden sein kann oder nicht. 





Jedenfalls sehen wir, dass die p. 547 aufgestellten nothwendigen 
Bedingungen auch in dem Ausnahmefall die hinreichenden sind. Wir 
wollen dieselben in einer von der friiheren etwas abweichenden Form 
hier noch einmal anfiihren, um sie in dieser den folgenden Betrachtungen 
zu Grunde.zu legen. 

Es zeigt sich namlich, dass sowohl P wie Q wie R, falls 


A = 16 (3n— 86) (n—20) 
A’ = — 328(n—88) | 


durch 2 theilbar sind, so dass wir unter Fortlassung dieser Factoren 
den Lehrsatz so aussprechen kénnen: 
Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, damit zu einer 


Wurzel von 
Pre +2Qr+R=0 
eine Function g(t) gehére, die Lésung der Discriminante 


Dud 


ist, durch 4, falls 


ist, sind: 
1) die Determinante der Gleichung muss sich in eine der beiden 
Formen: 


A = (8n—80) (n—20) 
A’ = — 8d(n—80) 
bringen lassen und negativ sein. 
2) Falls A = (8n—80) (n—20), muss sein: 
P=1mod1; Q=1mod2; R=2 mod 4, 
falls A’ = — 80(n—80), muss sein: 


oder 
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_P=1mod2; Q=2mod4; R=4mod8 
oder 


P=0Omod1; Q@=0mod 4; R= 0'mod 8. 


Zu gleicher Zeit sahen wir, dass, wenn P, Q, R mit n keinen ge- 
meinsamen Theiler haben, nur zwei Wurzeln der Modulargleichung ein- 
ander gleich werden, wenn dagegen P, Q, R mit n den gemeinsamen 


Theiler « haben — wobei a = a,a,a,--- — im Ganzen (ay+1) (a,+1) . 


(a,+1)+-- von einander verschiedene Wurzelpaare denselben Werth 

annehmen. Die Methode, diese Paare zu bestimmen, ist aus dem Vor- 

hergehenden ersichtlich und soll nicht noch einmal angefiihrt werden. 
Mit Hiilfe dieser Sitze ist es méglich, simmtliche Gleichungen 


Pr?+2Qr+ R=0 


aufzustellen, deren Lésungen die Argumente der von einander ver- 
schiedenen Liésungen u = g(t) der Discriminante: 
$ = wu (wS—1)"\(a,+a, uS+---a,ub") = 0 
sind. 
23iz 
Die Lésungen » = 0, u= oe. ‘ sind nicht in Betracht zu ziehen, 


und wir kénnen uns somit, da: 


(ay + aus +--+ a,u8") 
eine ganze Function von u* ist, darauf beschrinken, simmtliche Glei- 
chungen 


P2+2Q0r+R=0 


aufzustellen, deren Lésungen von einander verschiedene Werthe von 
g(t)® ergeben. 

Zuniichst lassen sich aus Bedingung 1) fiir jedes m unmittelbar 
alle nur méglichen Determinanten ableiten. Dieses sei geschehen; dann 
greifen wir eine beliebige derselben, die wir mit A bezeichnen wollen, 
heraus. Simmtliche quadratische Formen, die zu der Determinante A 
gehéren, zerfallen in eine gewisse Anzahl von Classen, deren jede wir 
uns durch eine reducirte Form repriisentirt denken kénnen. Diese redu- 
cirten Formen, sind nach bekannten Methoden aufzustellen und mégen 
wirklich aufgestellt sein. Greifen wir eine beliebige derselben heraus, 
so fragt es sich, giebt es sichere Criterien, zu unterscheiden, ob in der 
zugehorigen Classe Formen enthalten sind, deren Coefficienten auch 
der zweiten Bedingung geniigen. 


Wir miissen dazu die einzelnen Fille der méglichen Determinanten 
unterscheiden. 


Sei I. — A= (8d—3n)(m —206) und zwar: 
1) —A=1 mod 4. 
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Alsdann sind fiir die Coefficienten der zu der Determinante A ge- 
hérenden quadratischen Formen iiberhaupt folgende Fille méglich: 


(a) P=1mod2; Q=Omod2; R=1mod2. 


Wenden wir dann auf die Form (P, Q, R) eine lineare Substi- 
tution des vierten Falles an (siehe Kénigsberger II]. Band, p. 112), 
so geht dieselbe itiber in die Form (P’ Q’ R’), wobei 


P’ = Pb,? + 2Qb,a, + Ra,?; 

R = Pb,? + 2Qb,a, + Ra,?; 

Q’ = (Pb b, + Q(ba,+450,) + Raya,) 
ist und a,a,b,b, jene linearen Transformationszahlen bedeuten, die der 
Bedingung geniigen: 

a@=1, 4=1, &=1, 6=0, mod2. 
Wie wir sehen, ist jetzt 
P’=1mod2; Q’=1mod2; R’=2mod4, 


d. h. wir sind durch eine lineare Substitution auf eine Form gekommen, 
deren Coefficienten der Bedingung (2) geniigen d. h. in Classen dieser 
Art existiren stets Formen der verlangten Art: 


(b) P=0Owmod2; Q=1mod2; R=1mod2. 


In diesem Falle wenden wir auf die Form (P, Q, R) eine lineare 
Substitution des zweiten Falles an, um wieder zu einer Form (P’, Q’, R’) 
zu gelangen, deren Coefficienten allen friiher aufgestellten Bedingungen 
geniigen: 

(c) P=1mod2; Q=1mod2; R=2mod4. 


Diese Coefficienten haben schon die gewiinschte Form. Da weitere 
Fille nicht méglich sind, so finden wir: In simmitlichen Classen, die 
zu einer Determinante der Form: 


4 = 53 mod 4 


gehdren, giebt es Formen,- deren Coefficienten der Bedingung zwei und 
somit allen aufgestellten Bedingungen geniigen. In dhnlicher Weise 
sind alle iibrigen Determinanten zu untersuchen. Die Resultate werden 
spiiter angegeben werden. Dieselben liefern einfache Criterien, welche 
der reducirten Formen bei einer jeden der mdglichen Determinanten 
beizubehalten, welche zu verwerfen sind. 


Seien alle beizubehaltenden reducirten Formen sammtlicher iiber- 
haupt méglicher Determinanten hingeschrieben, so fragt sich schliess- 
lich noch, wieviel Formen in der zu einer jeden derselben gehdrenden 


Classen sich befinden, die der Bedingung (2) geniigen und tiberdies von 
Mathematische Annalen. IX. 36 
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einander verschiedene Werthe von g(t)> ergeben, wenn g(r) eine 
Wurzel der Discriminante ist. 

Die Coefficienten der reducirten Formen kénnen entweder der Be- 
dingung 2) geniigen, oder nicht. Im ersteren Falle behalten wir sie 
als Repriisentanten bei, im letzteren wihlen wir dazu diejenige Form, 
die aus der reducirten durch eine modglichst einfache lineare Transfor- 
mation entstanden ist und Bedingung 2) geniigt. 

Die linearen Substitutionen, vermége welcher man aus jeder quad- 
ratischen Form simmtliche zu derselben Classe gehérende Formen 
finden kann, zerfallen in sechs Ordnungen oder Fille. Zuniichst ist 
klar, dass diejenigen Formen, welche durch eine Substitution des ersten 
Falles aus den obigen Reprisentanten abgeleitet sind, stets dieselben 
Werthe von o(r)* ergeben, da die ihnen entsprechenden g(t) Functionen 
sich von einander nur um achte Einheitswurzel unterscheiden. 

Die andern fiinf Fille miissen bei den einzelnen Arten von Deter- 
minanten gesondert betrachtet werden. 


Hierbei ist eine Bemerkung wesentlich. Wenn man von einer 

allen Bedingungen geniigenden Form: 

Pe +2Qr+R=0 
ausgehend, durch eine lineare Substitution des 2, 3, - - - 6'" Falles zu 
einer Form: 

P’et+2Q'r1+R'=0 
gelangt, die auch allen Bedingungen geniigt, so wird die ihr entspre- 
chende Function g(t)* von der der obigen Gleichung entsprechenden 
g(t)® wirklich verschieden sein, wenn nicht beide Formen identisch sind. 
Es ist zu untersuchen, wann und ob dieses méglich ist d. h. eine Form: 


Pe+20r+R=—0 
durch eine lineare Substitution des 2, 3 ---6'" Falles in sich selbst 
iibergefiihrt werden kann. 

Bekanntlich ergeben sich die Substitutionen, welche eine quadra- 
tische Form in sich selbst iiberfiihren aus den Lésungen der Gleichung: 
t?— Aw = o?, 
wenn 6 der grésste gemeinsame Theiler der drei Coefficienten P, Q, R 
ist und A die Determinante der Form bedeutet. In unserem Falle ist 


dieselbe negativ. Dann giebt es aber im Allgemeinen nur zwei Auf- 
lésungen der obigen Gleichung: 


t=6, uw=Q; t=—o, u=0. 


Die zu beiden Fallen gehérenden Transformationszahlen sind: 
a=+1, hb =0, a4,—0,  —=+1, 
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gehdren also zur linearen Transformation des ersten Falles und sind 
nicht weiter zu beriicksichtigen. 
Eine Ausnahme bilden die Fille 
—-A=o und —4A=—=+ 36". 
Dieselben sollen spiiter belfandelt werden und mégen einstweilen unbe- 
riicksichtigt bleiben. 
Sei nun unter dieser Hinschrinkung I. A = (3n—80) (n—26) 


und zwar: 
(1) A =3 mod 4. 


Wenden wir dann auf die repriisentirenden Formen Substitutionen des 
zweiten, vierten, fiinften und sechsten Falles an, so kommt man nicht 
mehr zu Formen, die allen Bedingungen geniigen, vielmehr geschieht 
dieses nur und stets durch Substitutionen des dritten Falles. 

Hieraus folgt: 

Zu jeder Classe einer Determinante der Form A =3 mod 4 giebt es 
zwar unendlich viele Formen, die allen Bedingungen geniigen, jedoch 
liefern dieselben nur zwei von einander verschiedene Werthe von g(r)*. 
Wir brauchen daher auch nur zwei Formen in Betracht zu ziehen, z. B. 
die repriisentirende und eine zweite, die aus ihr durch eine lineare 
Substitution des dritten Falles entstanden ist. 

In ahnlicher Weise sind simmtliche iibrigen Determinanten zu be- 
handeln. 

Schliesst man A = — o? und 4 A = — 36? aus, so ergeben sich 
Resultate, die wir mit den friiheren in folgenden Sitzen zusammenfassen 
kénnen: 

Sei I. A = (80—3n) (n—20). Wenn A = 3 mod 4ist, so liefert 
eine jede Classe je zwei Formen der verlangten Art. 

Wenn A = 1 mod 4 ist, so liefern nur die uneigentlich primitiven 
Classen Formen der verlangten Art und zwar, wenn A = 1 mod 8 ist, 
deren zwei, wenn A = 5 mod 8, deren sechs, 

Sei Il. A = — 86 (n—80). Wenn oO ungerade ist, so sind alle 
diejenigen Classen auszuschliessen, in welchen die Coefficienten durch 
zwei theilbar sind, alle andern liefern zwei Formen. 

Wenn 6 gerade ist, so sind in siimmtlichen Classen Formen der ver- 
langten Art enthalten und zwar mit zwei Ausnahmen zwei. Diese zwei 
Ausnahmen, in denen sich sechs Formen ergeben, werden von den 
Classen gebildet, in welchen die Coefficienten der vorkommenden Formen 
durch acht theilbar sind oder die nach Fortlassung eines allen Coeffi- 
cienten gemeinsamen Theilers uneigentlich primitiv werden. 

Dabei geniigt es, in einer jeden Classe die repriisentirende Form 
aufzustellen. In denjenigen Classen nimlich, in denen zwei Formen 
der verlangten Art existiren, wird die zweite aus der reprisentirenden 
36* 
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durch eine lineare Substitution des dritten Falles gefunden, in den- 
jenigen Classen ferner, in denen sechs Formen der verlangten Art 
existiren, werden die fiinf andern durch eine lineare Substitution des 
2, 3---6te= Falles aus der reprisentirenden abgeleitet. 
Es bleibt iibrig, die Determinanten —o? und — }o? zu betrachten. 
Sei zuniichst A — — o* und zwar 
A= 1 mod 4. 


Es giebt nur eine Classe der Determinante — o?, in welcher die 
Coefficienten simmtlicher Formen den Theiler 6 haben. Die einzige 
reducirte Form derselben ist: 

or? + o? = 0. 

Dieselbe kann nicht zum Repriisenfanten gewahlt werden, da ihre 
Coefficienten nicht der Bedingung zwei geniigen. 

Wir wihlen daher eine andere Form zu demselben und zwar: 

or? — 2o6r+ 26=0. 

Dieselbe wird durch vier Transformationen in sich selbst iiberge- 
fihrt. Die beiden ersten sind schon betrachtet und als zum ersten 
Fall gehérend befunden worden. Die beiden andern werden von den 
Zahlen gebildet: 

@a=—1; &——2; a= 1; = -1, 
&= 15 B= 2; a-=—1; ——1. 
Dieselben gehéren zum dritten alle, so dass in der zu der Form: 
or? — 2o6r+26=—0 
gehérenden Classe nur diese einzige Form existirt, welche allen Be- 
dingungen geniigt, vorausgesetzt, dass o eine ungerade Zahl ist. 

Dasselbe Resultat findet statt, wenn 

— A= o> = 32 mod 64 
ist. Ist dagegen 
—A=c60= 0Omod 64, 


so giebt es in der einzigen Classe, deren Coefficienten durch o theil- 
bar sind, drei Formen, die allen Bedingungen geniigen, niimlich u. a. 
6ov+o=0; 26r°+2or+o=0; or?— 26r+20=—0. 
Sei jetzt 


—4A=—-+ 3o?. 


Alsdann giebt es in der einzigen zu dieser Determinante gehérenden 
uneigentlich primitiven Classe, in welcher die Coefficienten simmtlicher 
Formen durch o theilbar sind, nur zwei Formen, welche allen Be- 
dingungen geniigen und zwar kénnen die Formen gewihlt werden: 
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2or? + 264+ 26=0; 2or? —2or+2o6=—0. 


Hiermit ist die Untersuchung vollkommen abgeschlossen. 

Es liefern die gefundenen Sitze, die denjenigen, welche Her- 
mite*) fiir eine Primzahltransformation ohne Beweis aufgestellt hat, 
durchaus analog, ja fast gleich sind, eine einfache Methode, simmt- 
liche Gleichungen 

Pr+2Qr+ R=0 
aufzustellen, deren Lésungen die Argumente der von einander ver- 
schiedenen Wurzeln « = g(r) der Discriminante: 
D = u® (u® —1)™ (ay + ayud +--+ + a,us”) = 0 
sind. 

Seien alle diese Gleichungen aufgestellt, so schliesst sich hieran 
die weitere Aufgabe, zu bestimmen, eine wievielfache Wurzel der Dis- 
criminante eine jede zu einer beliebigen der aufgestellten Gleichungen 


Pet 2Qr+R=0 
gehérende Function g(r) ist. Wir schicken den hierauf beziiglichen 
Satz voraus: 

Jede Function p(t), welche zu einer der aufgestellten Gleichungen: 

Pe+2Q0r+ R=0 
gehort, deren Coefficienten keinen gemeinsamen Theiler mit n haben, ist 
eine zweifache Wurzel der Discriminante, jede Function g(t), welche 
zu einer der aufgestellten Gleichungen: 

Pre t+207+R=0 2 
gehirt, deren Coefficienten mit n den grissten gemeinsamen Theiler 
Gp Gga,+-+ haben, ist eine 

2 (ay +1) (a@g+1) (a,+1) - - - -fache Wurzel 
der Discriminante. 

Zum Beweise schicken wir einige Sitze, die auch an sich inter- 
essant sind, voraus. 

Wir beweisen zuniichst den Satz: 

Die Discriminante einer Modulargleichung, die zu einer Transfor- 
mation des n'** Grades gehért, ist, von einem Factor w¥ abgesehen, ein 
vollstindiges Quadrat einer ganzen Function von u*. 

Bezeichnen wir die Wurzeln der Modulargleichung mit ¥, - - - vsq, 


so ist der Ausdruck 
Il (Uz— U5) = VD 


naher in Betracht zu ziehen. 


*) Hermite, Sur la théorie des équations modulaires etc., Paris 1859, oder 
Comptes rendus 1859, tome 49. 
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Allgemein haben die Liésungen der Modulargleichungen die Form: 
é 2d 
nae. > 
9) =f) + f, (u)u® + fy(uju® +.-., 
oder: 


1 2 : d,—1 
(3) 9) =F) + Fw u® + Fi (wu® +--+ Fy uu ® 


wobei simmtliche Coefficienten der einzelnen gebrochenen wu Potenzen 
der oberen, wie der unteren Reihe Potenzreihen sind, die nach ganzen 
Potenzen von u fortschreiten. 

Hieraus folgt, dass jedenfails sein muss: 


[] (v.—v,;) = -, b 4 xr (Uju a, ; 


wo @, alle Theiler von », «,, simmtliche Zahlen von 0 bis 6, — 1 be- 
deuten kann und g,,(u) Potenzreihen sind, die nach ganzen Potenzen 
von u fortschreiten. 

Die u sowohl wie die v Gréssen sind eindeutig definirte Functionen 
von t. Setzen wir an Stelle von t eine andere Grosse t’, die aus jener 


durch eine lineare Substitution des ersten Falles entstanden ist, so 
2siz 
wird aus u allgemein we * , wahrend die Wurzeln der transformirten 


2snizn 


Modulargleichung die Gestalt annehmen e * v. Es folgt dieses, wenn 
man die in dem zweiten Theile des schon erwiihnten Lehrbuchs von 
Herrn Kénigsberger p. 50 aufgestellten Gleichungen fiir den Fall 
niher untersucht, dass die Transformationszahlen zum ersten Fall ge- 
héren. 

Wie wir sehen, geht bei dieser Substitution die linke Seite in sich 
selbst multiplicirt mit einer achten Einheitswurzel iiber, die rechte 
Seite also auch. 

Dieses aber ist nicht anders méglich, als wenn die Coefficienten 
der gebrochenen Potenzen von u gleich Null werden, wenn ferner die 
iibrig bleibende Potenzreihe die Form hat: 


] ] (U2—s) = W (dy +a, + 4,08 +---). 
Setzen wir ferner an Stelle von rt eine Grosse 1’, die aus der ersteren 
durch eine lineare Substitution des dritten Falles entstanden ist, so 
2sin 
p he =» . ' 
wird aus u allgemein e ° =, Wahrend die Wurzelu der transformirten 
2snin 





Modulargleichung die Gestalt annehmen: e ° = 


0 


Da nun das letzte Glied der Modulargleichung +- uS™ ist, d. h. 
V, ++ + Usp) = + uS™, so geht die linke Seite in’ sich selbst dividirt 
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durch eine endliche u Potenz iiber, die rechte also auch. Hieraus folgt, 
dass sein muss: 


[] eee.) = (ay Fayu+ ++ at) = YD. 
Mithin kénnen wir D unter Beriicksichtigung der friher aufgestellten 
Form schreiben: 


D = w® (u8 — 1)"\(@) + a, w8 +--+ a, u8*)? gq. e. d. 
Eine jede Lésung von D = 0 ist also mindestens eine doppelte. 


Wir beweisen ferner den Satz: ° 
Bezeichnet man die Wurzeln der Discriminante, abgesehen von 
2siz 
den Wurzeln 0 und all , mit u, +++ u,, wobei eine x-fache als x-ein- 
fache anzusehen ist, ferner diejenigen der ihnen entsprechenden Wurzeln 
der Modulargleichung, welche einer zweiten gleich werden, mit v, - - - v,, 
so ist die Reihe der u,.---u, identisch mit der Reihe der v, --+ v,. 


Die Modulargleichung fndert sich bekanntlich nicht, wenn v statt 
u, (2) u stattv gesetzt wird. Nehmen daher fiir «= u, zwei Wurzeln 


derselben den Werth v, = (t,) an, so folgt leicht, dass fir u = v, 
zwei ihrer Wurzeln den Werth 


(2) = (3) o 5") = (oS) 


annehmen. 
Nua ist die Discriminante das Resultat der Elimination von v aus 
der Modulargleichung: 





O(uv) = 0 
und aus 
0O0(uv) 
60 


= 0 = (uv). 


Dann schliessen wir, dass, falls diese beiden Gleichungen bestehen, auch 


sein muss: 
2 23) 
o(v, (2)«) =O. 9 (, (2) u) =0, 

und hieraus folgt das zu Beweisende, wenn wir noch erwigen, dass die 
Discriminante, von w* abgesehen, eine ganze Function von u* ist*). 

Kin jedes der zu einer beliebigen der aufgestellten Gleichungen 
gehérenden «, wird demnach eine ebensovielfache Wurzel der Discrimi- 
nante sein, als es in der Reihe der v, ---v, enthalten ist. Dieses ist 
leicht zu entscheiden. In der That, wir fanden, dass, wenn die Coeffi- 

*) Andere Beweise der beiden letzten Siitze kénnen analog denjenigen ge- 


geben werden, die Hermite in seiner schon citirten Arbeit fiir eine Primzahl- 
transformation aufgestellt hat, 
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cienten der Gleichung Pr? + 2Qrt+ R=0O mit n keinen gemein- 
samen Theiler haben, fiir das ihnen entsprechende g(r) nur zwei 
Wurzeln der Modulargleichung einander gleich werden, wenn sie da- 
gegen mit m den gréssten gemeinsamen Theiler a = a, a, a, --+ haben, 
(ap+ 1) (a,+1) (a-+1) Wurzelpaare der Modulargleichung denselben 
Werth annehmen. 

Daraus folgt dann aus dem vorigen unmittelbar, dass simmt- 
liche u, welche zu Gleichungen der ersteren Art gehéren, zweimal, 
simmtliche uw, welche zu Gleichungen der letzteren Art gehoren, 
2 (a, +1) (a,+1) (a-+1) --+ mal in der Reihe der », - - - v, enthalten 
sind, Q. e. d. 

Damit ist auch die letzte Aufgabe erledigt und wir wollen, bevor 
wir zur Aufstellung der Gleichungen fiir einige einfache Transformations- 
grade schreiten, schliesslich noch auf Grund der gewonnenen Resultate 
die Discriminante in gewisser Weise in Factoren zerlegen. 

Greifen wir unter den aufgestellten Gleichungen: 


P?+2Qr+R=0 


alle diejenigen heraus, deren Coefficienten mit » den gréssten gemein- 


samen Theiler « = a, a, a,-~+~ haben. 
Mégen deren im Ganzen 8m, — ihre Zahl muss ein Multiplum 
von 8 sein — existiren, so bezeichnen wir die ihnen entsprechenden 


Werthe von wu mit: 
Uialen*** Us mg a 


Dann folgt leicht, dass der Ausdruck 


De= | | (u—we) 


das Product ausgedehnt tiber k —1---8m, eine ganze, ganzzahlige 
Function von u® ist, die wir bezeichnen wollen: 


Da = bia + bogu® + --- bu.” 


Maa 


Alsdann wird die Discriminante unter Beibehaltung der eingefiihrten 
Bezeichnungen: 


D= wv (u8 — 1)" (by, + boy wt... Dmn,, usm)? IT (Da)? * (@g+ nicer 
wobei das Product auszudehnen ist iiber alle Theiler von » mit Aus- 


nahme von 1 und »n. 


Auf diese Weise ist die Discriminante in Factoren zerlegt, die 
lauter einfache Wurzeln haben. 


Wir hatten friiher die Discriminante in die Form gebracht: 


D = u¥ (u8 —1)™ (aq + aus + --+ a, u8?)?, 


wobei u. a. 








ein 
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Sv = S(n)? — 6S(n) — 5nS8’(n) — 2A(nm) — 8A'(n) , 
einen eindeutig bestimmten Werth hat. 
Durch Vergleichung folgt: 


y= m, + > (ay>+1) (aq +1) 77° Ma, 


wobei die Summe iiber alle Theiler von », mit Ausnahme von 1 und 
m auszudehnen ist, 

Nun giebt me gerade die Zahl der Gleichung Pr? + 297 + R=O 
an, deren Coefficienten mit m den gréssten gemeinsamen Theiler a 
haben und von einander verschiedene achte Potenzen der Wurzeln der 
Discriminante liefern. Aehnliches gilt fiir m,. Wir haben daher in 
obigem ein einfaches Criterium, um an Beispielen die Richtigkeit der 
aufgestellten Sitze zu priifen. 

Hermite hat fir die Primzahlen von 5 bis 29 jene Gleichungen 
wirklich aufgestellt. Wir wollen sie fiir die weitere Primzahl 31 und 
fiir die zusammengesetzten Zahlen 15, 21, 33, 35 aufstellen. Wie ge- 
zeigt, brauchen nur die reprisentirenden Formen aufgestellt werden. 
Wir schliessen uns in der Wahl derselben an Hermite an. Geniigt 
nimlich eine reducirte Form (P, Q, R) nicht simmtlichen Bedingungen 
in Betreff ihrer Coefficienten, so thut es entweder die Form 


(R, —Q, P) oder (P, —P+Q, P—2Q+ 8). 
Setzen wir daher: 
(Rk, —Q, P) — (2, Q, R),; (?, —P+Q, P—2Q+ R)=(P, Q, R),, 


so kénnen wir immer eine der drei Formen 


(P,Q, RB), (P,@,B), (2,2, Re 


zum Repriasentanten wihlen, wie wir es thun wollen. 











n v 
15 30 
—A=9 
(1, 0, 9)o, (3, 0, 3)o 5 (2, 1, 5) 4 
—A=l11 
(2, 1, 6). 

— A’ =56 
| (1,°0, 56), (7, 0, 8), (3, +1, 19)p, (4, 2, 15), (5, +2, 12), 

(8, 4, 9), - 

m, =26, 4m—4,. 6m, =—0, 
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n i |» 

21 | iol a sale 78 
| (1, 0, 5),, (2, 1, 3). 

—A=217 

| (2, 1, 14), (6, 3, 6). 

| —A=11 

| (1,0, 17),, (2,1, 9), (8, +1, 6). 

| — A’ = 104 | 
| (1,0, 104), (8,0, 13),, (8, +1, 35), (6,+1,21),, | 
| (7,4+1,15),, (4,2, 27),, (9, +2, 12), (8,4, 15). 
| — fi <= 0 

| (1, 0, 80), (2,0, 40), (4,0, 20),, (5, 0, 16), (8,0, 10),, | 
| (3, +1, 27,, (9, 1,9), (4,2, 21), (6, +2, 14),, | 
| (7, +2, 12), (8,4, 12). 

| m,=710. 4m,=—8. 8m,=0. 

31 | —~A=21 | 104 
(1,0,21),, (3,0, 7), (2,1, 11), (5,2, 5). 
—A=55 | 
| 2, 1,28), (4,+1,14), (8,3, 8)p. | 
| —A=51 
| (1, 0, 57),, (3, 0, 19),, (2,1, 29),, (6,3, 11), . | 

—A=—21 | 
(2,1, 14), (6,3, 6). | 
— A= 184 | 


(1, 0, 184), (8, 0, 23),, ©, +1, 3%),, (4,2, 47), 
| (8,4, 25),, (11, +5, 19). 

—A=20 | 
(1,0, 240), (2,0, 120), (3, 0, 80), (4, 0, 60),, (5, 0, 48), 
(6, 0, 40), (8, 0, 30),, (10, 0, 24), (12, 0, 20),, (15, 0, 16), 
(4, 2,61), , (8, 4, 32), (16, 4, 16), (12, 6, 23),, (17, 7, 17)», 
| ((16, 8, 19),. 

— A= 168 
(1, 0, 168), (8,0, 21),, (8, 0, 56), (7, 0, 24), (13, 1, 13), 

(4, 2, 43),, (8, 4, 23),, (12,6, 17), 
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| 


| 














(2,1, 18), (6, 1,6). 


—A=6 
(1, 0, 65), (5,0, 18),, (2,1, 38),, (8, £1, 22), | 
(6,+1,11),, (9,4, 9). 
—~A=63 
(2,1, 32),, (4, +1, 16), (8,1,8),, (6,3, 12). 
—~A=29 
(1,0, 29),, (2,1, 15),, (3,1,10), (6,+1,6). 
— A’ = 200 
(, 0, 200), (5, 0,40), (8, 0, 25),, (3, +1, 67),, (4,2, 51),, 
| (12, + 2, 17),, (11, +3, 19),, (8,4, 27),, (9, +4, 24), 
(15, 5, 15), . 
— A’ = 272 





| (1, 0, 272), (2, 0, 136), (4, 0, 68), (8, 0, 34),, (16,0, 17),, | 
(3,1, 91)., (7,1, 39),, (13, +1, 21), (4, 2, 69), | 
pe 46). ; (12, +2, 23), ; (8, 4, 36); ; (9, +4, 32), 
(12, +4, 24), (16, +4, 18),, (11, +5, 57),, (14, +6, 22),, | 
(16, 8, 21),. | 
— A’= 216 


a, 0, 216), (8,0,27),, (7, £1, 31)», (4, 2,55),, 5, +2, 44), 
| (11, +2, 20), (9, +3, 25)9, (8, 4,29), (3,0, 72), (9, 0, 24), 
(15, 3, 15),, (12, 6, 21),. | 


m,=170. 4m,—40. 12m, =—0. 











—A=49 | 

(1,90, 49), (7, 0, To, (2, 1, 25),, (5, Ss 1, 10). 
—~he® 

2, 1,38), (6,3, 14), (10, 5, 10). 

—A=69 

(1, 0, 69), (3,0, 23), (2,1, 35),, (6, +1, 14), 

(7, + 1, 10), (6, 3, 13), . 
eel 
(2,1, 16),, (4,-+1, 8). 
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35 — A’ = 216 siehe vorher. 
— A’ = 304 
(1, 0, 304), (2, 0, 152), (4, 0, 76),, (8, 0, 38),, (16, 0, 19), 
(5,-+1,61),, (4,2, 77),, (7, +2, 44), (11, + 2, 28), 
(14, + 2, 22), (8, 4, 40), (10, +: 4, 32), (16, + 4 20), 
(17, +6, 20), (16, 8, 23),. 
— A’ = 264 
| (1, 0, 264), (3, 0, 88), (8, 0, 33),, (11,0,24), (, +1, 53),, 
| (4, 2, 67),, (7, +3, 39),, (13, +3, 21),, (8,4, 35); » 
(17,5, 17),, (12,6, 25),, (15, +6, 20). 
— A’ = % 
(1,0, 96), (2,0, 48), (8, 0, 32), (4,0, 24), (6, 0, 16), 
(8,0, 12),, (4, 2, 25),, (6, +2, 20), (10, 2, 10),, 
| (7, +3, 15),, (8,4, 14),, (11, 5, 11). 
m, = 182. 6m, —12. 8m,=—8. 
| 
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Zur Theorie der algebraischen Flachen. 


Von Rup. Sturm in Darmstadt. 


1. Es sei eine algebraische Fliche F von der Ordnung n, dem 
Range r, der Classe m betrachtet; die Zahl der Wendetangenten in 
einer Ebene sei a, durch einen Punkt o. Der Torsus, welcher F 
lings eines ebenen Schnittes C umschrieben ist, hat die Ordnung 
n + a*), die Classe +; seine Polarcurve in Bezug auf den unendlich 
fernen imaginiren Kreis C2 hat also die Classe n + « und die Ord- 
nung 7; bringen wir die Tangenten dieser unendlich fernen Curve mit 
den Tangentialebenen des Torsus zum Schnitt, so erhalten wir eine 
Curve von der Ordnung » + 7-4 a. Dieselbe wird von den unendlich 
fernen Punkten der Tangenten von F in den Punkten von C gebildet, 
die je zu der in demselben Punkte beriihrenden Erzeugenden des Tor- 
sus normal sind; (n + r-+ «)-mal fallt diese Tangente in die Ebene 
von CU, beriihrt also C und ist deshalb zu der Torsus-Erzeugenden 
conjugirt, folglich Kriimmungslinien-Tangente. Es giebt deshalb in 
jeder Ebene » + r + o@ Kriimmungslinien-Tangenten. 


2. Oder: die Fliiche der Normalen in den Punkten von C hat 
den Grad n+ 17; es sei x die Ordnung der Cuspidaleurve von F,, so 
dass C x Riickkehrpunkte besitzt; in jedem derselben beriihren zwei 
unendlich nahe Tangentialebenen und stehen also zwei unendlich nahe 
Normalen auf der F'liche senkrecht. Die x Riickkehrpunkte liefern 
demnach Torsallinien der Normalenfliche, deren Spitzen auf C liegen. 
Da C und diese Fliche — deren Rang @ sei — gleiches Geschlecht 
haben, so hat man: 


ry —2(n—1) +x=—@ —2(n+r—1); 
also 9 = 3r + x = 3n-+ a, also gleich der Ordnung der Evolute des 
ebenen Schnitts. 


*) Man vergl. in Bezug auf mehrere im Folgenden benutzte Siitze meine 
Aufsiitze Math. Annalen Bd. VI, S. 241, und Bd. VII, 8. 567. 
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Die Anzahl der Torsallinien der Normalenfliche ist 
2(3r + %— {r+n}) = 2(2r—n+ x); 
also giebt es ausser den obigen x noch 2(2r—n)+x—n+r-+a, 
deren Spitzen nicht auf C liegen. Demnach werden die Normalen 
von n-++-r-+ @ Punkten auf C von der Normale des Nachbarpunktes 


auf der Curve getroffen; d. h. in der Ebene von C giebt es n+r+a 
Tangenten von Kriimmungslinien. 


3. Die Normalen der Fliiche F auf den durch einen Punkt O 
gehenden Beriihrungsebenen bilden eine Fliche vom Grade m + r. 
Die Curve der Beriihrungspunkte dieser Ebenen wird in den Beriihrungs- 
punkten der « durch O gehenden stationiiren Tangentialebenen je von 
der einzigen dort osculirenden Wendetangente beriihrt, weil tiberhaupt 
die Tangente der Curve zur Kante des Beriihrungskegels, in diesem 
Falle aber diese einzige Wendetangente zu allen andern Tangenten 
conjugirt ist. Da aber in zwei consecutiven Punkten dieser Geraden und 
auch der Beriihrungscurve die Tangentialebene der F' dieselbe bleibt, 
so erhalten wir zwei parallele benachbarte Erzeugende der obigen 
Normalenfliche, demnach ¢ Torsallinien derselben. 

Da wieder das Geschlecht der Normalenfliiche, deren Rang 9’ sei, 
und des Kegels aus O an F, das nimliche ist, so hat man: 


r—2(m—1) +1 — 9’ — 2(m+r—1), 
eo =3r+t=—3m+e. 


Die Gesammtzahl der Torsallinien der Normalenfliche ist 
2 (3r +e — (m+r)) = 2(2r—m-+12); 


ziehen wir von diesen die obigen « ab, so bleiben 


2(2r —m)+t=—=r+m-+e. 

_ Diese beweisen, dass sich unter den Tangenten der Beriihrungs- 
curve r+ m- 6 solche befinden, welche eine Kriimmungslinie be- 
riihren, folglich thut dies auch die conjugirte Tangente, das ist die 
Kante des Beriihrungskegels; es giebt also durch jeden Punkt m+r-+ 6 
Kriimmungslinien-Tangenten. Die beiden Zahlen m+r-+o und 
n+r-+a sind, wie auch zu erwarten war, dual. Das System der 
Krii gslinien-Tangenten einer algebraischen Fliche ist demnach von 
der Ordnung m + r+ 6 und der Classe n+ r-+- a; dieses System ist 
also ein algebraisches, wiihrend die Kriimmungslinien selbst bei den 
Flaichen von hodherer als zweiter Orduung wahrscheinlich im Allge- 
meinen transcendent sind. 


also 








4. Betrachten wir zwei Flichen F, F’, welche die Ordnung n, 
bez. » und den Rang r, bez. r’ haben. Sei / eine beliebige Gerade. 
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Von einem Punkte X derselben legen wir den Tangentialkegel an F; 
seine Beriihrungscurve r'** Ordnung trifft F’ in rn’ Punkten, deren Be- 
riihrungsebenen die / in ebeusovielen Punkten X’ schneiden. Jedem X’ 
entsprechen umgekehrt rn Punkte X. Jeder Coincidenzpunkt dieser 
Correspondenz liegt auf zwei Beriihrungsebenen von F, F’, die denselben 
Contactpunkt haben, also auf einer Tangente der Schuitteurve der bei- 
den Flichen; folglich ist die Ordnung des Tangententorsus dieser Schnitt- 
curve nr + n'r. 

Haben die beiden Flaichen einen Beriihrungspunkt P, so sei X, 
der Schnitt der gemeinsamen Beriihrungsebene mit /; die dem X, zu- 
gehérige Beriihrungscurve auf F (oder F’) geht durch P und beriihrt 
dort die andere Fliche, hat also mit ihr noch n’r — 2 Punkte gemein: 
der Punkt X, reprisentirt deshalb zwei Coincidenzen; es ist ja auch 
bekannt, dass jeder Beriihrungspunkt die Ordnung des Tangenten- 
torsus der Schnittcurve um 2 vermindert. 

Ist die Beriihrung (in P) stationir und X, der Schnittpunkt der 
gemeinsamen Beriihrungsebene mit 1, so hat die zu X, gehdrige Be- 
riihrungscurve der einen Fliiche mit der Schnitteurve im Riickkehr- 
punkte P die Riickkehrtangente gemein, also mit der andern Fliche 
drei consecutive Punkte; X, stellt demnach 3 Coincidenzen dar, weil 
er nur noch n’r — 3 von ihm verschiedene entsprechende Punkte hat. 

5. Sind m, m’ die Classen der beiden Flachen, so ist die Ord- 
nung des Torsus der gemeinsamen Tangentialebenen mr’ + m’r. 

6. Aus dem Resultate in Nr. 4. folgt mittelst der bekannten For- 
meln, dass die Classe des Tangententorsus der (ohne vielfache Punkte 
vorausgesetzten ) Schnittcurve 3(nr'+n'r—nn’) ist; ebenso aus dem 
in Nr. 5., dass die Ordnung der Riickkehrcurve des gemeinsamen um- 
schriebenen Torsus 3(mr’-+-m'r—mm ) ist. 


Darmstadt, den 21. December 1875. 
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